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Capitulo 1

Introducao.

Em muitas pesquisas agrfcolas, as variaveis resposta de interesse sdo categorizadas, isto
¢, mensuradas em escala nominal ou ordinal. Por exemplo, o nliimero de espigas de milho
por planta, nimero de graos por vagem, tamanho de bulbos (pequeno, médio e grande),
estado de conservagdo de frutos (bom, regular, péssimo), entre outras, pertencem a essa
classe de varidveis.

Nos experimentos agrfcolas, quando as variaveis resposta sdo categoricas, mas as-
symem valores numéricos, a técnica de andlise usualmente empregada é buscar trans-
farmacdes dessas variaveis de modo satisfazer os pressupostos da analise de variancia do
modelo linear comum e realizar comparagdes multiplas entre as médias dos tratamentos.
| O objetivo desse trabalho é apresentar e discutir o método de quadrados minimos
ponderados (QMP), também conhecido como método GSK, como alternativa para analise
de dados dessa natureza. Nessa discussdo, € enfatizada a representagdo geométrica das
edtatisticas de interesse buscando facilitar sua interpretagdo e as provas de teoremas
relacionados.

As técnicas estatisticas para analise de dados categéricos foram desenvolvidas a partir
dos anos 60. Nessa década, muitos trabalhos foram publicados discutindo a abordagem
que tornou-se conhecida como modelos log-lineares. Bishop et al. (1975), Fienberg
(1980), Haberman (1978, 1979) publicaram livros onde estdo resumidos muitos dos tra-

balhos baseados na teoria de maxima verossimilhanga, desenvolvidos na década anterior.

Grizzle, Starmer e Koch (1969) propuseram uma abordagem alternativa para a analise



de dados categorizados com base na teoria de modelos lineares e quadrados minimos pon-
derados, conhecida como método GSK. Nesse trabalho, é descrito um método nao itera-
tivo para ajuste de um modelo linear a um conjunto de dados com distribui¢do produto
de multinomiais, baseado nas estatisticas de Wald (1943) e Neyman (1949). O interesse
é descrever a variabilidade entre fun¢des do pardmetro 7 que indexa a distribuigdo dos
dados. Essas fungbes devem ser tais que as derivadas até ordem dois com respeito as

componentes de 7 existam e a matriz de derivadas de primeira ordem tenha posto linha

Q

ompleto. Em particular, sdo analisados casos onde as fungdes de interesse sao lineares

u logaritmicas .

Q

Forthofer & Koch (1973) generalizam a aplicagdo do método GSK para o caso de

0

ombinagoes de fungdes lineares, exponenciais e logaritmicas. Muitos dos trabalhos sobre

&

abordagem GSK estdo resumidos em Forthofer & Lehnen (1981). Eles destacam a
flexibilidade do método de QMP e apresentam uma grande variedade de aplicagdes.
Freeman (1982), ressalta que o método de QMP é computacionalmente mais simples

que o de maxima verossimilhanga e permite a estimagao de fungdes complexas de variaveis

o]

ategoricas.

Koch et al (1983), apresentam as abordagens de maxima verossimilhanga, quadrados

minimos ponderados e testes aleatorizados na analise de dados categéricos. Esses autores
i

Aestacam que quando os dados analisados tém distribuigdo de Poisson ou multinomial, o

método de Q.M.P apresenta algumas caracteristicas importantes:

1. Os estimadores de Q.M.P. pertencem a classe dos estimadores BAN (best asymptot-
ically normal), isto é, tém minima varidncia assintética entre todos os estimadores

nao viciados do parametro de interesse e sdo assintoticamente normais;

2. O estimador de Q.M.P. do vetor de pardmetros é assintoticamente equivalente

ao estimador de méaxima verossimilhanga, no sentido de que possui a mesma dis-

tribuigao aproximada quando os tamanhos das amostras utilizadas para o calculo

das componentes da fungio de interresse sdo suficientemente grandes;



3. A estatistica de Wald para teste do ajuste do modelo proposto e as estatisticas
dos testes de hipStéses lineares sio assintoticamente equivalentes as estatisticas

correspondentes baseadas na razio de verossimilhanga;

Em todas as publicagdes anteriormente referidas, os exemplos objeto de andlise provém
quase exclusivamente da area de ciéncias médicas ou sociais. Verifica-se que pouca énfase
4 dada & aplicagio desses métodos na pesquisa agricola.

Essa dissertacdo constitui-se de cinco capftulos e dois apéndices, cujo conteudo é

resumido a seguir. No capitulo 2, é feita uma revisdo sobre o modelo linear comum

incluindo avaliagdo da qualidade do modelo, estimagdo de parametros pelo método de
quadrados minimos ordinarios e testes de hipéteses lineares. Além da postulagio usual
4e coordenadas fixas, € apresentada a postulacdo de coordenadas livres conforme descrita
érn Arnold (1981). No capitulo 3 sdo caracterizadas situacdes em que o método QMP é
111tilizado, a modelagem da esperanca assintética de fungées de estimadores de parametros
’e interesse, descreve-se o método de estimagao, as propriedades assintdticas dos esti-

adores resultantes e testes de hipdteses lineares sobre o vetor de pardmetros do modelo
proposto. No capitulo 4 caracterizam-se situaces em que os dados sio adequadamente
modelados pelas distribui¢ées de Poisson e multinomial e obtidos estimadores consis-
tentes das matrizes de covaridncia assintdticas de fungoes dos parametros que indexam
tais distribuicdes. Analises detalhadas de aplicacées na pesquisa agricola sao apresen-
tadas no capftulo 5. No apéndice A, sdo apresentados definigoes e teoremas em algebra

linear e no apéndice B, definicdes e teoremas relacionados com propriedades assintéticas
de estimadores e estatisticas de teste. No apéndice C constam os programas utilizados
i

para andlise dos exemplos do capitulo 5. Os teoremas utilizados nessa dissertagao serao

identificados no texto através da letra do apéndice seguida do nimero do teorema.



Capitulo 2

modelo linear

ILTm modelo estatistico resulta de técnicas que buscam expressar de forma quantitativa
a relagdo entre variaveis resposta e varidveis preditoras. Quando o interesse concentra-
se na modelagem de uma unica resposta, o modelo é dito univariado. Nesse caso a

nformacdo sobre a natureza dessa relacdo é obtida através de um vetor de observagdes

—

Y = (Y, Y3,...,Y,) que corresponde a uma amostra aleatoria de populagdes conceituais
de observagdes da varidvel resposta.

Um modelo estatistico é dito linear (nos parimetros) se postula que a esperanca de
ada observacao Y; pode ser escrita como uma combinacao linear de p pardmetros descon-

hecidos By, B3, ..., Bp. Arnold(1981), Joshi(1987), Searle(1971), entre outros, caracterizam

Q

como modelo linear aquele que além de ser uma fungéo linear dos parametros, satisfaz as
|
seguintes pressuposigoes:

i) As varidveis Y; tém todas a mesma variancia o?(desconhecida) e sao nio correla-

O

jonadas, isto é, a matriz de covariancias de Y é da forma o’I, (02 = 0);
i1) As varidveis Y; tém distribuigdo normal .

Quando o modelo é linear nos parametros mas alguma das pressuposigoes acima nao

se cumpre o modelo é dito modelo linear geral.

E importante ressaltar que na maioria dos casos, as verdadeiras relagdes entre as
varidveis envolvidas nos fenémenos que se buscam modelar nao sdo lineares. Usam-se
modelos lineares porque freqiientemente eles representam uma boa aproximagio dessas

|

r?lagc")es. Além disso, a natureza aditiva dos modelos lineares torna-os mais faceis de



trabalhar matematicamente que os modelos néo lineares.

Um modelo linear pode ser postulado de diferentes formas. Na secdo 2.1. serao
c}iscutidas as postulagoes de cordenadas livres e de coordenadas fizas. descritas em Arnold
(1981).

A concordancia entre o modelo proposto e os dados observados é avaliada através

de estatisticas de ajuste do modelo e da analise de residuos. No modelo linear comum ,

[ood

sa-se como estatistica do ajuste o coeficiente de determinagdo. Esse coeficiente mede a

s w}

jorcentagem da variabilidade total de um particular conjunto de dados que é explicada
pelo modelo proposto. Os residuos sio a diferenca entre os valores observados e preditos
pelo modelo. A andlise dos residuos busca detectar o nao cumprimento das pressuposicoes
() e (ii).

Quando a variabilidade da resposta que se deseja modelar é adequadamente descrita

o

través do modelo proposto e nao ha evidéncia suficiente de violagao das pressuposigdes,

o

s etapas subseqiientes da analise sdo a estimagdo de pardmetros desconhecidos e a re-

o

lizagdo de testes de hipdteses sobre eles. A adequagido do modelo proposto (ajuste e
apalise de resfduos) , estimagao de parametros e testes de hipdteses no modelo linear
serdo objeto das se¢des 2.2 e 2.3 e 2.4, respectivamente.

Nesse capitulo, as estatisticas de interesse no modelo linear siao expressas como
projegdes ou normas de projegoes com base na postulagio do modelo de coordenadas
livres. Essa abordagem busca facilitar a interpretagio de estatisticas de interesse e provas

de teoremas.

2.1 Modelo de coordenadas livres versus modelo de

coordenadas fixas.

Seja V um subespago do IR, com dimensiao pe Y = (Y7,Y3,...,Y;) um vetor aleatorio

opservével. Considere que pressuposigdes (i) e (ii) valem.

{ Denote E(Y) = p .Um modelo linear pode ser entdo postulado afirmando-se que



,Ld € V. Como dim(V) = p, qualquer matriz B cujas colunas constituem uma base de
V, tem posto-coluna completo igual a p. Sejam by, bz, ..,bp as colunas de B. Entao, se
u € V,pu pode ser escrito como combinagio linear das colunas by, bz, .., by de qualquer

base B, isto é , existem escalares 41,72, ...,7, nao todos nulos tais que:
p =mbi+1b2 + ...4+7,bp

Dessa forma, postular que

Y "N(p,0’l), g €V;0* >0 (2.1)
corresponde ao modelo
p =By
pois:
‘ / bn b12 blp
K= . + 72 . + .+ . =
bnl bn? bnp

b + -+ by

bnl71 + 4.+ bnp')/p )



bin b2 . . blp m

\ bnl bn2 .. bnp T

Tde v =(M,72,--»7p) é a parametrizagio correspondente a base B. Os parametros
1

Y2+ --»Yp Para uma particular escolha de base B sao as coordenadas do vetor p com
rélagé',o a base B.

Como nio foi escolhida uma base, as coordenadas do vetor de esperangas (E(Y) = p)
cbm relagio a base ndo foram fixadas e o modelo assim postulado é dito modelo de
@ordenadas livres.

| Seja X uma base de V. Entdo X é (n X p) de posto p, X'X é inversivel e existe um

@nico B €R, tal que p = X3 (Teorema A2). Dessa forma,

p=X8eXp=XX3e 3= (XX)"Xu. (2.2)

Escolhida uma base para V, representada pelas p colunas xj = (ryj, Z2j, ..., Tn;) da

matriz X, o modelo passa a ser postulado da seguinte forma:

E(Yl)\ ﬂl\ 1 T2 . . -Tlp\ B

\E(}/ﬂv)/ k)un :.l:nl Tn2 - . Tnp ,82

onde valem as pressuposigdes (i) e (ii). Uma forma resumida dessa mesma postulagao é

feita usando notagdo matricial:

Y “N(XB,0%I), 0% ~ o. (2.3)

10



O modelo definido acima é dito modelo de coordenadas fizas.
Arnold (1981), enumera as seguintes razdes para o uso do modelo de coordenadas
livres:

(1) N3o é necessario escolher uma base para o subespago V. Esse subespago pode

w

er descrito por uma de suas bases ou por um conjunto de restrigoes lineares que os
elementos do subespago devem satisfazer. A segunda abordagem parece mais razoavel

ara problemas de anélise de varidncia, onde freqiientemente ndo existe uma base natural

g o]

ara o fendmeno;

o)

(2) Na postulagdo do modelo livre de coordenadas, a maior parte das estatisticas
de interesse podem ser interpretadas como proje¢ées ou normas de projeges. Como
eésas projecoes nao dependem da base, geralmente, toma-se uma base ortogonal, o que
simplifica as provas;
(3) As férmulas das estatisticas s3o muito mais faceis de interpretar quando expressas
como projecdes que quando expressas como matrizes;
‘ (4) Em muitos problemas particulares de andlise de variancia, as férmulas sdo mais
f;jéceis de derivar usando propriedades de projecdes que expressoes matriciais equivalentes.

A seguir serdo apresentados alguns exemplos das duas formulagdes do modelo para

cada problema especifico.

2.1.1 Modelo para uma amostra de uma tnica populagao.

Sejam Y1, Y5, ..., Y, varidveis aleatorias independentes com distribuigao comum N,(4, o?),

@cR, otc (0, 0). Usando notagdo matricial:

Y " Nu(p,0?)

onde p = (4,0,...,0) e Y = (Y},Y5,...,¥,)
Essa postulagdo corresponde a idéia de que as componentes do vetor observado Y sao
o{jriundas de uma mesma populagdo e conseqlientemente o vetor de esperangas p pertence

1

: .
ao subespaco dos vetores de R™ onde todas as componentes sdo iguais a 6 para algum

11



0l€ R. Seja V; esse subespago. Entdo, uma versdo equivalente desse modelo é:

Y © Na(p,0’I); p € Vi;0® € (0,00) (2.4)

O modelo descrito acima corresponde & versio livre de coordenadas .

Como o subespago V] tem dimensio um, qualquer vetor pertencente a esse subespago
constitul uma base.

Seja X,x1 =(1,1,...,1). O modelo de coordenadas fixas equivalente a (2.4) para essa

escolha de base é:

p=Xp3

e nesse caso , B;1x1=0 € um escalar e representa a média populacional.

2.1.2 Analise de variancia com um fator.

ﬂeseja—se avaliar o efeito de um fator (tratamento) com k niveis T;. Ty, ..., Ti sobre alguma
résposta de interesse. Em cada subpopulagio é retirada uma amostra Yi.Y2,...,Y,,,
representativa da populacdo conceitual correspondente ao tratamento z (i= 1,2,...,k).
Considera-se que Y;;~ N(0;,0%), 6; € R, 0* € (0.00), ( = 1,2, ...,n;). Na forma matricial

o modelo é expresso como:

Y © Na(p,o®)

onde u = (0y,...,01,...,0k,....,0c) e Y =(Yi1, .., Yiny, ooy Yty ooy Yin, ) €0 = 21
Seja V; um subespago k—dimensional do R™ onde os n; primeiros elementos sdo iguais
a 01,0s n, elementos seguintes iguais a 8, ..., 0s nj; Ultimos elementos sdo iguais a 8,
para alguma k—upla (6, 6,...,6;) € R*. Entdo a formulagio livre de coordenadas para o
modelo é:
‘ Y " Nalpo®D); p € Vaio? € (0,00) (2.5)



Seja a matriz X abaixo:
(11 0 o 0 0 |
1 1 0 O 0 0
1 0 1 0 0 0
ank=
1 0 1 0 0 0
1 -1 -1 -1 -1 -1
l1 -1 -1 -1 . . . -1 -1

X é n x k de posto k e portanto possui k colunas linearmente independentes que

constituem uma base de V5.

O modelo de coordenadas fixas correspondente a (2.5), para essa particular escolha

cie base é:

p=Xp

onde as componentes do vetor de parametros 8 = (8o, 51, ..., 1) tém a seguinte inter-
pretagao:
‘ Bo =média geral;

B; = efeito diferencial do tratamento ¢ , com relagao a média (: = 1,2,...,k — 1).

A cada base (matriz) escolhida corresponde uma parametrizagdo e vice-versa. A
parametrizagdo deve ser tal que X tenha posto completo e que os parametros sejam

interpretaveis.

13



2.1.3 Analise de regressao miiltipla

NS

Deseja-se explicar a variabilidade de uma resposta Y através de um conjunto de variaveis

preditoras X, X, ... X (conhecidas). Sejam Y}, Y3, ..., Y, uma amostra aleatéria com Y;~
k

Ni(Y zi;B;,0%) com B; € R, 0% = 0. Nesse caso existe uma base natural para o modelo
=1

que é entdo postulado,da seguinte forma

p=Xp

onde X =[z;;] é uma matriz n x k de constantes conhecidas correspondentes aos niveis
4as variaveis preditoras X;, X,,...X} e J é vetor k x 1 de pardmetros desconhecidos do
xi'lodelo.Apesar da existéncia dessa base natural podemos escolher outra base B qualquer
tial que o espago-coluna de B, denotado por C'(B) é igual ao espago-coluna de C'(X),
s%m afetar o ajuste do modelo, os valores preditos e os residuos. Tal fato é justificado

elo Teorema A15 e serd explicado nas se¢oes subsequentes. Muitas vezes, para resolver

roblemas de mau condicionamento da base natural X. usa-se uma base ortonormal
c{o C(X). Para maiores detalhes sobre condicionamento da matriz do modelo e outros

diagndsticos de colinearidade, ver Montgomery & Peck, (1982).

2.2 Avaliagao da qualidade do modelo.

A postulagdo de um modelo estatistico inclui. além do modelo matemético proposto, pres-
suposigoes sobre a distribuigao dos dados. Portanto, a qualidade de um modelo estatistico
rélaciona-se com o ajuste dos dados ao modelo matematico proposto e o cumprimento
das pressuposigdes. Como medida geral de ajuste, usa-se o coeficiente de determinagao.
Evidéncias sobre o possivel nio cumprimento das pressuposigdes sao investigadas através

da andlise de restduos.

14



.2.1 Coeficiente de determinacgao.

coeficiente de determinagio (R?) é uma medida resumo que representa a percentagem
e variabilidade de um conjunto de dados que é explicada pelo modelo proposto. Geo-
etricamente, corresponde ao cosseno do angulo (a) entre o vetor de observagdes Y e
a projegao ortogonal em V, Py Y:

_ IPyY)”

R? = cos(a) = Y[ (2.6)

IP%Y||* é a variabilidade explicada pelo modelo (Soma de quadrados devida ao
r#odelo) e [IY||?, a variabilidade total (Soma de quadrados total).

|

i Como 0 < ||PY Y| < ||Y]| (Teorema Al5-d), o coeficiente de determinagao definido

dm (2.6) pode assumir valores entre 0 e 1. Observe que o coeficiente de determinagéo
i%ldepende da base escolhida.

!i Como medida de ajuste global, o coeficiente de determinagio nao da evidéncia sobre o
}éo cumprimento das pressuposi¢oes do modelo linear (normalidade. homocedasticidade

e independeéncia).

2.2.2 Anilise de residuos.

Seja o modelo ajustado

Y=X3+e

correspondente ao modelo de coordenadas fixas definido em (2.3). 3 é o estimador de
quadrados minimos de 8 e e o vetor de residuos.

Quando o vetor de parimetros do modelo é estimado pelo método de quadrados
minimos, o vetor de residuos (e) é ortogonal ao vetor de estimativas (Y = X 3). Assim,
o vetor de observacdes Y pode ser decomposto na soma direta ortogonal de Y=P,Ye

e, isto é,



Iy

1
Y=Y e

Logo, o vetor de residuos é o complemento ortogonal de Y em IR" e pode ser expresso
¢omo projegio ortogonal de Y em Vi. Pelo teorema (Al5-a), a matriz do projetor

irtogonal de Y em V4 é (I — P3). Entdo

O

e=(I-P)Y

l O vetor de residuos ( e = Y — X3) é um vetor aleatdrio e sua observagao fornece in-
A)rmagéo sobre os erros. A analise de residuos busca evidéncias sobre o nao cumprimento
(ias pressuposicoes definidas em (2.3).

As pressuposigdes sobre o vetor de observagoes que caracterizam o modelo linear

Py

comum) podem ser resumidas em

Y " N(u,0%) (:

~o
-~J
~—

Considerando (2.7) vélido,

E(e) =E(Y -Xg8)=E(Y) - E(X3) =X3 -X3=0

Var(e) = Var(Y — X3) = Var(Y) =o’L

Entdo (2.7) pode ser reescrito como:

¢ = N(0,071). (2.8)

Montgomery & Peck (1982) apresentam diversos procedimentos gréficos baseados na

analise de residuos, tteis para detectar possiveis violagdes das pressuposigoes, entre eles:

|
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1. Grafico das probabilidades normais (Normal probability plot): graficam-se os residuos
num papel probabilistico. Se o grafico resultante é préximo de uma reta, é uma in-

dicagdo de que a pressuposi¢do de normalidade dos erros nao foi violada.

2. Grafico dos residuos versus valores preditos: pode indicar o ndo cumprimento da

pressuposi¢do de homocedasticidade (igualdade das variancias dos erros).

3. Grifico dos residuos versus variaveis preditoras: pode indicar auséncia de ho-
mocedasticidade, relagdo ndo linear entre preditoras e resposta e/ou inclusdo de

possiveis novas preditoras.

4. Residuos versus varidveis potenciais nao incluidas no modelo: indica se a variabil-
idade ndo explicada pelo modelo atual (residuos) tem relagdo com possiveis novas

variaveis preditoras.

2.3 Estimacao de parametros.

No modelo de coordenadas livres descrito na segio 2.1, postula-se que E(Y) = p pertence
a um subespago V' C IR". Seja B,x, uma base qualquer desse subespago, de modo que
u pertence a V se e somente se u = By para algum v €/ R?. Note que v = (71,72, --»Yp)
¢é a parametrizagao correspondente a escolha da base B de V.

O vetor e =Y — B+ é chamado vetor de erros e é suposto ter distribuigdo normal
<j;om E(e) = o e Var(e) = 0?1. Resulta da diferenga entre o vetor de observagoes Y e seu
wfjralor esperado sob o modelo, E(Y) = By €C(B). O quadrado da norma euclidiana do

vetor de erros

(Y = By)(Y - B) (2.9)

é chamada soma de quadrados dos erros (SQE) e representa a distancia euclidiana entre
o vetor aleatério Y e B~.
O método de quadrados minimos é um método de estimagao de pardmetros que con-

siste em encontrar v € IRP tal que a expressdo (2.9) seja minimizada.
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Seja y = (y1, Y2, ---,yn) uma observagio de Y e P35, o projetor ortogonal do /R"no

subespago V. O vetor de erros correspondente a observagio y é:

(y =) (y —n)

No teorema (A16), é mostrado que a distancia entre y e sua projecio ortgonal em V,

Pyy satisfaz:

(y = Pvy)(y - Pyvy) =mér\1/{(y —u)'(y — p)}.

Dessa forma, a expressao (2.9) é minimizada quando < é tal que P3;y = Bv. Pelo

Teorema Al4, a matriz do projetor P§, (também denotada por P3,) é expressa como:

Py = B(B'B)"'B'.

Seja X uma base de V e 8 a parametrizagdo correspondente a essa escolha de base.
Conforme o Teorema Al5, a matriz do projetor ortogonal independe da base, de modo

que , fixada a base X de V,

Py = X(X'X) X"

Fazendo B = X e v = [ a expressao (2.9), resulta em
(Y - X3)(Y - XB) (2.10)
e X tal que (2.10) é minima e deve satisfazer

Pyy = X6 = X(X'X)" 1 X'y = X3. (2.11)

Pre-multiplicando as expressoes da direita e da esquerda em (2.11) por X', obtemos

[S™)
—
o
——

X'X(X'X) X'y = X'X35. (2.1

18



De (2.12) resulta o sistema de equagdes

X'Xg8 = X'y. (2.13)

Esse sistema é conhecido como equagées normais. Como X é uma base de V, X tem

posto coluna completo (posto de X igual a p), X'X é uma matriz quadrada de ordem p
1%150 singular e as equagdes normais tém uma unica solugao

|
1
| B =(X'X)" X'y . (2.14)

i
|
i

/5 =(,31, B, ...,Bp) é chamado estimador de quadrados minimos de 3.

' Quando a matriz do modelo ndo tem posto-coluna completo, o sistema (2.14) tem
ibﬁnitas solugdes e nio se pode falar de estimador de minimos quadrados de 3. Qualquer

! -~
solugao f das equagdes normais satizfaz
|

-~ -

(Y - X3)(Y - X8) = min (Y - X8)(Y - X3) (2.1

™o
Y
Ut
~

e o estimador de quadrados minimos de X3 é X3 .

2.4 Testes de hipéteses lineares sobre u.

¢onsidere a postulagdo de coordenadas livres
Y "N(u,0*I)onde p€V,o? >0

definida em (2.1).
Uma hipdtese Hy sobre o vetor de esperancas u é dita uma hipétese linear se pode

ser representada por um conjunto de contrastes lineares
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f Clify + o F Crapin =0

Hy: 4 Capiy + ... + Conpin =0

| ckipr + .ot Chnpin = 0

onde C ={c;;] é uma matriz k x n de posto k. Usualmente, Hy é apresentada de forma

resumida como

Hy:Cpu=0.

De modo alternativo, Hy pode ser postulada afirmando que u pertence a um subespago

W de V, isto é

peEW CVCR

jpnde W é um subespago de V tal que W é ortogonal ao espago-linha de C, denotado

por L(C).

. Como as dimensdes de V e L(C) sdo p e k, respectivamente, e

a dimensdo de W é p — k e a dimensdo de W+ N1 é k.
Sob Hy, p €W. Quando o vetor de observacdes Y esta distante do subespago W é
uma indicagdo de que a hipdtese é falsa. Uma maneira de quantificar essa proximidade

¢ calcular a distancia euclidiana entre Y e sua projecdo ortogonal em W,

IY ~ PiyY|* = |1~ Pw)Y|” = [|[Piw:nv Y’

e compara-la com o quadrado da norma euclidiana do vetor de residuos (soma de quadra-

dos de residuos)do modelo (2.6),

Y —PyY|? = |[(I-PY)Y|* = [Py Y



|
1
onderando pelos respectivos graus de liberdade.
O teste geralmente utilizado para hipdteses dessa natureza em modelo lineares é o

teste F generalizado, cuja estatistica é

— ”P{N#nVY“2 [k .
o Y[ 10 -2)

Sob Hy, F tem distribuigdo F de Snedecor com k graus de liberdade do numerador e
n — p graus de liberdade do denominador.
Para decidir sobre a rejeicao ou nao de Hy, calcula-se o valor de F e o correspondente

valor p.




Capitulo 3

Analise de tabelas de contingéncia

via método de quadrados minimos

|

ponderados.

O método de quadrados minimos ponderados é usado para estimar parametros em mod-
qj:los lineares que descrevem a variago entre estatisticas (fun¢des) de interesse na analise
(?e dados categoricos. Essa abordagem foi proposta por Grizzle, Starmer e Koch (1969) e é
%onhecida como método GSK. O método de estimacio utilizado baseia-se em estatisticas
propostas por Wald (1943) e Neyman (1949).

O conjunto de observagdes de dados categorizados objeto de analise pode ser resumido
numa tabela de contingéncia, que é uma representacao resultante da classificacio cruzada
de duas ou mais varidveis categorizadas. Geralmente, as linhas da tabela correspondem
q subpopulagoes (definidas pelos niveis das variaveis preditoras) e as colunas correspon-
1
ciem a niveis da varidvel resposta. Em alguns casos, tanto as linhas quanto as colunas
ﬁepresentam niveis de variaveis resposta. Tais casos caracterizam estudos onde o inter-
esse € a associagao entre varidveis. Representaremos a seguir uma tabela de contingéncia
resultante da classificagio de uma amostra de n indiviuos (plantas, animais, pessoas etc)
em s subpopulagdes e r categorias de resposta (Tabela 3.1).

O valor Y;; em cada casela é o nimero de individuos com a resposta j na amostra

dorrespondente a subpopulagdo i. Outra maneira de representar os dados é através de
4
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Tabela 3.1: Tabela de contingencia s x r.

um vetor (rs X 1) de observagoes

Yrsxl = (Y'l], reey Y'lrv ceny }':91 “eee }5,)

\1 Segundo Koch et al(1984), para aplicagiao do método de quadrados minimos pondera-

d;los é necessario dispor de um conjunto de observagdes arranjadas como um vetor (u x 1),
|
q‘ie fungées F = (F1(Y), Fo(Y),...,F,(Y)) e um estimador consistente da matriz de
c%ovariéncias assintética de F. Além disso, a fungao F deve ser definida de modo que sua
Iﬁatriz de covariancias Vy seja nao singular.

Esse método é usualmente empregado na analise de dados categoricos modelados pelas
distribuigdes de produto de multinomiais ou Poisson. Os estimadores dos parametros
de interesse nessas distribui¢bes tém propriedades assintéticas necessarias a aplicagdo

do método delta (Apéndice B), usado para cdlculo da distribuigio assintética de F.

$xemplos de dados modelados por essas distribuicdes serao abordados no capitulo 5.

3.1 Fungoes de resposta.

Seja o conjunto de observagées Y €IR™ e éll(Y) €lIR? um estimador do vetor
de parametros que indexa a distribuicio de Y. Uma func¢do de resposta é uma fungio

definida como



F:.IR”® — IR

ou seja,

F(Y) =

Fu,(Y)

Quando ha mais de uma categoria de resposta, o nimero de componentes de F(Y) nao
deve exceder o numero de componentes de Y linearmente independentes. Por exemplo,

quando os dados sdo modelados pela distribui¢do produto de multinomiais, u < (r —1)s.

Usualmente, F(.) é expressa indiretamente como fun¢ao de Y, através de 0,(Y ), isto

é, F(.) é definida como uma fungao

F:IRP — IR"

que associa a cada vetor 5n(Y) em [ R?, o vetor

Fi(fa(Y)) Fi(0y)
F(én(Y)) — FZ(en(Y)) = FZ(Hn)
F.(6a(Y)) Fu(0y)

As fungbes de resposta siao definidas com base nos objetivos do investigador, mas,
além de representar uma variavel resposta de interesse, as fun¢oes devem possuir algumas
caracteristicas matematicas adequadas a aplicagao do método GSK. Essas caracteristicas

serao discutidas nas segdes subsequentes.



43.1.1 Escolha da funcao de resposta.

#)e um modo geral, a escolha da funcao de resposta baseia-se em um ou mais dos critérios
&baixo:

1 a)Objetivo da pesquisa. As fungbes devem ser uma representagio matematica da
esposta cuja variabilidade busca-se explicar. Em muitos casos, as fun¢oes de resposta sao
efinidas com base nas hipdteses que se deseja testar. Por exemplo, quando o interesse
o estudo é testar hipdteses de associagdo multiplicativa, usam-se fungoes envolvendo
ransformacdes logaritimicas.

! b) Facilidade computacional na estimagdo de parametros: quando o vetor de parametros
#ertence a um espago parameétrico restrito, como € o caso do vetor 7 da distibuigao
\

f)roduto de binomiais, o cdlculo dos estimadores torna-se mais simples quando usam-se
i

fungées (transformacdes) de modo que Fi(7) € (—oc,oc) para todo 7 = 1.2....,u. Um
|

éxemplo desse tipo de transformacao é a funcao logito, onde Fi(r) = In(7Z5):

c)Busca de melhor ajuste para o modelo linear: muitas vezes, pela natureza do
fenémeno estudado, ndo se obtém bom ajuste de modelos lineares, quando usa-se os
aados originais (ndo transformados). Em alguns casos, técnicas graficas podem auxiliar
na busca de uma transformacao adequada.

Nos casos b e ¢, é importante verificar se a transformagao resulta numa variavel
interpretavel.

A fungao de interesse, cuja esperanca assintdtica deseja-se modelar, é usualmente ex-
]i)ressa como fungdo de um estimador do vetor de parametros (f) que indexa a distribuigao
];‘Jrobabilfstica dos dados, denotado por 6.

O método geralmente utilizado para obtengdo da matriz de covariancias assintotica
de F(f,), necesséria para aplicacio do método GSK, é a expansio de F(y) em série de

Taylor linear em torno de 6,

F(0a) = F(0) + H()(n — 6) + R(0n) (3.1)



-

notagdo R(f,) refere-se ao resto da expansao e H é uma matriz u x ¢ cujo elemento
i,j)) é a derivada da componente Fide F com respeito & j-ésima coordenada do vetor
n =(8,65, . 840,
Para uso da expansio definida em (3.1) é necessario que F(.) tenha derivadas parciais
e primeira ordem numa regido contendo 6. A exigéncia sobre a existéncia de derivadas
arciais continuas até ordem dois, citada em Koch et al (1984), esta relacionada com
‘onsisténcia, do estimador da matriz de covariancias assintdtica de F(én).
; Assim, quando :%% existe, Oy converge em probabilidade a 8 e R(0,) é de ordem
%ie magnitude menor que “(én - 9)“, a fungao pode ser aproximada pela expansao até o
fermo de segunda ordem, isto €,
|

F(0,) ~ F(6) + H(0)(fn ~ 0), (3.2)

guando os tamanhos de amostra utilizados no calculo das componentes de F(én) S0
érandes.
| Quando 6y, é assintoticamente normal e (3.2) vale,o método delta multivariado pode
ser utilizado para o cdlculo da distribuigao assintdtica, e conseqilentemente , da esperanga
e covariancia assintotica de F(én). Isso ocorre quando os dados sio modelados pelas
distribuicoes produto de Poisson ou multinomial.

Segundo Koch et al (1984), o método de quadrados minimos ponderados pode ser
utilizado quando a fungao de interesse satisfaz:
| i) F(én) deve ter derivadas parciais continuas até ordem dois. numa regiao contendo
Q parametro;
| ii) F(én) deve ser definida de modo que VF seja nao singular.

Observe que se a condicdo (i) é satisfeita e §,, é um estimador consistente de 8, dispo-

mos de um estimador consistente de V. A condigdo (ii) assegura sua nao singularidade.

Essas implicagbes serdo discutidas com maiores detalhes na segao seguinte.



8.1.2 Distribuicao assintética de F.

Usualmente, a fungdo F néao é expressa diretamente como funcao do conjunto de dados
categéricos Y, mas de alguma estatistica 6,(Y) , geralmente um estimador consistente
¢ ndo viciado do vetor de parametros que indexa a distribuigao de Y. Uma técnica
importante para calcular a distribuicdo assintotica de FY( (5,,) e consequentemente sua
esperanga e matriz de covariancias assintéticas é o método delta (6) multivariado descrito
em Bishop et al (1977).

Seja én =(é§"’,é§"’, ey é;")) um vetor aleatdrio p-dimensional e § = (4,,6,,...,6,) um

vetor de parametros também p-dimensional. Consideremos que 8,e 8 sio tais que:

Va(ba —0) B N,(0,5(8)) (3.3)

onde 3 (8) é a matriz de covariancia assintdtica de 8, e n é o tamanho de amostra
utilizado para o célculo de cada componente de 6,. No capitulo 5 serd considerado o

caso em que diferentes tamanhos de amostra sao utilizados para o cdlculo dos ;.

A expressio (3.3) equivale a afirmacio de que, para n grande, 0, tem distribuigio
aproximada normal p-variada com média # e matriz de covariancias n~! 3(4).

Agora suponha F uma fun¢ao definida num subconjunto aberto do espago p-dimensional
tomando valores no espago u-dimensional. Consideramos que F é diferencidvel em 0 ,

isto é, F tem a seguinte expansio quando f, converge em probabilidade a #,

OF;
6\

J

Fi(6n) = +Z(9"‘> ~ [ -0, (3.4)

x=0
parat =1,2,.., u.

Seja H(0) = {%] uma matriz u X p cujo elemento (i,j) é a derivada parcial da i-ésima
componente de F = ( Fy, F}, ..., F,) com respeito & j-ésima coordenada de fy, =4, 6\ . 4y,

avaliada em 6,, = 4, isto é:



o af,
H(6) = (55) - [09‘{“)}. (3.5)
1 J fn=>0

entao a expressido em (3.4) pode ser resumida como

F(fn) = F(8) + H(6)(6a — 0) + of| (3 ~ 6)]) (3.6)

quando 5nconverge em probabilidade a §. A notacio o ”(én - 0)”) significa que o resto
da expansdo definida em (3.6) tem ordem de magnitude menor que “(én - 9)“.
Supondo que (3.3) e (3.6) valem, pelo teorema que resume o método delta multivariado

-~

(Teorema B3) a distribuigdo assintdtica de F(6,,) é dada por

Va[F(6n) — F(r)] BN.(0.H(6)T(0)H'(0))

ou seja, para n grande, F(f,) tem distribuicio aproximada normal multivariada com
E(F(0,)) =F(0) (3.7)

e matriz de covariancias

Var(F(6,)) = n~Y(H(9)Z(0)H'(6)) (3.8)

Quando F(.) é uma transformagao linear, isto é,

F(fy) = Ay

para alguma matriz A, u x p de posto linha completo, a esperanca e covaridncia de
F(6,) calculadas pelo método delta multivariado sio exatas. Apenas a distribuigio é

aproximada, pois:

E(F(6n)) = E(Afy) = AE(dn) = A0 = F(6)



Var(F(f,)) = Var(Ad,) = AVar(4,)A’ = n~1(H(6)Z(0)H'(6))

i
|
|
{
|

Substituindo 8 por 8, em (3.7) e (3.8) obtemos estimadores da esperanga e matriz de
ovariancias assintdtica de (F(fy,)). Denotaremos esses estimadores por F e V, respecti-
amente.Quando , é um estimador consistente de 8 e as componentes dos estimadores da
speranga assintética de F' (denotada por EA(F)) e VF sdo fungoes continuas de 6y, estes
ambém sao estimadores consistentes de F e da variincia assintética de F, respectiva-

ente. Se F(.) possui derivadas parciais continuas até ordem dois, as componentes de
(.) e H(.) s3o continuas e esta assegurada a consisténcia de V.
A nao singularidade de V§ depende apenas do posto-linha de H. Se F(.) é tal que

as u linhas de H sédo linearmente independentes,

|
I
i
i
|

Vr =n"YH(0,)Z(0,)H (0,))

é nao singular (tem posto u).

3.2 O modelo linear geral

O modelo linear (geral) usualmente postulado para descrever as fungoes compreendidas

em F, é um modelo de coordenadas fixas da forma:
E4(F)=X3 (3.9)

onde X é uma matriz (u X t) de constantes conhecidas de posto ¢ < u (matriz do modelo)
e B é um vetor (¢ x 1) de parametros desconhecidos.

Esse modelo também pode ser expresso postulando-se que E4(F) pertence a um
gubespago V' C R™ gerado pelas colunas da matriz X (ou por outra matriz B qualquer

qal que C(B) = C(X)). Essa é a formulagao livre de coordenadas e também pode ser
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expressa através de um conjunto de restri¢des lineares sobre £ 4(F).
Seja W uma matriz (u—t)xu de posto u—t cujo espago-linha é ortogonal ao subespaco
¥V e X uma base de V. Entéo, o espaco linha de W é ortogonal ao espago-coluna de X ,

isto é WX = 0. Dessa forma, se (3.9) vale,

WI[EL(F)] = WX3=0

para todo 8 € ©, e o modelo (3.9) pode ser postulado alternativamente como:

WIEL(F)] =0 (3.10)

i
|
|
i
i
|
|
|

$.3 Ajuste do modelo

Apc’)s o calculo dos valores das componentes do vetor F a partir dos dados observados é
n‘;ecessério verificar a qualidade do ajuste do modelo.

| No método de quadrados minimos ponderados, a qualidade do ajuste é medida através
do x?de Wald. Quando os dados tém distibuicio de Poisson ou multinomial essa es-
tatistica é assintoticamente eqiiivalente & estatistica da razao da verossimilhanca, no
sentido de que tém a mesma distribuigio aproximada para tamanhos de amostra grandes
em cada subpopulagdo, que é x? com (u — t) graus de liberdade.

A estatistica de Wald é dada pela expressio:

Qw = (WF)(WVpW' )"} (WF)

Considerando que o modelo (3.9) é valido, espera-se que WF resulte num vetor
préximo do vetor nulo. A medida de distancia é usada para indicar se W[E 4(F)] estd
préximo ou distante do vetor nulo é a norma V' de seu estimador consistente WF onde
Vo = WVEW' é a estimativa da matriz de covariancias de WF. O uso dessa norma
ilz;lcorpora ao cdlculo de Qw a estrutura de covariancias de WF, dando maior peso as

cbmponentes de menor variancia.
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Uma expressio alternativa para a estatistica de Wald é:

Qw = (F = PyF)'V§'(F - PvF) (3.11)

onde Py F é a projegdo obliqua de F € R* no subespaco V tal que a norma-VI?1 do vetor

F — PyF) é minima.

?.4 Andlise de residuos

i\lo modelo linear (comumn) a analise de residuos busca evidéncias sobre o possivel nao
4umprimento das presuposi¢des de normalidade e homocedasticidade dos erros e'neces-
|

siiidade de inclusdo de novas variaveis preditoras. No modelo linear geral . a estrutura
djle covariancias nio pressupde homocedasticidade nem indepéndéncia dos erros. Nesse
(;faso, a analise de residuos investiga a distribuicdo assintética dos erros, e busca possi’veis
éssociagées dos residuos do modelo definido em (3.9) com variaveis nao incluidas no
rbodelo.

O modelo (3.9) pode ser escrito de forma alternativa como:

F=X3+e (3.12)

O vetor

e=F — Xﬁ (313)

é chamado vetor de erros e representa os desvios entre as componentes do vetor de
qjstati‘sticas F e sua esperanga assintdtica sob o modelo. O vetor de erros é estimado pelo
vetor de residuos e = F — X3 onde 3 é um estimador qualquer de 3.

De (3.13), observa-se que € é uma transformacéo linear de F. Entao, quando F tem
distribuicdo assintoticamente normal, e pelo Teorema B6, a distribuigdo de ¢ é também

assintoticamente normal, com
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Ea(e) = Eo(F — X3) = Eo(F) - X8 = 0, (3.14)

se o modelo (3.9) vale. Note que

Vara (F — X8) = Var,F.

O grafico dos residuos em papel probabilistico pode ser ttil para verificar a normal-

i‘dade dos erros. Quando o numero de componentes da fungao de resposta é pequeno
dcomo é o caso dos exemplos do capitulo 5) , o tiso desse método é limitado. O pequeno
r#ﬁmero de pontos no grafico de residuos dificilmente fornecera evidéncia suficiente contra
e‘;} hipétese de normalidade.

i ,

‘ Para testar se novas variaveis devem ser incluidas no modelo, colunas adicionais cor-
njespondentes a essas variaveis sio acrescentadas a matriz X. Essas colunas devem ser
tais que a matriz aumentada [X, Xg] tenha posto coluna completo.

3 Busca-se entao investigar se variaveis candidatas tém associagdo com a variabilidade
nio explicada pelo conjunto de preditoras do modelo anterior (residuos). Isso corresponde

a hipétese de que o vetor de erros pode ser expresso como combinacao linear das colunas

de Xg, ou seja

¢ € C(XE) (3.15)

Q:nde XE € uma matriz u X tg tal que o posto de (X, XEg) ét + tg.

Para testar essa hipdtese usa-se a estatistica :

-~

Qx5 = eXE(XgVeXg) ' Xke =(F — F)Xp(XgV p_p Xe)  Xg(F - F),

onde



Ve = V(F-f‘) =Vp — Vf‘ =Vrp - XV,X"

Vb € um estimador da matriz de covaridncias assintdtica do estimador de quadrados
minimos ponderados de 3 e sera definido na segido 2.6.

A estatistica @ x; corresponde a distancia entre o vetor de residuos do modelo (3.9),

e=F-—F

€ sua projegao no espago coluna de Xg

Pxp(e) = Xg(XgVeXg) ' XgVe'e

ponderada pela matriz de covaridncias assintdtica de e.
Sob a hipdtese definida em (3.13), Q. tem distribuigao assintética \* com tg graus

de liberdade (Teorema BS).

3.5 Mdétodo de quadrados minimos ponderados.

A escolha do estimador 3 de 8 no modelo linear geral pode basear-se em diferentes
critérios, entre eles o critério da mdzima verossimilhanca e o de quadrados minimos
ponderados (QMP). Quando os dados analisados tém distribuigao de Poisson ou multi-
xixornial, os estimadores de QMP sao assintoticamente equivalentes aos estimadores de
ﬁléxima verossimilhanga, no sentido de que possuem a mesma distribuicao aproximada
quando os tamanhos das amostras utilizadas para o calculo de F sao suficientemente
grandes.

O critério de Q.M.P. baseia-se na escolha de 3 que minimize a soma de quadrados de

residuos ponderada pelo inversa do estimador da matriz de covariancias assintdticas :
Q(B) = (F - X8)V§'(F - X3) (3.16)
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O estimador de § baseado nesse critério serd denotado por b e chamado estimador

de quadrados minimos ponderados de B.

3.5.1 Estimacgao do vetor de parametros do modelo.

Uma das formas de encontrar b é diferenciar Q(3) em relacio a 8 em 3 = b e igualar a

expressao resultante a zero:

Q% = (X'Vi!X)b-X'VE'F =0 (3.17)

Dai resulta o sistema conhecido como equagées de Aitken:

(X'Vi'X)b = X'VR'F (3.13)

Como X é uma matriz n X p com posto-coluna completo p e Vf é u X u nao singular,

X’VEIX é também nao singular e a solugio do sistema (3.18) é :

b= (X'VE'X) ' X'VF!'F, (3.19)

Dessa forma o valor minimo de @Q(,3) ocorre quando 3 = b, isto é, a expressao

min Q(f) = (F - Xb)VE!(F - Xb)

¢orresponde a estatistica de Wald definida em (3.11).

Quando Vg =¢?I e F =y temos o caso descrito no capitulo anterior onde b é es-
colhido de modo que a norma L; do vetor de residuos seja minimizada. Essa norma
corresponde a distancia euclidiana entre o vetor de observagdes y e sua projegao ortog-
onal no C(X).

No critério de Q.M.P. busca-se o valor de b tal que a distancia entre o vetor F e sua
projecao no C(X), F = Xb tenha minima norma -VZ!. O uso dessa norma permite

uma ponderagio das componentes do vetor de residuos que considera a estrutura de
|
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%.5.2 Estimacao da funcao de resposta.

De (3.19),0 vetor de estimativas F = Xb pode ser escrito como:

F=XXVaX) IX'Vg!F (3.20)

wa postulagdo de coordenadas livres do modelo (3.9) afirma-se que E4(F) pertence ao

%ubespago V (gerado pelas colunas de X ou outra base qualquer). A matriz

Py =X(X'ViX) 1X'Vg!

corresponde a matriz do projetor Py que aplicado em F € R* projeta-o no subespago V

segundo o ponto de tangéncia do elipséide definido por Q(3) em (3.16). Dessa forma, a
angéo de resposta estimada pelo modelo pode ser expressa como
F =PyF.

Observa-se que Py é idempotente (nao simétrica) e portanto, pelo Teorema AlS,
Pv é um projetor nio ortogonal, exceto quando Vp = L.

Quando o modelo proposto explica adequadamente a variabilidade entre as compo-
nentes de F, o proximo passo é testar hipdteses sobre os parametros. supondo o modelo

correto.

3.6 Propriedades dos estimadores de quadra-
dos minimos ponderados.

Seja o modelo linear geral



Q

Q

EoF(fy) = X8 (3.21)

nde 8, é um estimador consistente do parametro () que indexa a distribuigdo dos dados
X e 3 sdo conforme definidos em (3.9).
Se 8, é uma estatistica tal que a condicio (3.3) é satisfeita e F(f,) = F pode ser

scrita segundo a expansdo definida em (3.2), pelo método delta multivariado,

F(fn) > Nu(F(8),n YH(0)Z(0)H'(0)). (3.22)

De (3.19),0 estimador de quadrados minimos ponderados é dado pela expressao:

b= (X'V§'X)!X'VE!F. (3.23)

Entao, b pode ser escrito como uma transformagao linear de F, e pelo Teorema B6,
tem distribui¢do assintética normal multivariada .

De (3.23), a esperanca assintdtica de b é:

Ea(b) = EA[(X'VEX) ' X'VF'F] = (X' V5! X) ' X'VR EA(F)
Supondo o modelo (3.9) verdadeiro,

Ea(b) = (X'VE'X) IX'VE!IX3 = 3 (3.24)

A matriz de covariancias assintdtica de b é dada pela expressao

Vara (b) = Vara [(X'VE!X) ' X'VF!F] =

= (X'VEX) I X'VE! ] Vara (F)(X'VE X)X VR (3.25)

- Substituindo Vara (F) em (3.25) por seu estimador consistente Vp obtém-se um
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estimador consistente de Vary (b), denotado por Vy:

Vi = [(X'VE X)X VR VE[(VE) XX VEX)TY =

= (X'VE' X)X/ [(VE) X ((X'VE X)) =

= (X'VEIX) " (X(Vp) I X)[(X'VEIX) ™Y =

(X'VeiX)™? (3.26)

. Se F(.) é uma transformagao linear, a esperanca e a matriz de covariancias de b sdo
#xatas, apenas sua distribuigdo é aproximada.

| Quando os dados analisados tém distribuicao Poisson ou multinomial, o método de
%stimagéo quadrado minimos ponderados produz estimadores BAN (Best assimtoptically

normal), isto é, estimadores assintoticamente normais e assintoticamente eficientes.

3.7 Testes de hipdteses lineares

Hipdteses sobre um vetor de parametors 3 € @, sio ditas hipdteses lineares quando po-
dem ser expressas através de um conjunto de restrigdes lineares sobre o espago paramétrico
: Essas hipdteses podem ser formuladas diretamente sobre a E5(F) sem necessidade

de postulagdo anterior de um modelo. Nesse caso, a hipdtese é descrita por

WEA(F)=0

onde W é uma matriz ¢ X u de posto c.

Usualmente, as hipdtese sao formuladas apds o ajuste de um modelo, quando este
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é considerado adequado. Assim, as hipdteses representam restrigdes adicionais sobre o
vetor de parametros, além das postuladas pelo modelo.

Seja CB = 0 um conjunto de restrigdes lineares sobre ® que os parametros 3 devem
satisfazer, onde C é uma matriz ¢ X t. Para que ndo haja restrigdes redundantes, as
linhas da matriz C devem ser linearmente independentes e conseqlientemente, a matriz
C deve ter posto-linha completo, isto € posto(C) =c.

Sob a hipétese Hy : C3 = 0 espera-se que a estimativa Cb do contraste C3 esteja

proxima do vetor nulo. Para testar essa hipdtese pode ser usada a estatistica de Wald

(Wald (1953)):

Qc =b'C'(Ve) ICh (3.27)

ciue quantifica essa proximidade através da norma -(Vc)™! do vetor Cb. V¢ é a esti-

r?pativa da matriz de covariancias de Cb, denotada por Var(Cb) e expressa por:
Var(Cb) = CVar(b)C’ (3.28)

onde Var(b) é a matriz de covariancias do estimador de quadrados minimos ponderados
b.

De (3.27) e (3.28) observa-se que a exigéncia de que a matriz C tenha posto linha
completo, é necessaria para que V seja inversivel. e conseqiientemente para o caculo de

%

De (3.26), um estimador consistente de V'ar(b) é:
Vp = (X'VIX)™! (3.29)

onde Vfl é um estimador consistente da matriz de covariancias assintética de F. Vy, é
uma matriz p X p de posto completo e C tem posto linha completo, o que garante a nao

singularidade de Var(Cb), exigida para o calculo de Q¢.
\
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Dessa forma a expressdo (3.27) resulta em:
Qc =b'C’(CVLC')"1Ch (3.30)

=b'C'[C(X'VIX)~IC) 1Cb

Pelo Teorema B8, a estatistica Q¢ tem distribuicio assintdtica y? com c¢ graus de
iberdade. Valores altos de Q¢ fornecem evidéncia para rejeigdio de Hy.Para decidir

e um valor é alto ou baixo calcula-se o respectivo valor p com base na distribuigdo

issintotica de Qc.

39



Capitulo 4

odelagem probabilfstica das

L ] A [ ]
abelas de contingéncia.

|
|
f#s principais distribui¢ées utilizadas na modelagem probabili’stica de tabelas de con-
tj‘kngéncia sao a distribui¢do multinomial e a distribuigio de Poisson. Os parametros que
ibdexam essas distribui¢oes possuem estimadores consistentes, nao viciados e assintotica-

\
rj“aente normais. Essas propriedades assintoticas propiciam a utilizagao do método delta
xio calculo da distribuicdo assintdtica de fungdes particulares desses estimadores.

i Neste capftulo caracterizam-se situagoes em que os dados objeto de analise podem ser
adequadamente modelados pelas distribuigdes multinomial ou Poisson . Sao derivadas
distribuicdes assintdticas dos estimadores dos parametros que indexam tais distribuigdes
e obtidos estimadores consistentes das matrizes de covaridncias assintdticas de fungoes

desses estimadores. Analises detalhadas de exemplos dessas situagdes serao apresentadas

r110 capitulo 5.

4.1 Dados modelados pela distribuicdo produto de
multinomiais,

Considere o conjunto de dados categdricos apresentado na Tabela 3.1. Nessa tabela,
as linhas correspondem a subpopulagdes e as colunas a categorias de resposta.Os totais

| .. ' . -
marginais ny,n,,...,n, constituem os tamanhos de amostra em cada subpopulagao e as
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3
rariéveis aleatérias Y;; em cada casela representam o nimero de individuos na amostra
Forrespondente a subpopulagdo ¢ que apresentaram a resposta j. Essas amostras sio
onceitualmente representativas de subpopulagdes infinitas e as tendéncias de cada in-
ividuo em apresentar a j—ésima resposta sdo consideradas mutuamente independentes.
lﬁlém disso, a probabilidade de um individuo apresentar a resposta j é constante para
individuos dentro da mesma subpopulacao.
Considerando validas as afirmagdes acima, o vetor aleatorio Y; = (Y;1,...,Y;r) tem
distribui¢do multinomial com pardmetros n; e 7; = (7, ....7,,) onde x;; é a probabili-
dade de um individuo selecionado ao acaso na subpopulagio ¢ apresentar a categoria de

resposta j. A fungdo de probabilidade de Y; ¢é

r Y
P(Y;l = Y1 7};1‘ = yir) = (nt)' H ——L—? (41)
j:l (‘{/1_/’
¢om 3 ¥y =nie iy m;=1,m; €(0,1) paratodoz=1.2....5e =12, .7
| Y1,Y2,...,Ys sdo vetores aleatérios independentes com Y; ~ Multinomial (ny, 7j).

Entdo o vetor Y = (Yiy, ..., Y1, Yor, .. Yor, oo, Y0, Yoy ) tem distribuigao produto de

multinomiais com fungdo de probabilidade

Y

<

. "
()

$

P(Yi1 = Yity ooy Yor = yor) = [J () ]
=1

(4.2)

=1

O vetor de esperancas e a matriz de covariancias de Y sao:

[/ <.
i nw
Yio nw
E(Y)=E 12 | _ 12
y:sr Ny
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11 0
0 VW

Var(Y) =
0 0
| 0 0

onde
[ Tia(l —7a) —7mamie
— T mia(l — 7
Vi =n, T2 2( T 2)

—TiaTir =TT

q

o

}"11/7“
Y2/
E(p)=E . =
Y /ng
w0 o
0 M5 0
Vp(”) =
0 0
0 0 o
onde
ma(l —m1) —maman
W, =i —mamia  wi(l — 72)
s ) )
—TiTir —TTr

< O O

&

—Tn¥%ir

4

~.

T2 ir

7"z'r(1 - 7Tir) J

denotado por Vy.O vetor de esperangas e a matriz de covariancias de p sao:

—TaT%r

il

Li2hr

771‘!(1 - 7rir) 3

(4.3)

Um estimador consistente e nao viciado de 7 é p = (py;. pya. ... psr ) onde pi; =Y, /n.

Substituindo m;; por p;; em (4.3), obtém-se um estimado consistente de Var(Y) que sera



i
|
|
|

|
%orresponde a matriz de covariancias do vetor de proporg¢des amostrais na subpopulagao

%) Pi = pll,pﬂ’ ’pir)'

L Denote E(p;) = 7. Pelo teorema central do limite para vetores aleatérios (Teorema
3

),

Jai(pi - 7i) = N(0, %) (4.7)

?nde 3}; é a matriz de covaridncias assintdtica pj,

1
1 ;
[

7(';'1(1 - 7?,-1) —TinTio — T Fir
~mame  Tall=Ta) o —Tam
= i ",
L —TiaTir —T Ty . 7:-1'1'(1 _ 77“,.) ]

Sejan =(n,,n,,...,n,) um vetor coluna cujas componentes sdo os tamanhos de amostra

em cada subpopulagdo. Esse vetor pode ser reescrito como

ny n/ky
n, n/k;
n= =
ns n/k,
onde n = 37_; n; e ky, ko, ..., ks sdo constantes conhecidas. Sejam ainda,

(D, 0 0 0 ]

0 Dy 0 O
D, = (4.9)

0 0 0

0 0 0 D,

uma matriz bloco diagonal sr x sr , onde D; é uma matriz diagonal r x r.
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o

0 2
D; = kf
[ 00 =
Entdo o vetor p, que resulta da concatenagio vertical de p1,pe2...., ps satisfaz
(Da)?(p = 7) = N(0, Bp(r)) (4.10)
C{Tnde 3p(r) é uma matriz bloco diagonal sr x sr |
(s, 0 0 0]

0 % 0 0
Ep(r) = (4.11)

0 0 0

0 0 0 % |

com X; definida em (4.8).
 Geralmente, quando os dados sio modelados pela distribuicio multinomial, é de in-
teresse explicar a variabilidade entre componentes de fungoes do vetor de proporgoes

amostrais p. O modelo é usualmente postulado como

EA(F(p)) = X3

onde X é uma matriz u X p de constantes conhecidas com posto (X)= p e 3 é o vetor

p X 1 de parametros desconhecidos do modelo.
Satisfeita a condigdo definida em (4.10), se F(p) é tal que (3.2) vale, o método delta
p

pode ser aplicado para o cdlculo da esperanca e covariancia assintdticas de F(p) . De

(3.5) e (3.6) obtém-se:
(4.12)

EA[F(p)] = F(x)
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Var[F(p)] = (Da) ™" H(x)[Zp(r) H'(r) (4.13)

nde Dy, H(7) e Xp(7) estio definidos em (4.9), (3.5) e (4.11), respectivamente.
Substituindo p por 7 em (4.13) obtém-se um estimador consistente da matriz de

{:ovariéncias assintética de F(p), que sera denotado por :

Vrp) = H(p)[Zp]H'(p)

Para garantir que a matriz de covariancias Vp(p), obtida utilizando o método delta,
% nao singular, F(p) deve der tal que H{p) tenha posto linha completo.
‘ Satisfeita essa condigdo, dispoe-se de um estimador consistente deVara [F(p)], exigido

para aplicacao do método de quadrados minimos ponderados.

4.2 Dados modelados pela distribuigao produto de
| Poisson.

A distribuigao de Poisson é freqiientemente utilizada para modelar situagdes onde a
variavel resposta de interesse é discreta. ordinal, assumindo valores inteiros positivos. E
adequada para descrever dados relativos a contagem de eventos que ocorrem independente
e aleatoriamente em alguma unidade de exposicao fixa (tempo. area, volume, etc) com

qaxa de ocorréncia constante.

. James (1981) caracteriza de um modo formal um processo de Poisson através das

seguintes hipdteses:

1. Hipétese 1. (Incrementos estaciondrios). A probabilidade da ocorréncia de k even-

tos no intervalo (s,s + t), depende somente de ¢t e nao de s;

2. Hipétese 2. (Incrementos independentes). Os nimeros de ocorréncias em intervalos

disjuntos da unidade de exposi¢io sao independentes;
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SUBPOPULACAO | RESPOSTA
1 Y,
2 Y,
i Y;
s Y,

Tabela 4.1: Ndamero de ocorréncias na subpopulagio i para i=1,2,..;s.

3. Hipotese 3. Os eventos ocorrem sozinhos e ndo simultaneamente.

Haight (1967), apud por Plackett (1974) ressalta que a distribuicdo de Poisson é
derivada a partir de principios tedricos elementares, com um minimo de pressuposicdes,
qm particular, pode ser obtida como limite das distribuigées binomial ou hipergeométrica.
| Suponha que Y1,Y3,..Y, (Tabela 4.2) sao conceitualmente representativos de sub-
piopulagées infinitas 1,2,.., s, respectivamente no sentido de eqilivaléncia com uma amostra
aleatéria estratificada. Considere ainda que Y7, 15,..Y, sdo mutuamente independentes
com distribui¢do de Poisson (x;) para todo ¢ = 1.2, .., s.

Entdo o vetor aleatério Y = (Y].Y5,..Y;) tem distribuicao produto de Poisson com
vetor de parametros p = (g1, fta,..its). A fungao de probabilidade de Y é

S 6‘“1/‘[

A
= Y

Y
[

PYi=y.Ya=vyy . . Ys=y) =

Cbm y' e {07 1,27 "’} € /11 E (07 OC) pal'a tOdO 2 = 1./2’”"3.

O vetor de esperangas e a matriz de covariancias de Y sao:

¥ Ha
13 %)

E(Y)=E = (4.14)
Y, s
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[ 0 0 |
0w 0
Vy(u)=D, = .
| 0 0 fs |

da populagdo sob risco, drea geografica, volume, etc). Definimos

1 L

1
/\:D&lyz 0 Ny T 0 #2 = ’%22.
-0 0 1\1/_3_ s 1:_;

(4.15)

Seja N = (Ny, N,,..N,) um vetor conhecido de medidas de exposi¢do (tempo, tamanho

(4.16)

o vetor de parametros de razdo onde A\; = yu;/N; é a esperanca do nimero de eventos

contados em Y; por unidade de N; e representa uma taxa de ocorréncia.

Um estimador consistente e nao viciado de A é

AL

o

N 1
Y5
.’\4'2

—
N,

Y B

‘,Vl /V]

. o3 4
EN)=ED{Y)=E| ™ [=] ¥ [ =2

Y. o

N N
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| Vi(r) = Var(DF'Y) = D [Vy (0))(DF') = D§' D, DY

(4.17)

(4.13)

(4.19)



Um estimador consistente de V() é obtido substituindo-se u por Y em (4.19). Esse

estimador serd denotado por Vj:

V; = DE'DyDy! = (4.20)
- ;
¥ 0 0
0% 0
[0 0

Segundo Plackett (1974), o estimadores nao viciados Y; de yu; satisfazem

(1) V(Yoo i) = N (0. 1)

@uando y; — 00, para todo ¢ = 1,2, ...s. Entao o vetor Y = (17, Y3, ..Y}) satisfaz

(D) Y2(Y - p) 2 N(0.1). (4.21)

De (4.16) e (4.17), a expressiao acima pode ser reescrita como

(Dn)V2(Dy)"V2( - 3) 2 N,(0,1). (4.22)

quando g = DND) cresce através de aumentos homogéneos nas unidades de exposigao
Ny, Ny, ., .

De (4.22), ) tem distribuicio aproximada normal multivariada com

E(}) =) (4.23)

e matriz de covariancias



a0 0
-1 -1 0 1%27 - 0
EA) =DOn) " (DyDN)~"=| = | (4.24)
L0 0 --- 1_:,? ]

quando os g; sdo suficientenente grandes.
Geralmente, quando a dados sdo modelados pela distribuigdo de Poisson, o interesse
€ explicar a variabilidade entre componentes da esperancga assintética de fungoes do vetor

de parametros de razio

Fi(})

. Fo(X
F(i) = 2(A)
Fu(Y)

EA[F(})] = X53. (4.25)

onde X é uma matriz u X p de constantes conhecidas de posto p , 3 € o vetor de parametros
desconhecidos do modelo e F(.) deve ser tal que as condigdes (i) e (ii) em 3.3.1 sejam
satisfeitas.

A funcdo de resposta geralmente utilizada é

[F(})] = In(A)

Segundo Koch et al (1984), quando todos os y; sao moderadamente grandes (> 10),
os p; sao considerados grandes o suficiente para permitir aproximar tais modelos por
suas correspondentes expansdes em séries de Taylor lineares. De um modo geral, quando

F(.) possui derivadas parciais continuas até ordem dois,
i

1
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F(}) = F(D{'y)

ode ser aproximada por sua expansido em série de Taylor linear em torno de y como

F(D'y)) = F(DR'e) + H(x - y) (4.26)

j—ésima coordenada de A (i=1,2,..,uej=12..p)

\
1‘
1
|
dee H é uma matriz u X p cujo elemento (i, j) é a derivada parcial de Fj(A) com respeito
% De (4.21) e (4.26), F(})] tem distribuicio assintética normal multivariada com

|

EA[F()] = F(}) (4.27)

¢ matriz de covariancias

Var s [F(A)] = £(p) = H(p)[V(p)]H (1) (4.

Do
(o5}
~—

= H(x)[DY'D, D' |H (1)

onde E5(.) e Vary(.) denotam e esperanga e matriz de covariancias assintdticas de
F(:\), respectivamente, no sentido de expressoes limite quando os y; crescem através de
aumentos homogéneos nas unidades de exposicao N;.

Substituindo u por seu estimador consistente Y em (4.28) obtém-se um estimador

consistente da matriz de covaridncias assintdtica de F(A) que serd denotado por

¥(Y) = H(Y)[D'DyDF JH(Y). (4.29)

Se F(.) é tal que H(Y) tem posto linha completo, a matriz de covariancias obtida em
(4.29) é nao singular, e portanto, o método de quadrados minimos ponderados pode ser

usado na estimagao de parametros do modelo descrito em (4.25).
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apitulo 5

xemplos.

o

.1 Exemplo 1. Associagao entre peso do fruto e es-

I _.AAﬂ;Mk#-‘,_

curecimento interno em abacaxi Smooth Cayenne.

Q problema objeto de andlise nesse exemplo baseou-se num experimento descrito em
Botrel & Carvalho (1983). Um dos objetivos desse experimento era avaliar a associacio
entre peso do fruto e escurecimento interno em abacaxi Smooth Cayenne, quando os
frutos eram submetidos a diferentes condi¢ées de armazemamento (tratamentos). Os

tratamentos consistiam de:

1. Avaliagao dos frutos apds 7 dias de armazenamento sem refrigeragao a uma tem-

peratura de 25°C (SR);

2. Avaliagao dos frutos apds 15 dias de armazenamento com refrigeragao em camara

climatica a 5°C e 7 dias em condigdes ambientais (CR).

A avaliacao consistia em seccionar longitudinalmente os frutos e mensurar a variavel
resposta percentagem da drea da segdo longitudinal afetada pelo escurecimento. Foram
utilizados no experimento 480 frutos, classificados de acordo com as categorias de peso
especificadas na Tabela 5.1.

Nesse experimento o grau de escurecimento interno foi mensurado através de uma
vhriével resposta continua. A escolha da escala de mensuracio da variavel resposta de-

pende do objetivo do experimento e de sua praticabilidade. Em muitas situacoes, a

-
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Categoria | gramas
C1 1800 - 2300
C2 1500 - 1799
C3 1300 - 1499
C4 1100 - 1299
C5 900 - 1099
C6 700 - 899

|
1
{ Tabela 5.1: Categorias de peso em abacaxi Smooth Cayenne.
|
|
$valia.g5,0 em escalas de mensuragao inferiores permite atingir os objetivos do experi-
{tnento. O grau de escurecimento poderia entdo ser avaliado de acordo com os seguintes
‘;
éscalas de mensuracao:

1. Variavel resposta nominal dicotémica: observa-se apenas a presenca ou auséncia de

escurecimento interno;

2. Variavel resposta ordinal politdmica: os frutos sao classificados visualmente em

muito afetados, pouco afetados e ndo afetados pelo escurecimento interno.

3. Variavel resposta intervalar :os frutos sao classificados em intervalos com base na

percentagem de area afetada pelo escurecimento.

Os dados aqui utilizados considerando essas escalas de mensuragao sao ficticios, e
consequentemente, os resultados de sua analise ndo tém nenhuma validade do ponto de
vista agrondmico. Sua utilizagdo visa mostrar a aplicagio do método GSK no estudo de
l.jlm problema de interresse na drea de conhecimento subjacente.

Com o objetivo de enfatizar a importancia da estruturagao dos dados na sua mode-
lagem probabilistica esse exemplo sera analisado considerando duas possfveis estruturas
para os dados. Essas estruturas correspondem a dois diferentes modos de estratificagao,

definidas pelos niveis (ou combinagdo dos niveis dos fatores) e sdo descritas a seguir:

1. Estrutura I: Subpopulagées definidas pelos niveis do tratamento. Os 480 frutos sio

separados em dois grupos de 240 e os tratamentos (SR e CR) sao alocados aleatori-
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amente a cada grupo. Apds a alocagao dos tratamentos, os frutos sao classificados
em categorias de peso. Observe que nesse caso o niimero de frutos em cada categoria

de peso nao é fixo.

2. Estrutura II: Subpopulagées definidas pelas combinagées pesox tratamento. S3o es-
colhidos 80 frutos de cada uma das seis categorias de peso . Os tratamentos (SR e

CR) sao entdo aleatorizados dentro de cada categoria de peso.

Na estrutura I, os dados serdao analisados considerando apenas a escala de mensuragao
1. Na estrutura II a analise serd feita supondo as escalas de mensuragio 1 e 2, com
0 objetivo de exemplificar as modelagens pelas distribuigées binomial e multinomial,

respectivamente

5.1.1 Analise dos dados considerando a estrutura I.

Na estrutura I, os frutos observados em cada grupo sio conceitualinente representa-
tivos de subpopulagées infinitas (correspondentes a cada tratamento) no sentido de
equiivaléncia com uma amostra aleatdria estratificada.As tendéncias de cada fruto para
apresentar a r-ésima categoria de resposta (categoria de peso x grau de escurecimento
interno) sdo consideradas mutuamente independentes e as probabilidades de cada fruto
apresentar a resposta peso ¢ e grau de escurecimento k sao supostas iguais dentro de cada
subpopulacéo.

Na avaliagdo dos frutos observa-se, além da variavel resposta (presenga ou auséncia

de escurecimento), a covariavel peso discretizada em seis categorias (Tabela 5.1).

Estrutura I e varidvel resposta dicotémica.

Na Tabela 5.2 sdo apresentados os dados resultantes da classificacdo cruzada dos frutos

de acordo com o grau de escurecimento (com e sem escurecimento) e categoria de peso
(C1, C2,...,C6) em cada tratamento (SR e CR).

Cada linha da Tabela 5.2 corresponde a observagoes do vetor aleatdrio
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Cl1 107 C3 C4 Cs Co
Subpopulagio S N S N S N S N S N S N
SR 10 30 15 25 8 32 6 34 4 36 5 35
CR 18 22 19 21 11 29 9 31 9 31 7 33

|
gabela 5.2: Numero de frutos com e sem escurecimento interno em cada tratamento (SR

CR) e categoria de peso (Cl1, C2,...,C6).

|
I
|
I
|

i Y; =(Yi, Yie, Yior, Yoo, oo Yok o Yier, Yie2)
|
|
(#nde Yk é o numero de frutos na j-ésima categoria de peso (j = 1,2, ...,6) com a resposta
1
-ési trat to(z =1,2). N S ) 0 de subpopulagoes é i ]

no :-ésimo tratamento (2 ,2). Nesse caso, o namero de subpopulagies é igual ao
!
numero de tratamentos (s = 2) e as categorias de resposta resultam do cruzamento dos
o e . . 2 . .,
] = 6 niveis da covariavel peso com os k = 2 niveis variavel resposta (r = 12).

Considera-se que Yj tem distribuigdo multinomial com funcao de probabilidade

6

2
- n 13
P(Yia1 =y, .., Yie2 = y162) = = T , IT I =5
H_;:I Hk:l Yijk- J1=1k=1

onde n; = 240 é o tamanho da amostra em cada subpopulagao, y;;1é o valor observado
de Yi;r e 7, denota a probabilidade de que umn fruto selecionado aleatoriamente na
subpopulacdo correspondente ao tratamento 7 seja classificada na categoria de resposta
jk. Observe que Z?zl Y Yk =Ty € Z?:l S te) 7 = 1 para todo .

Dessa forma o vetor aleatdrio combinado

Y
Y2

Y =

é modelado pela distribuigao produto de multinomiais com fungao de probabilidade

6

2
P(Yi1 = ya, -, Yas2 = Y362) H T H Tf,';'.k (5.1)

)= 11_[}. p Ykt j=1k=1



O vetor de proporgdes amostrais

e distribuigdes de Y.

S-S W

E(Pm)
E(pi12)

#Jsperanga e covariancia de p. De (4.4) e (4.5), o vetor de esperangas de p é
c
|
|

E(pis2)
E(P'zn)
E(par2)

E(pas2)

e sua matriz de covariancias, uma matriz bloco diagonal 24 x 24

Vp(“’) =

onde

com y;jk, n; € m;;, conforme definidos anteriormente.

pP= (P111,P112,-~-P161, P211, P212, -+ P261)

7262

um estimador consistente e nao viciado do vetor de parametros = que indexa a familia



(1 — mi1) — i1 712 ... —TaiTis?
—TimnTie T2l = ®2) . . . —TiaTe
1
Vi =—
n;
L —TinTiel —Ti127i62 .. Tie-Tie2) |

Observa-se que cada bloco é a matriz de covaridncias do subvetor de proporgdes

dmostrais correspondente a populagao ¢

Pi = (pi11. pi12,-... Pi62)-

Como as subpopulacoes sdo independentes, a covariancia entre dois elementos quais-
quer de p pertencentes a subpopulagdes diferentes é zero.
Substituindo-se = por p em (3.2) e (3.3) obtém-se estimadores da esperanga e matriz

de covariancias assintética de p.

Escolha da fungao de resposta. Para investigar a associagio entre peso e escureci-

mento interno podem ser formuladas as seguintes hipdteses cientificas:

1. Existe associagdo entre peso e escurecimento interno quando os frutos sao armazena-

dos sem refrigeragao (tratamento 1);

2. Existe associagao entre peso e escurecimento interno quando os frutos sao armazena-

dos com refrigeragao (tratamento 2):
3. A natureza da associagao é igual nos dois tratamentos.

As hipdteses cientificas acima definidas serao representadas por hipdteses estatisti-
cas, isto é, restricbes que o vetor de parametros m deve satisfazer. Se o interesse do
pesquisador € investigar a existéncia de uma associagao multiplicativa, os conjuntos de

|
restrigdes sobre m para as hipéSteses cientificas 1 e 2 podem ser representados como
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¥ie T T
Hlp: =212 ~8 (5.4)

T2 T122 T162
€
: Ta11 7221 T261
H2: 2 = =.. =22 (5.5)
Ta12 222 T262

espectivamente. A auséncia de associagdo multiplicativa entre peso e escurecimento

L

nterno significa, portanto, que que a razio entre a proporgao de frutos com e sem es-

—

curecimento em cada categoria de peso é constante. Observe que numa hipdtese de ndo
assoctagao multiplicativa sao comparadas razoes entre probabilidades. enquanto numa
hipétese de nao associagio aditiva sao consideradas diferengas (Forthofer & Lehnen
(1981)).

A hipétese de homogeneidade da associagdo definida em 3 tem a seguinte repre-

sentagao:

T 7212 7121 7222 161 7262 .
H3g : X = X =..=—X . (5.6)

T112 7211 7122 221 T162 7261

Hly,H2y e H3y, do modo que foram representadas acima, nao constituem hipoteses
lineares sobre 7 e dessa forma nao podem ser testadas pela estatistica de Wald.

Entao, a funcdo F(.) deve ser definida de modo que as hipéteses de interesse do estudo
(H1lo, H2y e H3p) possam ser reescritas com restrigoes lineares sobre F(x). Além disso,
F(.) , deve satisfazer as condicoes (i) e (ii) descritas na segao 3.3.1.

Definimos entdo F(p) como

F:IR* — IR"



com

Fiy ln(f,ﬁ%)

F12 11‘1(5%)

Fie n(EeL)

Flp) =| “|=| > |= (5.7)

Fa (22

Fy ln(gﬁi)

Fa lﬂ(%ﬁ%)
lﬂ(Pul) - ln(Pln)

In(py21) - 1“(1’122)

In(pye1) — In(p162)

onde cada F;; é o logaritmo natural da razdo entre a proporcao de frutos com e sem

escurecimento no tratamento ¢ e categoria de peso j.

Distribuigido assintética de F(p). Para calcular a distribuicao assintética de F(p)
e conseqilentemente sua esperanga e matriz de covariancias assintoticas sera usado o
método delta multivariado.

De (4.10) , o vetor de propor¢des amostrais p é uma estatistica que satisfaz

Va(p = 7) B Nay(0, Bp(r)) (5.8)

onde n é o numero de frutos utilizados em cada tratamento (n; = n; = n) e Lp(n) é a

matriz de covariancias assintética de p,
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3p(r) =nVp(r)

¢com Vp(x) definida em (5.3).

Sejam H =g—g e G =-3—2§§ matrizes cujos elementos (k,!) sdo as derivadas de ordem

1 e 2 , repectivamente, da k—ésima componente de F = (F1(p), Fi2(P), ..., F2s(P)) =

(F1, F2, ..., F, ..., F13), com repeito ao [—ésimo elemento de p =(p111, Pr12.-P162: P211s P2125 -+ P262)

(P1,P2, .-, P24). Assim, g% é uma matriz bloco diagonal 12 x 24

D, 0
0 D,
énde Dj, parat = 1,2 é da forma:
dpar Jpaz Ipie2
D;. A M2 Ipiz |
SF 9Fe ) Py
L Ipi1 Ipae Spie2 J
(L =L o g 0o 0 0 0 0O O 0 0
P11 P12
1 -1
0 0 o 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0o L = 0 0 0 0 0 0
— P31 P21l (59)
0 0 0 0 0 0 1L =L 0 0 0
P41 P142
0 0 0 0 0 0 0 0 L+ =L 9 0
Pis1 P1s2
0 0 0 0 o0 0 6o 0 o0 o0 <+ =
L P161 P162 <

De modo semelhante, a matriz G de derivadas parciais de segunda ordem, é expressa

por
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G C, 0
0 ¢,
onde Cj, parat =1,2 é:
52, 9Py, p’es
C; = 5;7“ e 5?“ - (5.10)
<9F25 aF? aF?
L O 55?:? ggj--‘
e 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Piar P
0 0 ;%—1- -0 0 0 0 0 0 0 0
21 Pize
o o 0 0 %= 4+ 0 0 o0 0 0 O
— p|31 p132
0 0 0 0 0 0 =+ F 0 0 0 0
Pl Prez
0 0 0 0o 0 0 O = 4= 0 0
151 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 U Z S

De (5.9) e (5.10) observa-se que F(p) possui derivadas con tinuas até ordem 2 para todo
p € (0,1)%, e consequentemente numa regiio contendo . Satisfeita essa propriedade,
F(p) pode ser expandida segundo (3.6).

Por (4.7) e (4.6) e aplicando o teorema que resume o método delta multivariado, a

distribuigio assintdtica de F(p) é dada por

VAlE(p) — F(7)] 2 N[0, H(7)Sp(r)H(7)']. (5.11)

ou seja, para n grande, F(p) tem distribuigdo aproximada normal multivariada com
esperanga F(r) e matriz de covaridncias n"*H(r)Ep(7)H(r)". Para obter um estimador

consistente da matriz de covaridncias assintdtica de F(p),

Brp)(7) = H(r)Ep(x)H(r) | (5.12)



substituimos 7 por p em (5.12).

Definigdo do modelo.

A parametrizagdo que define o modelo linear geral a ser postulado foi escolhida de modo
que as hipdteses de interesse possam ser escritas como restri¢coes lineares sobre esses
parametros e além disso, a matriz do modelo correspondente a essa parametrizagio tenha
posto completo.

Observe que cada coordenada corresponde ao logaritmo natural da razio entre a
propor¢ao de frutos com e sem escurecimento em cada tratamento e categoria de peso.

Se postularmos o modelo identidade

EAlF(p)] = X3 (5.13)

?nde X é uma matriz identidade 12 x 12, as componentes do vetor de parametros
5 = (B11, P12, .... J25. 336) coincidem com as componentes de F(7) , sob o modelo. Dessa
forma, os parametros 3;; (: = 1,2 e j = 1,..,6) correspondem ao logari't.imo natural da
proporcao de frutos com e sem escurecimento na categoria de peso j, quando submetidos
ao tratamento (: = 1,2e 7 =1,..,6) e as hipoteses definidas em (5.4).(3.5) e (5.6) podem
ser postuladas como restrigdes lineares sobre 3.

O conjunto de restri¢des nio lineares sobre 7 representado em H 1y pode ser reescrito

T 7121 7181
Hlo:ln(——>=ln(——— =..=1In
T112 T122 7162

que corresponde aos seguintes contrastes linearmente independentes:

como
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ﬂll —61’2 =0

P11 —Biz=0

Bii—Ba=0".

B —Bis =0

Bii—bie =0
Sua representacdo matricial é

Hly:C18=0

onde C; é uma matriz 5 x 12 de posto-linha completo da seguinte forma

(1 -1 0 0 0 0 0 - 00
1 0 -1 0 0 0 0 0 0
Ci={1 0 0 -1 0 0 O 00
1 0 0 0 -1 0 0 00
(10 0 0 0 -10 0 0

De modo semelhante H2y pode ser reescrita como

Hly : Ce8 =0
Qnde ) .
00 01 -1 0 0 0 O
00 601 0 -1 0 0 O
Ce={00 01 0 0 -1 0 O
0 0 01 0 0 0 -1 0
-0 0 01 0 0 0 0 -1

e H3p como



H3p:C38=0

&nde
|
(1 10 0 0 0 -1 1000 0]
1 0 -1 0 0 0 -1010°00
C;=|1 0 0 -1 0 0 -1 00100
1 0 0 0 -1 0 —-100010
1 0 0 0 0 -1 -10000 1|
Analise dos resultados.

@s valores observados da fungido de resposta e seus respectivos erros padrao sao apre-
sentados na Tabela 5.3. No modelo definido em (5.13) (modelo identidade saturado) as

estimativas dos parametros correspondem aos valores observados da fungdo, pois

Es(F) =13 = 3.

Dessa forma, o valor estimado de cada parametro, corresponde ao logaritmo natural
da razdo entre as proporgoes de frutos com e sem escurecimento para cada tratamento e
categoria de peso. Os valores negativos em todas as estimativas (Tabela 5.3) indicam que
a proporcao de frutos com escurecimento foi sempre inferior a propor¢ao sem escureci-
mento.

A anélise dos contrastes correspondentes as hipoteses H 1y, H25 e H3y (Tabela 5.4) in-
dica a existéncia de associagao entre peso do fruto e escurectmento interno nos tratamen-
tos sem refrigeracdo (p = 0,0446) e com refrigeragdo (p = 0,0076). Nao houve evidéncia
suficiente para rejeitar a hipétese de homogeneidade da associagao (p = 0,8932), isto
é, a natureza da associa¢io multiplicativa ente peso e escurecimento interno é a mesma

quando os frutos sdo armazenados com e sem refrigeragao.
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FUNCAO ESTIMATIVA ERRO PADRAO

SRC1 -1,2368 0,3786
SRC2 -0,4700 0,3291
SRC3 -1,4171 0,3941
SRC4 -1,6740 0,4449
SRC5 -2,2246 0,5263
SRC6 -1,7636 0,4419
CRC1 -0.2007 0.3178
CRC2 -0,0488 0.3124
CRC3 -1.0647 0,3667
CRC4 -1,1631 0,3623
CRC5 -1,3545 0,3965
CRC6 -1,5198 0,4172

Tabela 5.3: Valores observados da funcio de resposta em cada tratamento e categoria de
peso com seus respectivos erros padrao.

CONTRASTE G.L. QUI-QUADRADO PROB
PESO X ESC EM SR 5 11,37 0.0446
PESO X ESCEMCR 5 15,76 0,0076
HOMOGENEIDADE 5 1,67 0.8932

Tabela 5.4: Contrastes correspondentes as hipdteses Hly, H2y e H3q com respectivos
graus de liberdade, valores observados das estatisticas de teste e valores de p associados.
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5.1.2 Anadlise dos dados considerando a estrutura II.

Na estrutura II, a estratificacdo por peso é feita a priori e as combinagdes das categorias
de peso (C1,...,C6) com os tratamentos (SR e C R) correspondem a s subpopulagées (s =
12). Nesse caso, as categorias de resposta coincidem com o nimero de niveis da variavel
resposta . Os dados serdo analisados supondo resposta dicotomica (com escurecimento e
sem escurecimento) e resposta ordinal politémica (niveis de escurecimento alto, baizo e
nulo).

Os frutos avaliados nesse experimento sao considerados conceitualmente representa-
Fivos de subpopulagées infinitas no sentido de equivaléncia com uma amostra aleatéria
l‘sstratiﬁca.da. onde os estratos correspondem cada grupo (categoria de peso X tratamento).

As tendéncias de cada fruto para apresentar a resposta h sdo consideradas mutua-

mente independentes.Além disso a probabilidade de um fruto selecionado ao acaso apre-

sentar a resposta k é contante dentro da mesma subpopulacio.

Estrutura II e varidvel resposta dicotomica.

Yi; é modelado pela distribui¢ao binomial com parametros n = 120 e 7;,. A fungao de

probabilidade de Y;; é

Yij
(%vnde n = 40 é o tamanho da amostra em cada subpopulacgdo. y,;é o valor observado de Y;;
¢ 7,;; denota a probabilidade de que um fruto selecionado aleatoriamente na subpopulagao
correspondente 3 categoria de peso i e tratamento j apresente escurecimento interno.
Os resultados observados para cada subpopulagao sao apresentados numa tabela de
contingéncia 12 x 2 (Tabela 5.5). Esses dados correspondem a observa¢oes do vetor

aleatério

Y = (Yi1, Yi2, Va1, Yoz, ., Yau, Yea).

Y11, Y2, Yo1, Yoo, oo, Yo, Yoo sdo varidveis aleatorias independentes com Y;;” B(n, m;;),



SUBPOPULACAO S N
C1 SR 10 30
C1 CR 18 22
C2 SR 15 25
C2 CR 19 21
C3 SR 8 32
C3 CR 11 29
C4 SR 6 34
C4 CR 9 31
C5 SR 4 36
C5 CR 9 3l
C6 SR 5 33
C6 CR 7 33

’tabela 5.5: Nimero de frutos com (S) e sem (N) escurecimento interno em cada categoria

qie peso (C1, C2, ... , C6) e tratamento (SR, CR).

liogo Y tem distribui¢do produto de binomiais com fungao de probabilidade

) . n e
P(Yn =y, Yo =ye) = [[ I ( )7"?]”(1 — 7)Y

i=1 j:l yl]
com n, y;;, € 7;; conforme definidos anteriormente.
Um estimador consistente e ndo viciado de 7 = (x};. 7y3..... Tg2) € 0 vetor de pro-

porgoes amostrais  p =(p11,P12, -+, P62)-

Esperanga e covariancia de p.

De (4.4) e (4.5), o vetor de esperangas e a matriz de covaridncias de p sao

E(pn) 1
E(pr12) 712
E(p) = : =1
E(pe1) Ts1
E(ps2) 62
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respectivamente.

-

Escolha da funcido de resposta.

7‘11(1 - 7f11) 0

0 7r12(1 - 712)

pu(l — pi1) 0
0 pia(l = pua)

F62(1—7T62) J

Vp(r), denotado por Vo, é obtido substituindo-se & por p em (3.14):

psr(l — pe2) J

(5.14)

As componentes de p sao linearmente independentes. Assim, Vp(r) é uma matriz

12 x 12 positiva definida e portanto de posto completo. Um estimador consistente de

Suponha que seja de interesse testar a hipdtese

de auséncia de interagdio multiplicativa entre peso e tratamento. Tal hipdtese pode ser

representada por

Hlo'

T11 l—m2 7y

1 — 7y

1—77'11

T12 l —7mn w22

Define-se entdo F(p) de modo que H1y possa ser representada por um conjunto de
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|
+>estri(;6es lineares sobre 7. Seja

1
w
iorn
|

F :IR* — R"M

Fi In({B-)
Fi, In(22-)
Fy In({%2-)
Fao | =| In(z)
Fs In(£=)
Fs2 In({222-)

onde cada Fj; é o logaritmo natural da razao entre a proporgao de frutos com e sem

escurecimento na categoria de peso : e tratamento J.

A hipétese definida em H1y pode entdo ser reescrita como

Hlg: Fiy(m)=Fio(m) =Fou(m)—F(r) = ... =Fg(7) = Falr).

Sua representacao matricial é

Hly: CiF(r) =0

(5.17)



onde

1 -1 =11 0 000 00 0 0]

1 -1 0 0-110 0 00 00
Ci={1-1 00 0 0-11 0 0 00
1 -1 0 0 0 0 0 011 00

(1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 —1 1

bistribuigio assintética de F(p). Para calcular a distribuicdo assintética de F(p)
1
¢ conseqilentemente sua esperanga e matriz de covariancias assintdticas serd usado o

#étodo delta multivariado.

De (4.10),
Vilp = 1) B Nu(0, Sp(r)) (5.18)
onde n é tamanho da amostra em cada subpopulagdo (n;; =n;;=...=ng =n)e
Yp(m) =nVp(7) (5.19)

com Vp(m) definida em (3.14).

Sejam H =£ e G =g§—p matrizes cujos elementos (k,!) sao as derivadas de ordem
1 e 2, repectivamente, da k—ésima componente de F = (Fy,(p), Fi2(p). .... Fea(pP)) =
(F1, Fa, ..., Fy, ..., F12), com respeito ao [—ésimo elemento de p =(p11. p12- ---. Ps2) = (P1, P2+ ey P12)-

Assim, H é uma matriz diagonal 12 x 12 da forma:

[ oFy, oFy, 5F1; |
dp11 9p12 Ope2
arF]Z QFP dF
H_ op11 Op12 Jpe2 —
3Fs, OFgo éZFﬁo
L 3p11  9p12 Ipea
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—_1
r1ua(1-pn1)

0

0
0

por

[ _1 1
;fl- + (1-p11)?
0 ~1
P
0
0
L

0

1

0
0

p11{1-p11)

1
{1-p12)?

<D

1

pri(l=pi1y)

0

=1

0

1
pii(l=p11) |

. 0

pi, {1-pe1)?

0

- +

Pea (1‘P62)2 J

1

(5.20)

De modo semelhante, a matriz G de derivadas parciais de segunda ordem € expressa

De (5.20) e (5.21) observa-se que F(p) possui derivadas continuas até ordem 2 para

todo p € (0,1)'%, e conseqlientemente numa regiao contendo w. Satisfeita essa pro-

priedade, por (4.6), F(p) tem a seguinte expansao quando p — =

F(p) = F(r) + H(p — 7) + o(||(p = 7)I|)

(5.22)

Por (5.18) e (5.22), (4.7) vale. Entao a distribuicdo assintética de F(p) é dada por

Va[F(p) — F(x)] B Np[0,H(r) o (7)H(x)]

(5.23)

ou seja, para n grande, F(p) tem distribuicio aproximada normal multivariada com
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efinigao do modelo.

Zpp)(r) = H(m)Zp(r)H(rx)

substituimos 7 por p em (5.24).

roposto o modelo de efeitos principais com interagio

onde

X1

L

e as componentes do vetor de parametros tém a seguinte interpretagao:

Do :média geral;

1
1

o O O O O o o

0
-1
-1

o O O o o

0
-1
-1

o O O O

—

o O o O

-1
-1

Ea(F)=X15
0 0 1
0 0 -1
0 0 1
0 0 -1
0 0 1
0 0 -1
1 0 1
1 0 -1
0 1 1
0 1 -1

-1 -1 1
-1 -1 =1

|
— —

o O O O o o o o

O O O O O o o o

—

esperanca F(7) e matriz de covariancias n~ H(r)Ep(7)H(x)'com (7)) definida em

(5.19).Para obter um estimador consistente da matriz de covariancias assintdtica de F(p),

(5.24)

Para explicar a variabilidade entre as componentes de F(r) foi

—t

B1 a Bs :efeitos diferenciais das categorias de peso C1 a C3, respectivamente;

| B¢ :efeito diferencial do tratamento SR;
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SUBPOPULACAO FUNCAO ERRO PADRAO
Cl SR -1,0986 0.3651
Cl CR -0,2008 0.3178
C2 SR -1,3363 0.3953
C2 CR -0,9694 0.3541
C3 SR -2.1972 0.5270
C3 CR -1,2368 0.3786
C4 SR -0,5108 0.3266
C4 CR -0,1001 0.3166
C5 SR -1,7346 0.4428
| C5 CR -1,2368 0.3736
| C6 SR -1,9459 0.4781
C6 CR -1,5506 0.4161

Tabela 5.6: Logitos observados e seus respectivos erros padriao para cada categoria de

ﬁeso (C1, C2, ..., C6) e tratamento (SR, CR).

Br a Ph; :efeitos das interagbes das categorias de peso C1 a C5 com o

tratamento SR, respectivamente.

Andlise dos resultados. Os valores dos logitos observados e seus respectivos erros-
padrao sao apresentados na Tabela 5.6. O qui-quadrado correspondente a fonte de
variagdo interagdo peso X tratamento na tabela de andlise de varidncia (Tabela 5.7)
do modelo (5.25) (Qc = 1,11) equivale & estatistica do teste da hipétese de auséncia
de interagdo definida em (5.15). Nao havendo evidéncia para rejeigdo dessa hipotese

(p = 0,9531), foi proposto o modelo de efeitos principais

EA(F) = X253 (5.26)

onde X corresponde as sete primeiras colunas do modelo anterior e 82 equivale a (1
excluindo-se as componentes relativas as interagoes.

O ajuste do modelo (5.25) é dado pelo qui-quadrado do residuo (Qy = 1, 11) na tabela
db analise de variancia do modelo de efeitos principais (Tabela 5.8). Observe que esse

|
valor é igual ao valor observado da estatistica do teste da hipdtese de nao interagao. O
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|
|
i FONTE G.L. QUI-QUADRADO PROB

INTERCEPTO 1 106,47  0,0000
PESO 5 24,99  0.0001
TRATAMENTO 1 6,30  0.0091
PESO x TRATAMENTO 5 1,11 0.9531
RESIDUO 0

Tabela 5.7: Andlise de variancia do modelo de efeitos principais com interagao.

FONTE G.L. QUI-QUADRADO PROB
J INTERCEPTO 1 106,47  0,0000
PESO 5 24,99 0.0001
TRATAMENTO 1 6,30 0.0091
RESIDUO 5 1,11 0.9531

| Tabela 5.8: Analise de varidncia do modelo de efeitos principais.

1

|

e%feito diferencial do tratamento sem refrigeragio (SR) foi estatisticamente significativo

(p = 0,0091). Na Tabela 5.9 sdo apresentadas as estimativas de quadrados minimos

ponderados dos pardmetros do modelo (5.26) e seus respectivos erros-padrao.
Observa-se que os efeitos diferenciais das categorias de peso 2 e 5 (Jze J5) sao es-

tatisticamente nulos. Dessa forma, pode ser ajustado um novo modelo retirando-se os

parametros e fse as correspondentes colunas na matriz Xa:

Ea(F) = X333 (5.27)

A interpretagio das componentes do vetor de parametros 33 =(30. 31, 3. 34, Bs) €
a mesma descrita no modelo de efeitos principais com interagao.

A analise de variancia do modelo (5.27), as estimativas dos parametros e os valores
preditos da funcao de resposta sdo apresentados nas tabelas 5.10, 5.11 e 5.12, respecti-
vamente.

~ O valor de p = 0,9096 (Tabela 5.10) correspondente a estatistica Qy do modelo (5.27)

i
|
i
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PARAMETRO ESTIMATIVA ERRO PADRAO QUI-QUADRADO PROB

Bo -1,1726 0,1136 106,60  0,0000
B 0,5443 0,2257 582  0,0159
B2 -0,0146 0,2429 0,00 0,9519
B3 -0,4850 0,2757 3,00 0,0786
B4 0,3644 0,2174 13,81  0,0001
Bs -0,3201 0,2605 1,51  0,2191
Bs -0,2939 0,1105 7,07 0,0078

Tabela 5.9: Estimativas de quadrados minimos ponderados dos parametros do modelo
de efeitos principais e seus respectivos erros padrio, estatisticas dos testes qui-quadrado
e valores de p associados.

FONTE G.L. QUI-QUADRADO PROB
\MODELO 1 29.32  0.0000
RESIDUO 7 272 0.9096

Tabela 5.10: Analise de varidncia do modelo reduzido.

}PARAMETRO ESTIMATIVA ERRO PADRAO QUI-QUADRADO PROB

Bo -1,1681 0,1134 106,08  0,0000
B2 0,4796 0,2174 4,87 0,0274
Bs -0,5886 0,2571 524 0.0220
B4 0,8057 0,2104 1466  0.0001
Be -0,2942 0,1105 7,08  0,0078

Tabela 5.11: Estimativas de quadrados minimos ponderados dos parametros do modelo
reduzido e seus respectivos erros padrao, estatisticas dos testes qui-quadrado e valores
de p associados.
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SUBPOPULAGCAO FUNCAO ERRO PADRAO

C1 SR -0,9827 0.2635
C1 CR -0,3944 0.2511
| C2 SR -1,4623 0.1694
C2 CR -0,8740 0.1465
C3 SR -2,0509 0.3250
C3 CR -1,4626 0.3009
C4 SR -0,6565 0.2481
C4 CR -0,0682 0.2456
C5 SR -1,4623 0.1694
C5 CR -0,8740 0.1465
C6 SR -2,1590 0.3214
C6 CR -1,5707 0.3118

Tabela 5.12: Logitos estimados pelo modelo reduzido e seus respectivos erros padrao.

indica bom ajuste. Os valores negativos dos logitos estimados (Tabela 12) indicam que o

numero de frutos sem escurecimento é inferior ao numero de {rutos com escurecimento em

todas as subpopulagoes (a razao entre as proporgoes de frutos com e sem escurecimento

é menor que um).

Estrutura II e varidvel resposta ordinal politémica.

Nesse caso temos as mesmas subpopula¢ées da segio anterior e um maior namero de
categorias de resposta (r = 3), correspondentes aos graus de escurecimento interno alto
(A),baixo (B) e nulo (N). Na Tabela 5.10 sio apresentados os dados resultantes da
classificacdo dos frutos nessas categorias, em cada tratamento (SR e CR).

Cada linha da tabela 5.13 corresponde a observagdes do vetor aleatorio

Y;; =(Yi1, Y2, Yijs)

onde Y;j; é o nimero de frutos na i-ésima categoria de peso (z = 1.2.....6) e j-ésimo

tratamento (5 = 1,2) com o grau de escurecimento k (k =1,2,3).



SUBPOPULACAO A M B
C1SR 4 6 30
| C1 CR 8§ 10 22
C2 SR T 8 25
C2 CR 9 10 21
C3 SR 3 5 32
C3 CR 5 6 29
C4 SR 3 3 34
| C4 CR 4 5 3l
| C5 SR 1 3 36
C5 CR 4 5 31
C6 SR 2 3 33
i C6 CR 4 3 33

1
i"abela 5.13: Numero de frutos com grau de escurecimento interno alto (A), médio (M)
e baixo (B)em cada categoria de peso (C1, C2, ... , C6) e tratamento (SR, CR).

Dessa forma o vetor aleatorio combinado

IS

v - i

Ye2
é modelado pela distribuigao produto de multinomiais com [ungao de probabilidade

3

P(Yi1 = Y111y ooy Yo23 = Yo23) = H H 'ﬁ?ﬁ‘:‘]‘f, AHI Wzy;ik (5.25)
k=195 k=

=1 =1

onde y;;x € o valor observado de Yjji, n;, o tamanho de amostra em cada subpopulagao
e ik a probabilidade de um fruto selecionado aleatoriamente na subpopulagao ¢; apre-
sentar o grau de escurecimento k. Observe que ¥, Y5, yijx = nyj € S 3_ mijk = lpara
todo 7.

Seja



T = (77111, 112y F113---, 6215 F622, F623)

o vetor de parametros que indexa a distribuigdo de Y.

O vetor 36 x 1 de proporg¢des amostrais

P = (p111, Pr12: P113---» P21, Po22, P623)

|
|
é um estimador consistente e nao viciado de r .
\
I

Esperanga e covariancia de p. De (4.4) e (4.5), a esperanca de p é

E(pin) T
E(pi2) 112
E(p) = =
E(pe22) 622
E(peas) 7623

e sua matriz de covariancias € uma matriz bloco diagonal 36 x 36 da forma

(Ve 0 o 0 0
0 Vi - 0 0
Vp(7)= (5.29)
0 0 Voo 0
00 0 Vi |
onde
Wijl(l - Wijl) —Tij1Tij2 —Ti;1%453
Vi = ni” —mijiTije Tigp(l — wije) = TWijamigs (5.30)
— 17053 —MieTiz mia(l — mija)

corresponde a matriz de covariancia do subvetor de p correspondente a subpopulagao )

~1
-1



|
‘T 0 é uma matriz 3 x 3 de zeros.
1

Fscolha da fungao de resposta. Suponha que o objetivo da pesquisa seja avaliar o
efeito dos tratamentos (SR e CR) sobre a percentagem média de area da segio longitudinal
Eo fruto afetada pelo escurecimento interno, em diferentes categorias de peso, mas, por
*'notivos de ordem pratica , a avaliagdo do grau de escurecimento dos frutos foi apenas
isual, com posterior classificacdo nas categorias A, B e N (a area afetada em cada fruto
do foi mensurada). A variavel peso do fruto (discretizada em seis categorias) foi usada
{‘:omo co-fator.

‘ - . -~ ) . ’
. Deseja-se definir uma fungdo de resposta que represente a percentagem média de area

aa, secdo longitudinal afetada pelo escurecimento em cada combinagido tratamento X
categoria de peso (subpopulagao). Sejam os valores 0,75 , 0,25 e 0 que buscam representar
a percentagem de area afetada em cada fruto classificado como A, B e N. respectivamente

. Assim, a expressio

0, 75)’,]1 + 0, 25),]2 + 0. 00};]3

n;

= 0, 751),‘}‘1 + 0, 25])03

denominada escore médio representa a resposta de interesse.

Definimos entdo a fungdo de resposta

F:IR® — IR

¢omo

-1
[0s]



onde A é uma matriz bloco diagonal 12 x 36

(A, 0 - 0 0 |
0 Ay - 0 0
A=
0 0 A 0
00 - 0 Ae |

com Aj,3 x 1

bara todo:=1,2,....,6 e5=1,2.

Obtém-se , entdo

Fi1(p) 0,75p111 + 0.25p112

Fl?(p) 03 75]7121 -+ 0. 25])]22

Fy(p) 0, 75p211 + 0.25p:1, .
F(p) = _ = _ (5.31)

Fea(p) 0, 75pe11 + 0. 25pe12

Fsa(p) 0, 75pea1 + 0, 23622

onde Fj;(p) representa o escore médio para a categoria de peso 7 e tratamento j.

Distribuigdo assintética de F(p). Para calcular a distribuicao assintdtica de F(p)
e conseqlientemente sua esperanga e matriz de covaridncias assintdticas serd usado o
método delta multivariado.

De (4.10), o vetor de proporgdes amostrais p satisfaz

Va(p - ) B Nyg(0, Ep(r)) (5.32)

onde n = nj; = ... = ng é o tamanho de amostra em cada subpopulagio e
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Sp(r) =nVp(x). (5.33)

Vp(7) estd definida em (5.29).

. 2 . . - .
Sejam H =‘3‘% e =§-Q—§ matrizes cujos elementos (k,[) sdo as derivadas de ordem

1 e 2 , repectivamente, da k—ésima componente de F = (Fy,(p), Fi2(p), -, FeaP)) =

F\, Fy, ..., Fy, ..., F3), com repeito ao [—ésimo elemento de p = (p111. p112. -+« P262....,P263) =

D1, P2, -+ P36). Assim, H é uma matriz bloco diagonal 12 x 36

Dy 0 0 o0 |
0 Dy, 0 0
JoF
H="= 5.34
7p (5.34)
0 0 Ds 0
0 0 0 D |

onde Dj;, parat=1.2ej=1,2,..6 é da forma

aF? 5F2 aF2
oF?  oFz  GF}

Dij = ap':))l 3p?]2 ap?]3 = Aij
€
O°F z 2=
G ""az—p =0 (3 33)

onde 0 é uma matriz de zeros 12 x 36.

 De (5.34) e (5.35), observa-se que F(p) possui derivadas continuas até ordem 2 para

todo p € (0,1)%, e conseqlientemente numa regido contendo . Satisfeita essa pro-

priedade, por (4.6), F(p) tem a seguinte expansao quando p — 7
F(p) =F(r) + H'(p — 7)+o(||(p — 7)) (5.36)
Por (5.32) e(5.36) vale o teorema que resume o método delta multivariado. Entao, de
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(4.7) a distribuigéo assintética de F(p) é dada por

Va[F(p) = F(m)] B Ny(0, AZp(7)A"). (5.37)

O

ynde I p(7) é a matriz de covariancias assintética de p definida em (5.33).

A propriedade de normalidade assintética de F(p) significa que quando os tamanhos

e amostra em cada subpopulacio (n;;) sdo grandes, F(p) tem distribuigao aproximada

ormal multivariada com
|
|
|

E[F(p)] ~ F(r) = At (5.38)

matriz de covariancias

S « » U

Var[F(p)] 2n AT, (7)A’ =

=n"tA(nVp(r))A' = AVp(r)A’ (5.39)

Nesse caso, onde F é uma transformagéao linear a esperanca e matriz de covariancias

de F(p) sdo exatas, apenas a distribuicdo é aproximada, pois

E(F(p)) = E(Ap) = AE(p) = Ar

Var(F(p)) = Var(Ap) = AVpA/,

sdo idénticas as expressdes (5.38) e (5.39).

Denotamos a matriz de covariancias assintdtica de F(p) por

EF(p)(Tf) = AEP(F)A/. (540)

S1



Substituindo 7= por p em (5.40) obtém-se um estimador consistente da matriz de co-
variancias assintética de F(p), necessdria para aplicagdo do método de quadrados minimos

ponderados.

Testes de hipdteses lineares sobre F(#). Hipdteses lineares de interesse podem ser
testadas diretamente sobre F(r) sem necessidade de postulagdo de um modelo. Alterna-

tivamente pode-se postular o modelo saturado

EA[F(p)] = X161 (5.41)

onde X é uma matriz identidade 12 x 12 e as componentes do vetor de parametros

1 correspondem as componentes de E4[F(p)] = F(r), isto é

0, 75p111 + 0, 23112 K1
‘ 0, 73p121 + 0,25p122 K12
0, 75 +0,25p16 (16
51 =F(7r)=A7r= el P62 _ e (542)
0, 75p211 + 0, 25p21, 2
0, 75pa21 + 0,25p499 L2
0, T3p2s1 + 0, 23p262 Las

Suponha que seja de interesse do pesquisador testar as seguintes hipdteses cientificas:

1. Os efeitos dos tratamentos sobre o grau de escurecimento interno sao iguais em

todas as categorias de peso (hipdtese de ndo interagao aditiva entre tratamento e

peso);

2. Nio existe efeito de tratamento sobre o grau de escurecimento interno.

Correpondente a hipétese cientifica descrita em (1.) pode ser postulada uma hipétese

oo
o



estatistica representada pelo conjunto de restricoes lineares

Hlg :pny — p12 = por = paz = ... = ey — figz-

que o vetor de escores médios deve satisfazer. Sua representacio matricial é

Hl;: Ciu=0
onde
1 -1 0 0 0 0 -110000 ]
1 06 -1 0 0 0 -1 01 000
Ci={1 0 0 -1 0 0 —-100100
1 0 0 0 -1 0 -1 00O0OT1TO
1 0 0 0 0 -1 -1 00O0CO01

Dessa forma, H1g pode ser reescrita como um conjunto de restrigées lineares sobre o

vetor de parametros, isto é

HlolCLg:O

Nao havendo evidéncia para rejeitar a hipdtese de auséncia de interacao aditiva,
os tratamentos serdo comparados considerando as categorias como replicacoes. caso

contrario, a comparagao sera feita dentro de cada categoria de peso.

Analise dos resultados. Os escores médios observados e seus respectivos erros padrao
sao apresentados na Tabela 5.14. Conforme mostrado em (5.42), as componentes do
vetor de pardmetros do modelo (5.41) coincidem com esses escores. Como trata-se de
uxﬁ modelo saturado, F pertence ao espago coluna de X, e consequentemente, o valor
da estatistica de Wald para o teste de ajuste desse modelo é zero (Tabela 5.15).

‘O valor observado da estatistica de teste para a hipdtese de auséncia de interagio
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SUBPOPULACAO FUNCAO ERRO PADRAO

CI SR 0.5000 0.0306
C1 CR 0.6188 0.0234
C2 SR 0.4875 0.0292
C2 CR 0.5750 0.0237
C3 SR 0.4688 0.0237
C3 CR 0.5375 0.0237
C4 SR 0.5375 0.0313
C4 CR 0.6313 0.0234
C5 SR 0.4875 0.0264
C5 CR 0.5000 0.0293
| C6 SR 0.4938 0.0242
| C6 CR 0.5375 0.0208

abela 5.14: Escores médios observados e seus respectivos erros padrao para cada cate-

oria de peso (C1, C2, ... , C6) e tratamento (SR, CR).

|
i

FONTE G.L. QUI-QUADRADO PROB
INTERCEPTO 1 5034.23  0.0000
PESO 5 19.03  0.0019
TRATAMENTO 1 2127 0.0000
PESO X TRAT 5 198 04177
RESIDUO 0 0.00

Tabela 5.15: Andlise de variancia dos escores médios correspondente ao modelo de efeitos
principais com interagao.



Q

ditiva definida em H1o, (Qc1 = 1,14) nao constitui evidéncia suficiente para rejeita-la

p = 0,9502) (Tabela 5.15).

~~

Foi entao proposto o modelo de efeitos principais

EA(F) = X208, (5.43)
onde
1 1 0 0 0 o0 1 |
I 1 0 0 0 0 -1
1 0 1 0 0 0 1
10 1 0 0 0 -1
1 0 0 1 0 0 1
S R
10 0 0 1 0 |1
10 0 0 1 0 -1
1 0 0 0 0 1 1
1 0 0 0 0 1 -1
I =1 =1 -1 -1 =1 1
1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 |

e as componentes de B2 tém a seguinte interpretagao:

Bo :média geral;

B a Bs :efeitos diferenciais das categorias de peso C1 a C5, respectivamente.

(s :efeito diferencial do tratamento SR.

A analise de varidncia do modelo (5.43) é apresentada na Tabela 5.16. O valor da
estatitica de Wald para avaliacio do ajuste do modelo é igual ao valor da estatistica do
teste da hipétese de ndo interagio (Qw = Q¢ = 1,14). O efeito de tratamento sobre o
escore médio foi estatisticamente significativo (p = 0.0085). As estimativas de quadrados

minimos ponderados dos parametros do modelo de efeitos principais sao apresentadas na
|
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FONTE G.L. QUI-QUADRADO PROB

INTERCEPTO 124,86 0,0000
| PESO 19,16  0.0018
| TRATAMENTO 6,93  0.0035

RESIDUO 1,14 0,9502

principais.

Tabela 5.16: Analise de varidncia dos escores médios correspondente ao modelo de efeitos

PARAMETRO ESTIMATIVA ERRO PADRAO QUI-QUADRADO PROB
Bo 0.1186 0,0106 124,86  0.0000
B 0,0388 0,0254 233 0.1266
Ba -0,0082 0,0230 0.13  0.7200
B3 -0.0305 0,0182 336 0.0036
B4 0.0878 0,0233 7,67 0,0019
Bs -0.0266 0,0222 9.61 0.2321
Be -0,0269 0,0102 6,93  0,0085

Tabela 5.17: Estimativas de quadrados minimos ponderados dos parametros do modelo
de efeitos principais e seus respectivos erros padrao.

Tabela 5.17. Nessa tabela, observa-se que o parametros 3, e 35 (efeitos diferenciais das
categoria de peso 2 e 5, respectivamente) devem ser retirados do modelo e ajustado um
modelo reduzido.

Seja o modelo

Ea(F) = X33 (5.44)

onde X3 foi obtida retirando-se a terceira e quinta colunas de X3 e as componentes
do vetor de paradmetros B3 =(80, 51,03, 54, 8s) tém a mesma interpretagao que a do
modelo anterior. A andlise de variancia do modelo definido em (5.44). estimativas dos

parametros e escores médios estimados para cada subpopulagido sio apresentados nas

tabelas 5.18, 5.19 e 5.20.
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FONTE G.L. QUI-QUADRADO PROB
MODELO 4 27,28 0,0000
RESIDUO 7 2,92 0,8924

?‘abela 5.18: Analise de varidncia dos escores médios correspondente ao modelo reduzido.
!

PARAMETRO ESTIMATIVA ERRO PADRAO

QUI-QUADRADO PROB
Bo 0,1177 0,0106 123.56  0.0000
e 0,0281 0,0238 1,39 0.2332
B3 -0,0546 0,0179 9.32  0.0023
B4 0,0739 0,0259 8,13 0.0043
Bs -0,0261 0,0102 6.56  0.0104

Tabela 5.19: Estimativas de quadrados minimos ponderados dos parametros do mudelo

reduzido e seus respectivos erros padrao.
1

SUBPOPULACAO FUNCAO ERRO PADRAO

Cl SR
Cl CR
C2 SR
C2 CR
C3 SR
C3 CR
C4 SR
C4 CR
C5 SR
C5 CR
C6 SR
C6 CR

0.1197
0.1719
0.0916
0.1438
0.0370
0.0892
0.1653
0.2177
0.0916
0.1438
0.0424
0.0964

0.0306
0.0234
0.0292
0.0237
0.0237
0.0237
0.0313
0.0234
0.0264
0.0293
0.0242
0.0208

Tabela 5.20: Escores médios estimados no modelo reduzido e seus respectivos erros

padrao.

|
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g A estatistica de Wald indica bom ajuste global (Qw = 0,8924) (Tabela 5.18). Novo
#modelo poderia ser ajustado retirando-se o parametro 3.

l

5.2 Exemplo 2. Comparagao de testes de vigor para

predizer emergéncia em sorgo.

#\Iesse exemplo sdo analisados dados sobre testes de vigor em sementes de sorgo (Sorghum

oy

bicolor), obtidos por Petrini et al (1988). O objetivo desse experimento era avaliar a

o —

ficiéncia de testes de vigor para predizer a percentagem de emergéncia das sementes.

s testes foram aplicados em amostras de seis cultivares de sorgo granifero. Foram

o

c#bservados, para cada cultivar, os resultados dos testes de emergéncia , germinagao,
t]ietra.zélio, imersao em cloreto de amonia e testes de envelhecimento precoce das sementes.
d‘)s testes de envelhecimento, foram realizados combinando dois niveis de temperatura
(h? e 45°C') e quatro niveis de tempo (48,72,96,e 120h). Para cada teste foi selecionada
qima amostra de 200 sementes, conceitualmente representativa de uma amostra aleatéria
c#)rrespondente a subpopulagao definida pela cultivar ¢ e teste 7. (1 = 1.2,....6 e j =
1,2,..,12).

Nesse exemplo busca-se apenas mostrar a utilizagio do método de quadrados minimos
ponderados quando a funcdo de resposta de interesse nao se enquadra nos casos descritos
pbr Grizzle et al (1969) e Forthofer & Koch (1973). A comparacao do método de analise
dos dados utilizado em Petrini et al (1933) e 0 método de analise aqui proposto nao sera
objeto dessa dissertagao.

Na aplicagio do método estatistico proposto foram usados os dados dos testes de
emergéncia (testemunha) e de trés testes alternativos ( germinagao, tetrazolio e imersao
em cloreto de amoénia), em trés cultivares (Contigrao 621, Agroceres 1011 e Pioneer
B-815).

. O objetivo do experimento é comparar a eficiéncia dos testes, portanto é necessario

definir alguma forma de mensura-la. A idéia é usar uma fungao das observagoes que rep-

oo
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Cultivar T Germinacao TZVigor Imersao

| Contigrao 621 80 89 33 84
! Agroceres 1011 67 SO 72 70
| Pioneer 8311 58 74 64 65
1

abela 5.21: Resultados dos testes de emergéncia e envelhecimento precoce (EP) em trés
ultivares de sorgo granifero.

|
];
esente a proximidade entre o resultado obtido pelo teste de emergéncia (proporgao de
ementes que emergiram apds a germinagao) e o obtido por cada um dos testes alterna-
tgivos. Nos testes de germingao e imersao em cloreto de amonia observa-se a percentagem
|
de sementes germinadas, enquanto no tetrazélio observa-se a percentagem de sementes
¢om embrido uniformemente colorido e extremidades do escutelo nao coloridas. Por sim-
plicidade, o resultado em todos os métodos alternativos sera referido como percentagem
de germinagao.
A funcdo de interesse, nesse caso, pode ser arranjada como um vetor (9 x 1) ,
F = (F ..., Flqy ..., F3..., F3y), onde cada componente representa a eficiéncia do teste
alternativo 7 na cultivar 7, paraz=1,2,3 e 7 =2, 3,4.

Geralmente, para explicar a variabilidade entre as componentes da fungao F, busca-se

ajustar um modelo linear usualmente expresso por

onde X é uma matriz 9 x ¢ de constantes conhecidas de posto ¢ , 3 um vetor ¢ x lde
parametros desconhecidos do modelo e F4(.) denota a esperanga assintética de F, isto é,
quando o nimero de observagdes usadas para o célculo das Fj; é grande.

A estrutura dos dados objeto de analise nesse trabalho pode ser resumida na Tabela

5.20.

Outra forma de representar esses dados é através do vetor Y = (Y11, ..., Y14, ..., Y31, ..., Ya4),

onde Y;; é o nimero de sementes da cultivar ¢ que germinaram ou emergiram quando
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IFubmetidas ao tratamento (método) j.

‘] As varidveis indicadoras de sucesso em cada semente sao consideradas mutuamente
Fndependentes e a probabilidades de sucesso (germinar ou emergir) sao supostas iguais,
hentro da mesma subpopulagdo. Sejam X, e X, variaveis indicadoras de sucesso nas [ e
%n-ésima sementes (pertencentes & mesma subpopulagao), repectivamente (/ = 1, ...,200).
Ent&o a probabilidade de a [-ésima semente apresentar a resposta k£, dado que a m-ésima
%emente apresentou a resposta k, nao depende da distribuicao de X, para todo m # [,
isto é:

P(Xi =k | X = ko) = P(X; = k).

Seja Y;; o nimero de sucessos que na cultivar 7 e tratamento j . Entdo

onde X;;,, é o indicador de sucesso da m-ésima semente na subpopulagao /j (i = 1,23 e
f =1,2,...,4). Assim, Y;; é modelado pela distribui¢do binomial com parametros n = 200
e m;;, onde m;; representa a probabilidade de uma semente da cultivar ¢ germinar quando
submetida ao tratamento j. Como cada y;; provém de amostras independentes, o vetor
aleatorio Y tem distribuigao produto de binomiais cuja fungao de probabilidade conjunta

é:
3 4
- o Y -y =
PYu=ynYi2=yi2, -, Yas = ysa) = H H m, (L= my) o (5.46)
onde 7;; € (0,1) para todo i=1,2,3 e j=1.2.... 4.
O vetor de proporgoes amostrais de sucessos (sementes germinadas ou plantulas que

emergiram, dependendo do método) p = (p11,..., P1acees P31y oo, P34)s0nde p;;, = %lé um

estimador consistente (Teorema B1) e nao viciado de .
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5.2.1 Esperanca e covariancia de p-

p vetor de esperangas e a matriz de covariancias de p sdo expressos por:
| Pu1 %L T
4 w .
Epy=E| " |=£| ™ |=| ™" (5.47)
P34 ‘%‘;‘ T34
€
- -
71'11(1 - 7r11) 0 0
0 T2l = 712) 0
1 .
Vp(7r) = - (3.46)
n
L 0 0 Ce . T34(1-7T34)

Substituindo 7;; por p;; em [5.47] e [5.43] obtemos estimadores da esperanga e matriz
de covariancias de 7, respectivamente. As componentes da matriz de covariancias de
P ,denotada por V(x), sao fungdes continuas de 7. assim Vp(p) = Vp. é também um

estimador consistente de V(7).

5.2.2 Escolha da funcao de resposta.

A funcdo F do vetor de proporgdes amostrais p deve ser tal que suas componentes sejam
uma representagao matematica da idéia de eficiéncia do método alternativo j na cultivar
(0 =1,2,3ej = 2,3,4). Segundo Koch et al (1984), para aplicagio do método de
quadrados minimos ponderados na estimacio de parametros do modelo descrito em [5.45],
€ necessario dispor de um estimador consistente da matriz de covariancias assintdtica de
F. Além disso, a fungdo F deve ser definida de modo que sua matriz de covaridncias seja

néo singular.
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O método geralmente utilizado para obter a distribuigao assintdtica de F e con-
seq{ientemente sua matriz de covariancias assintdtica , é o método delta multivariado.
Para aplicagdo desse método F deve ser expressa como fungao de uma estatistica assin-
toticamente normal e satisfazer as condigoes (i) e (ii) descritas no Apéndice B.

De (4.10), o estimador p de # na distribuigao produto de binomiais satisfaz
1

Va(p — 1) DN (0, Bp(r)) (5.49)

|
onq%le n € o tamanho de amostra em cada subpopulagao (n;; = n para qualquerz e j) e
Zq(w) é a matriz de covaridncias assintdtica de p.

'Dado o vetor de proporgoes amostrais P = (Pig« .., Pid- P2is c-s D24 P31+ -+, P3a)s defini-
m@s distdncia relativa (d;;) entre o método alternativo j (j = 2,3,4) e o método teste-
mﬁmha (j = 1) na cultivar 1 como a razao entre a diferenga dos resultados obtidos nos
dois métodos (percentagens de emergéncia e germinagao, repectivamente) e o resultado

obtido no método testemunha, isto é:

Entdo, o vetor de distancias d(p) constituido pelas componentes di;(p) é um vetor

9 x lda seguinte forma:

dia(p) e
Clls(P) Eu,,im*
d(p) = =
ds3(p) BaL=E
d34(p) Bal=Pu

31

Como a idéia de eficiéncia estd relacionada com a distancia entre os resultados, nao



mportando se o método subestima ou superestima a percentagem de emergéncia, F deve

ser uma fungdo par de d, isto é

para todo d €/R°.

A fungio que representa a eficiéncia deve ser decrescente com d, pois quanto maior

# distancia relativa entre os métodos, menos eficiente ele sera. Assim, F poderia ser
|

(#eﬁnida. como

Fi(d) = 1-d|

onde 1 é um vetor 9 x 1 de 1s.

Nesse caso, o método delta ndo pode ser aplicado para calculo da distribuicao assintotica
de F, pois F(.) nao é diferenciavel em d = O (a condigao i nao é satisfeita ). Entre outras
alternativas , as fungdes

Fo(d)= 1-d2

F3(d) = exp(-5(d?))

sao funcles pares e decrescentes de d.

F3 apresenta a vantagem de suas componentes estarem restritas ao intervalo (0,1), o
que é desejavel numa medida de eficiéncia. Espera-se, pela natureza do problema que os
valores das componentes de F concentrem-se entre 0 e 0.30. E de interesse. portanto,que
a derivada primeira de fungido que representa a eficiéncia assuma valores préximos da
unidade nessa regiao, o que significa que iguais variagoes em d correspondem a iguais
variagoes em F. Graficamente, isso equivale ao paralelismo dessa func¢do e F;. Na figura

1, observa-se que F3 tem melhor comportamento que F2 com relagdo a esse aspecto.
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|
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0.9} F2
o8
0.7k Fi
F3
0.6F
o 5 i 1 i 1 ) 1 1
-0.4 -0,3 -0,2 -0,1 0 0.1 0.2 0.3 0.4
Distancia

Figura 1. Representacao grafica das fungées de resposta F1,F2 e F3.

A escolha da fungao ideal para representar eficiéncia nao serd objeto dessa analise.
Para tanto, seria de fundamental importancia, a participacao do pesquisador da area de
conhecimento subjacente. Nesse exemplo busca-se apenas mostrar o uso do método de
quadrados minimos ponderados quando a funcao de interesse nao se enquadra nos casos
anteriormente abordados (fungbes lineares e fungdes logaritimicas).

A funcdo do vetor de proporgées amostrais que busca representar a eficiencia dos

métodos alternativos sera entao definida como

F:R?— R
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( Fi(p) P -_5 (a“,;iﬂ") J

2

j; Fi3(p) exp L—5( oy ) ]
F(p) = = - o

Fu(p) exp | -5 (25722)

Fa(p) exp [5 (&dzf;&i)z]

onde cada Fj; representa a eficiéncia do método j na cultivar i.

A verificagdo das condigdes i) e ii) para a fungao definida em [5.50] sera feita quando

da aplicagdo do método delta para calculo de distribui¢des assintdticas.

5.2.3 Distribuicao assintética de F(p).

Para calcular a distribuigio assintdtica de F(p) e conseqiientemente sua esperanga e

matriz de covariancias assintéticas sera usado o método delta multivariado descrito no

Apéndice B.

. 52 . . - .
Sejam H =%§ e G =% matrizes 9 X 12 cujos elementos (k.1) sao as derivadas de or-

dem 1 e 2, repectivamente, da k—ésima componente de F' = ( Fi4(p), Fi3(p). .-, F34(P))

(Fy, Fa, ..., Fy, ..., Fy), com respeito ao [—ésimo elemento de p = (p11.pi2. ... P31,....P34) =

(p1,p2, -, P12)- Assim, % é uma matriz bloco diagonal

D; 0 O
oF
=5 = 0 Dg 0
Jp
0 0 Dj

onde Dj, para i = 1,2,3 é da forma:
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i aF F i oF» 3F;»

“ dpn iz dpis Ipis

i

|

| D._ 3F a o) I 9F ;2 3F,3 551

| =1 8pn dpiz dpis Apis ( )

| IF 4 aF;y oF 4 8F

3‘ L 9pn B 9p3 9pis |
|
onde .
—P;i2
| P g (eazza) (14 2) ) e k=
\‘ 3piy 10 P 1 T Dit € » S€ L J
|
| 0, sek#y
e
(’)F.‘ o _5(&:_&.2) . .
-3—-’-=—10(' D’)(—-—L)e Pu sek=1e =1
Pkl Py P
0, c.c
De modo semelhante, a matriz de derivadas parciais de segunda ordem, d;g——g, é ex-
pressa por

G, 0
JF
G :5— = G?
P
0 Gy
onde Gj, para 1 =1,2,3 é:
M aFfo QF?, za_F?, oF2, ]
o) h, G 9Py
-:F? ':F2 3F2 3F2 - -
G; = ‘J R BN 12 2 5.52
: W WL, WL ok 5:52)
9F? JF? aF2, aF?

De [5.51] e [5.52] observa-se que F(p) possui derivadas continuas até ordem 2 para todo

p € (0,1)*, e consequentemente numa regido contendo w. Satisfeita essa propriedade
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F(p) tem a seguinte expansio quando p — 7:

F(p)=F(r)+H'(p — )+ o(]|(p — 7)) (5.53)

Por [5.49] e[5.53] e aplicando o teorema que resume o método delta multivariado, a

#istribuigéo assintdtica de F(p) é dada por
|

Va[F(p) — F(r)] 5 N2(0, HE(m)H)

ou seja, para n grande, F(p) tem distribuicio aproximada normal multivariada com

esperanga F(r) e matriz de covaridncias n"'HE,(7)H', onde

Tp(x) =n"'V, = ' ' - ' (5.54)

0 0 . 7?'34(]_7"34)

5.2.4 Analise dos resultados.

A primeira hipotese de interesse a ser investigada é a auséncia de interacao aditiva entre
cultivar e metodo. Se ndo houver evidéncia para rejeicao dessa hipdtese, os métodos
alternativos podem ser comparados, de um modo global, considerando a eficiéncia média
de cada método nas trés cultivares; caso contrario, os métodos devem ser comparados
dentro de cada cultivar.

Para investigacao da variabilidade entre as componentes da funcao F(.) definida em

[3.50] e posterior teste de hipdteses de interesse, foi proposto o modelo
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EAlF(p)] = X161 (5.55)
onde
| i ]
| 1 1 0 1 0 0 0 0 o0
1 1 0 0 1 0 0 0 O
1 1 0 -1 -1 0 0 0 O
1 0 1 0 0 1 0 0 0
Xs=f1 0 1 0 0 O 1 O O
1 0 1 0 0 -1 -1 0 0
1 -1 -1 0 0 0 0 1 o0
1 -1 -1 0 0 0 0 0 1
1 -1 -1 0 0 0 0 -1 —1]|
€
Bo
5
By=1|""
By

cujas componentes tém a seguinte interpretagao:
Bo: eficiéncia média;
Bi: efeito diferencial da cultivar C1;
B,: efeito diferencial da cultivar C2;
Bs: efeito diferencial do método germinagdo dentro da cultivar Cl;
Ba4: efeito diferencial do método TZvigor dentro da cultivar Cl;
Bs: efeito diferencial do método germina¢do dentro da cultivar C2:
Be: efeito diferencial do método TZvigor dentro da cultivar C2;

Br: efeito diferencial do método germinag¢do dentro da cultivar C3;
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Bs: efeito diferencial do método TZvigor dentro da cultivar C3.

Os efeitos diferenciais do método imersdo dentro de cada cultivar sao tais que a soma
dos efeitos diferenciais dentro de uma mesma cultivar seja zero.

Essa parametrizagao foi escolhida de modo que os f3!s sdo facilmente interpretaveis
e |as hipoteses de interese podem ser expressas através de um conjunto de restrigoes
lineares sobre o vetor B1. Além disso, a base X correspondente a essa parametrizagao,

tem posto-coluna completo.

| A hipétese de ndo associagio aditiva entre cultivar e método foi postulada através

dos seguintes contrastes lineares

B3—PBs=0
HE)I) : ,‘33 - /37 =0
34 - 56 =0
L 54 - 58 =0
Sua representagao matricial é
HY :Cip =0 (5.56)
onde Cj é uma matriz 4 x 8§ de posto 4,
r q
0010 -1 0 0 0
0010 0 0-1 0
C, =
0001 0-1 0 0
(0001 0 0 0 -1

O valor da estatisttica Qc, foi 3,88 com um valor p correspondente de 0.4227(Tabela
5.22). Nao existindo evidéncia suficiente contra a hipdtese definida em (5.56). postulou-se

o seguinte modelo reduzido

EA(F(p)] = X202 (5.57)
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1 1 0 1 0]
1 1 0 0 1
1 1 0 -1 -1
1 0 1 1 0
Xe=|1 0 1 0 1
1 0 1 -1 -1
1 -1 =1 1 0
1 -1 =1 0 1
1 -1 -1 -1 -1 |

- -

onde Sy, 5y € 3; tém a mesma interpretacao que no modelo anterior, 33 e 3, representam
os efeitos diferenciais dos métodos germinacao e TZvigor, respectivamente. Observe que
o efeito diferencial do método imersao é igual a —(F3 + 54). A analise de variancia do
modelo definido em [5.57] é apresentada na Tabela 5.23. O valor da estatistica do ajuste
do modelo corresponde ao qui-quadrado do residuo (Qy = 3,30), na Tabela 5.23. O
valor p correspondente (p = 0.3097) nao constitui evidéncia suficiente para rejeigao da

hipétese representada pelo modelo [3.57].
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FONTE G.L. QUI-QUADRADO PROB
INTERCEPTO 1 2339 0,0000
CULTIVAR 2 3,91  0.1414
METODO 2 10,40 0.0055
CULT X METODO 4 3.30  0.5097

| RESIDUO 0 0.00

Tabela 5.22: Anélise de varidncia da eficiéncia dos métodos alternativos no modelo sat-
|
urado.

FONTE G.L. QUI-QUADRADO PROB
INTERCEPTO 1 23.89 00,0000
CULTIVAR 2 391 0.1414
METODO 2 10,40 0.0055
RESIDUO 4 3,30 0.5097

Tabela 5.23: Analise de variancia da eficiéncia dos métodos alternativos no modelo de
efeitos principals.

5.3 Exemplo 3. Efeito do substrato no enraiza-
mento de alporques de urucuzeiro.

Os dados objeto de analise nesse exemplo foram obtidos de Silva et al (1993). Foi realizado
um experimento com o objetivo de avaliar o efeito de diferentes substratos no enraiza-
mento de alporques de urucuzeiro (Biza orellana L.). As alporquias foram realizadas em
quatorze plantas. Em cada planta foram realizados sete alporques (correspondentes aos

sete tratamentos). Os tratamentos (substratos) consistiam de:
1. Areia vermelha (A);
2. Barro (B);
3. P6 de madeira (P);

4. 1/2A+1/2B;
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TRATAMENTO | N° DE RAIZES
AREIA 119
BARRO 84
1/2A+1/2B 33

Tabela 5.24: Niimero total de raizes por tratamento doze semanas apés a alporquia.

5. 1/2A+1/2P;
6. 1/2B+1/2P;

7. 1/3A+1/3B+1/3P.

Apés doze semanas de realizagdo das alporquias foram observados os uiimeros de
raizes em cada alporque.

Na analise dos dados utilizamos apenas os dados correspondentes aos tratamentos 1.
2 e 4. Os nimeros totais de raizes observados nos catorze alporques em cada tratamento
sdo apresentados na Tabela 5.24.

Considera-se que o numeros de raizes em cada tratatamento sio conceitualmente
representativos de subpopulagdes infinitas no sentido de equivaléncia com uma amostra
aleatéria estratificada.

Supde-se que as raizes "nascem ” segundo um processo de Poisson ndo homogéneo no

tempo, isto é:
1. Os nascimentos ocorrem sozinhos, e nao simultaneamente:

2. Os nimeros de raizes que nascem em intervalos de tempo disjuntos sao indepen-

dentes;

3. A probabilidade do nascimento de k raizes no intervalo de tempo (s. s +t) depende

de t.



| ’
| Como o tempo total de acompanhamento é fixo (12 semanas), o niimero total de raizes
que nascem em cada tratamento (Y;), nesse periodo, pode ser modelado pela distribuigao

de Poisson. Assim a fungdo de probabilidade de Y; é
|
|
1 e k¥
| P(Y; =y) = —++

| ve

c%m y:i € {0,1,2,...} e p € (0,00) para todo 7 =1, 2,3.

| -

Considerando as subpopulagdes independentes, o vetor aleatorio Y = (Y}, Y3, Y;) tem
o

tribui¢do produto de Poisson cuja funcdo de probabilidade é

(_-—m L

H
y.!

P(}/l = yl’}"? = y?v}?} = y3) = H
1=1

5.3.1 Esperanca e covariidncia de Y.

De [4.12] e [4.13], o vetor de esperangas e a matriz de covariincias de Y sao

fy
E(Y)=1 u, (5.58)
K3
e
gy 00
Vy()=D.=| 0 p 0 |. (5.59)
0 0 pus
respectivamente.

Substituindo g por y em [5.59] obtém-se um estimador consistente da matriz de

covariancias assintdtica de Y.
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5.3.2 Escolha da fungao de resposta

O interesse do estudo é explicar a variabilidade entre os niimeros de raizes por alporque

esperados para cada tratamento. Nesse caso, o interesse é modelar a taxa de raizes por

lporque denotada por

Q

ﬁ; 0 0 g 00 g0 0
A=(Dn)"'D.=| 0 L 0 0 m O |=|0 2 0
0 0 ﬁ ] 0 0 w3 0 0 &£

De [4.15], um estimador consistente de A é

50 0
A=(DN)"Dy=|0 2 0
0 0 -

—

Nesse caso a funcdo de resposta cuja esperanga assintdtica deseja-se modelar é a

fungio identidade, isto é,

F(A) = A

De [4.18], um estimador consistente da matriz de covariancias assintdtica de A é

V; = (Dn)"'Dy(Dn)7! =

t:"
= o
o

I
[en]

I
(o]

o
[
©
:}:—A
)
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5.3.3 Definicao do modelo e formulagao de hipéteses.

\
Suponha que seja de interesse testar a hipitese de que o nimero médio de raizes no

ratamento 1/2A+1/2B é a media aritimética do ntiimero médio de raizes nos tratamentos

41\ e B. Essa hipdtese pode ser representada por
\

At A
—

4

H102A3=

Se postularmos o modelo identidade saturado

Er(}) = X3 (5.60)

onde X é uma matriz identidade 3x3, as componentes do vetor de parametros 3 correspondem

as componentes de A e Hy pode ser reescrita como

B1+ 8
Hlg: fy = =5—.
Sua representagao matricial é
Hlo : C]_B =0
onde
Ci=|-1/2 -1/2 1

Outras hipdteses podem ser postuladas para investigar se a substituigio de metade
do substrato areta por barro ou vice-versa, afeta o enraizameunto dos alporques. Essas

hipéteses podem ser representadas pelas restrigdes lineares

H2y: By = B3
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TRATAMENTO NO DE RAIZES/ALPORQUE ERRO PADRAO

AREIA 8,5000 0,2082
BARRO 6,0000 0,1750
1/2A+1/2B 5,9300 0,1162

Ta.bela, 5.25: Nimero de raizes por alporque em cada tratamento doze semanas apos a
#lporquia.
i

H3g : By = B,

respectivamente. Sua representagao matricial é

H203C23
onde
Cq =[ 1 0 -1 }
e
H30 . C3»’3
onde

Cl=[0 1 —1].

5.3.4 Analise dos resultados.

Os numeros médios de raizes por alporque observados em cada tratamento e seus respec-

tivos erro padrao sdo apresentados na Tabela 5.25.

L)
-

A anélise dos contrastes (Tabela 5.26) indica que o nimero de raizes no tratamento
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CONTRASTE G.L. QUI-QUADRADO PROB

MEDIA ARITMETICA 1 35,82 0,0000
SUBS. 1/2A POR 1/2B 1 89,82 0,0000
SUBS. 1/2B POR 1/2A 1 0,08 07722

Tabela 5.26: Graus de liberdade, valores observados das estatisticas de teste e valores de
p associados para os contrastes definidos em Hlo, H29 e H3¢..

com substrato misto (1/2A+1/2B) nao correponde & média de A e B (p < 0.001); o

nimero de raizes diminui quando metade do substrato areia é substituida por barro
(p < 0.001) e ndo se altera quando metade do substrato barro é substituida por areia
(p=0,7722).

Nao havendo evidéncia suficiente para rejeitar a hipotese de igualdade entre os numeros
esperados de raizes por alporque nos tratamentos B e 1/2A+1/2B, propde-se um modelo
reduzido objetivando explicar a variabilidade entre as componentes de A. Esse modelo
incorpora ao modelo anterior (5.60) a restricdo sobre A correspondente a hipdtese H 3.

Postula-se entao o modelo

Exil) = X3 (5.61)
onde
1 0
Xoa=10 1
01

e as componentes de f2= (31, 82) tém a seguinte interpretagao:
B1 =nimero esperado de raizes por alporque quando € utilizado o substrato
areia.
B2 =numero esperado de raizes por alporque quando é utilizado o substrato

barro ou metade areia + metade barro.
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FONTE G.L. QUI-QUADRADO PROB

MEDIA DE A 1 1666,00  0,0000
MEDIA DE B OU C 1 2337,00  0,0000
RESIDUO 1 0,08 0,7722

Tabela 5.27: Analise de variancia do modelo reduzido.

TRATAMENTO N9 DE RAIZES/ALPORQUE ERRO PADRAO

| TAREIA §,5000 0.2082
BARRO 5,9641 0.1233
1/2A+1/2B 5,9641 0.1233

3 : . :
Tabela 5.28: Valores preditos dos niimeros de raizes por alporque em cada tratamento e
seus respectivos erros padrao.

A analise de varidncia do nimero de raizes por alporque correspondente ao modelo
postulado em [5.60] é apresentada na Tabela 5.27. Obseva-se que o modelo tem bom
ajuste (p = 0,7722).

Os valores preditos pelo modelo para os nimeros de raizes por alporque em cada

tratamento (substrato) sdo apresentados na Tabela 5.28.



Capitulo 6

onsideracoes finais.

|
|
|
|

Nesta dissertacdo foi abordada a aplicacio do método de quadrados minimos ponderados
em casos onde é possi,vel aplicar o método delta no célculo da matriz de covariancias
assintdtica da fungao de resposta. Nesses casos, o tamanho de amostra suficiente para
aplicagao do método estd relacionado da qualidade da aproximacao da matriz de co-
variancias da fungao de resposta usando expansao em série de Taylor e da convergéncia
da distribuigio da fungao de resposta a distribuigao normal multivariada.

Como objetos de pesquisas futuras estao o uso de outros métodos para calculo da
matriz de covariancias e sua comparagao com o método delta. Além disso. é de interesse
a comparagio dos métodos tradicionais de anélise de experimentos agricolas com os

métodos aqui utilizados.
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Apéndice A

Algumas definigoes e teoremas em

algebra linear.

Nesse apéndice sio apresentados definicdes e teoremas importantes para o entendimento
dos modelos lineares segundo a abordagem de coordenadas livres apresentada em Arnold
(1981). Nessa abordagem busca-se uma interpretacio geométrica das estatisticas de
interesse no modelo linear, utilizando, principalmente,os conceitos de projecao de vetores
em subespacos, norma de projegdes e distancia entre vetores e subespagos. Para maiores
detalhes e provas dos teoremas ver Hoffman & Kunze (1971), Halmos (1938), Arnold

(1981) e Mota (1933).

A.1 Espagos vetoriais, subespacos e bases.

Definicao A1.Um espaco vetorial consiste do seguinte:

(1) Um corpo F' de escalares;

(2) Um corpo V de objetos denominados vetores;

(3) Uma regra ou operagio dita adigdo que associa a cada par de vetores v e Vo em
V um vetor v; + vz denomoinado soma de v + va tais que:

(a) A adigdo é comutativa: vq + va = vy + vy;

(b) A adigio é associativa: (vy + va) + vz = vy + (va + v3);

(c) Existe um tnico vetor 0 tal que v + 0 = v para todo v €V
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(d) Para cada vetor v €V existe um tnico vetor —v €V tal que

v+ (-V)=0;

(4) Uma regra ou operagdo dita multiplicagao escalar que associa a cada escalar ¢ € F
+1m vetor cv tal que:
(a)lv =v;

(b) (c1c2v) = c1(cav);

(c)e( vi+ v2) =cviteve;

- (d) (e1 + &)V =cavteav.

beﬂnigéo A2. Um produto interno num espaco vetorial (real ou complexo) é uma
fi’ungéo (real ou complexa, respectivamente) de um par de vetores X e y, tal que:
(@) (%) =(y,x)
(b) (a1x1 + azx2,y) = a1 (x1.y) + a2 (X2,Y)
(c) (x,x) 2 0;(x,x) =0 x=0.
No caso de espagos vetoriais sobre o corpo dos reais, a conjugacao pode ser ignorada.
Definigdo A3. Seja F um espaco vetorial com produto interno. O nimeroy/(x,x) é
dito norma ou comprimento do vetor x e denotado por ||x]|.Um espago vetorial sobre o
corpo dos reais, dotado de produto interno é chamado espago euclidiano.

As definigbes e teoremas apresentados a seguir referem-se a espagos vetoriais de di-

mensao finita com produto interno, em particular o espago das n—uplas sobre o corpo

dos numeros reais. Os elementos desse espago vetorial serdo representados como:

Y1
Y2

Yn

onde y; € Rparat=1,2,...,n.
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Pefinigéo A4. Sejam x e y vetores quaisquer do subespaco V C R". x e y sao ditos
‘brtogonais se e somente se (x,y) = 0.

Peﬁnigio A5. Seja S um conjunto de vetores em R". S é um conjunto ortogonal se e
%omente se (x,y) = 0 para quaisquer vetores x e y em S.
}‘ Se (x,y) = 0 e ||x|| = ||yl = lpara quaisquer vetores X e y em S, o conjunto é dito
Ef)rtonormal.
efinigdo A6 . Sejam S; e S, subespacos do espaco vetorial E. S, é dito (espaco)
omplemento ortogonal de S) se e somente se y é ortogonal a S; para qualquery €5;. O
ti!;omplemento ortogonal de Sj é denotado por 7.
beﬁnigéo AT . Sejam vy,Vva,...,vp € R". Entdo u é uma combinagdo linear dos v; se
éxistem ai,ag, ...,ap ER tais que u =a1vi+asva....+apVvp.
Definigdo A9. Seja V um conjunto tal que V" C R*. Entao V' é um subespago se V' é
fechado para combinagdes lineares, isto é, para todo ay.asz,....ap €R, u €V

Sejam v1,va,...,vp € V, onde V é um subespago. Os v; geram V' se todo v €V pode
ser escrito como uma combinagao linear dos v,.

Os v; sdo linearmente independentes se a1vi+aava. ...+apvp = 0 =ay =az = ... =ap = 0.
Definicao A10 . Seja V um subespago vyi.va.....vp € V. Os v; sdo uma base de V' de
eles sdo linearmente independentes e geram V. O nimero de elementos da base é chamado
dimensado de V.

Teorema A1l. Seja V um subespaco, entdo:

a. V tem uma base ortonormal.

b. Quaisquer duas bases de V' tém o mesmo nimero de elementos.

c. Se vi,Vva,..,vp formam uma base de |, entdo todo v €V pode ser escrito de
maneira Gnica como combinacao linear dos vj .

d. Se V tem dimensdo p, v1,Va,...,vp € V' e os vjsao linearmente independentes,
entao vi,Vz, ..., vp formam uma base de V.

e. Seja X uma matriz n X p de posto r e sejam



V ={v eR": v =Xa para algum a € R}
W= {veR": X'v=0}

Entao a dimensao de V' é r e a dimensao de W é n — r.

Definigdo A11. Uma matriz n x p é uma base de V' se as colunas de X constituem uma

F)a,se de V. X é uma base ortonormal se as colunas de X s3o ortonormais.
Teorema A2. Seja X uma base do espago p—dimensional V C R". Entao:

a. X é uma matriz n x p de posto p e X’X é inversivel.

b. O vetor v €V se e somente se v =Xb para algum b € R”. O vetor b é unico.

A.2 Transformacoes lineares.

Definigao A12. Sejam E| e E; espacos vetoriais. Uma transformagio lincar de E, em

F; é uma fungao T de E; em E, tal que
T(evi + v2) =cT(v1)4+T(v2)

para quaisquer vy e vz em £y e c € R.

Nas definiges e teoremas que se seguem E} e F sao espacos vetoriais sobre R e T
uma transformacao linear de £, em E,.
Teorema A3. Seja A = {a;,az,...,aj,...,a5} uma base de £y e B = {by.bz.....bj,....by}

vetores arbitrarios em E,. Entao existe exatamente uma transformacao linear tal que
T'(aj) = b;

parat=1,2,...,n,ej=1,2,..,n.
Teorema A4. A imagem da fungdo T é um subespaco de E,. Os vetores v € £ tais

que T(v) = 0 constituem um subespago de E}, dito nucleo de T .
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Definigao A13. O posto de uma transformagdo linear T é a dimensao de sua imagem.
A nulidade de T é a dimensao do seu niicleo.
Teorema A5. A dimensdo de um espago vetorial E é a soma das dimensées da sua

imagem e do seu nucleo:

dim(E) = posto(T) + nulidade(T)

Definigdo A14 . Um operador linear ou endomorfismo sobre um espago vetorial £ €
uxpa transformacao linear de F em E.
Téorema A6. Se T é uma transformagao bijetora (injetora e sobrejetora) de Ey em Ej
entio a fungao inversa T~1é uma transformacao linear de £, em E).
Teorema A7. T é uma transformacio ndo singularse e somente se leva todo subconjunto
linearmente independente de E; sobre um conjunto linearmente independente de E.
Teorema A8. Se a dimensio de E; é igual a dimensao de em Ej, as seguintes afirmagoes
sdo equivalentes:

(a) T é inversivel;

(b) T é nao singular;

(c) A imagem de T é Ey;

(c) Se {a1,az2,...a,} é uma base arbitraria de E, {T(a1).7(az)....T(ay)} é uma base
arbitraria de Fs.
Definigdo A15 . Se E, e E, sao espacos vetoriais sobre o mesmo corpo, uma trans-
formagao linear bijetora T de E, em E, é denominada um isomorfismo de L) em E;.

Sejam A = {aj,az,...,aj,...,a3} uma base de E;,B = {by,bs....,bj....bm} uma
base de E5 e T uma transformagao arbitraria £; em E, . Entdo cada um dos n vetores

T(a;) pode ser expresso de modo tinico como uma combinagao linear de by, ba, ..., bj,...,bm

m
T(aj) = injbi
i=1

ou seja.
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T(al) =$11b1+1'21b2 + ----'L'mlbm

T(az) =z12bi+2z22b2 + ...2m2bm

T(an) =Tinbi+zanb2 + ...rmnbm

Os escalares 2y, ..., Try; S0 as coordenadas dos vetores T'(a;) com relagéo a base {by,bz....by }par
7 =1,2,...n. Entao a transformagao T é determinada pelos m x n escalares x,;; dadas as
bases A e B.

A matriz m x n definida por X(z,7) = z;; e pela relagao

n
T(aj) = Zl‘zjbi
i=1

é denominada matriz da tranformag¢do T com relagido ao par de bases A e B.
Teorema A9. Sejam A = {aj,az,...ay} uma base de £,. B = {by,b2....by} uma base
de F, .Para cada transformagao linear T de E; em E5. existe uma matriz X. m X n que

é a matriz de T com relagao as bases A e B, tal que:
T(v)p = X[v]s

para todo vetor v €V.
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A.3 Projetores.

Nesta segdo serdo apresentados teoremas e defini¢des relacionados com uma classe partic-
?lar de tranformacdes lineares, os operadores proje¢do ou simplesmente projetores, com
%nfase dos projetores ortogonais.

beﬁnigéo A16. Sejam V e W subespacos de um espacgo vetorial E. O espago F é dito

1 . :
soma direta de V e W se e somente se todo vetor z €F pode ser escrito como
i

| z=X+4+Yy

comx €Veyel.

A operagdo soma direta de dois subespacos é denotada por
E=Vall

Se V L W, a soma direta é dita ortogonal e representada por
4 J. 4
EF=VoW

Nesse caso, o subespago W é dito complemento ortogonal de V' e vice-versa.

Definigdo A17. Sejam V' e 1" subespacos do espago vetorial E tais que
L
E=VaW

e T um endomorfismo de E. E é um projetor ou operador proje¢do de E em V' segundo

a diregao dos vetores de W | se e somente se, para todo z €E tal que z = x+y,

Ty = x.

Teorema A10. Um endomorfismo T de E é um projetor em algum subespago se e

somente se T é idempotente,isto é, T = T>.
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rI‘eorema A1l. Se P é um projetor de E em V segundo a diregao dos vetores de W,
|

1Fent:éo V é a imagem de P e W o niceo de P e consequentemente:

. (a) Py =y para todo y €V.
(b) Py = 0 para todo y €.

ij‘eorema A12. Uma transformagao limear T é um projetor em algum subespago se e
gomente se (I — T) é também um projetor.Se P é um projetor de £ em V segundo a
irecdo dos vetores de W, entdo (I — P) é um projetor de £ em W segundo a diregao

hos vetores de V.
J;[‘eorema A13. Sejam P, e P, projetores do espaco vetorial £. Entao:
“ (a) Im(P) C Im(P,) se e somente se P(Py(y)) = P,(y) para
| qualquer y €F.

(b) (P, + P;) é um projetor de E se e somente se

Py(Pi(y)) = Pi(Py)) =0, para todo y €E.

(c) (P — P;) é um projetor de E se e somente se

P(Pi(y)) = A(P(y)) = Pay), para todo y €E.

Quando um espaco vetorial £ é decomposto em dois subespagos ortogonais, isto €,

E=VeaVt

associada a essa decomposigao existe uma classe especial de projetores. os projetores
ortogonais.
Definigao A18 . Seja V' um subespago do R*. O complemento ortogonal de 1", denotado
por V1€ o conjunto de todos os vetores v € R™ ortogonais a V.

Seja W C V um subespaco. Entdo o conjunto de todos os vetores em V' que sao
ortogonais a W, ou seja V' N Wser4 denotado por V | W.

Lema 1. V* e V| W sao subespacos.

Definigdo A19.Seja V um subespago do R™ e W o complemento ortogonal de V, isto é:
R"=VaW
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Um projetor P de R™ é um projetor ortogonal se e somente se P projeta vetores do R*
1 . - -

em V segundo a diregao de W.

Teorema A14. Seja V um subespaco do R"e y € R", entio:

(a). Para toda matriz X,x, de posto r < min(n,p),existe uma matriz B,x, tal que
X'XB =X’

XB é a matriz do projetor ortogonal de R"sobre o C(X);
(b). A projegao € unica;
(c). Se a matriz X, x, de posto p é uma base de V', entao X'X é inversivel e a projecio

de y de sobre V é dada por X(X'X) " 1X'y.

A projecao de y de sobre o subespac¢o V sera denotada por Pyvy. Py é um endomor-
fismo do R (tranformacdo linear de R™ em R") que associa a cada vetor y €R"*, sua
projecao ortogonal em V. A notagdo P, também serd usada para a matriz da trans-
formagao Py com relagao a uma base qualquer do R™.

Uma das mais importantes caracteristicas da matriz do projetor ortogonal (Py ) é que
ela independe da base de V escolhida. Essa propriedade é enunciada através do seguinte
teorema:

Teorema A15. Sejam X eA duas uma bases quaisquer do subespago V (X e A sao

matrizes n X p de posto p, tais que C(X) =C(A)), entao
Py = A(A'A)TA = X(X'X) 71X/

A seguir serao enunciadas algumas propriedades da matiz Py que sao consequéncias
das caracteristicas dos projetores ortogonais:

(a) (I-Py) é a matriz do projetor ortogonal sobre V'+.

(b) Pyy é a projegdo ortogonal de y em V e (I — Py)y é a projecao ortogonal de y
em V<para qualquer vetor y €R".

Teorema A16. (Teorema de Pitdgoras).
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a. Sev eV, entio |y —v|* = ly = Pvy|* + [Pvy — v
b. |y — Pvyl® < |ly — v|[’para todo v € V valendo a igualdade se e somente se
v=DP,y.

c. Pyy =y seesomentesey € V. P,y = 0 se e somentesey € V%,

d. Pyry =y=- Pyy. [Pyayl® = llyl* - [IPvy]’.

e. Seja W C V um subespago, entiao Pyy = Py (Pwy) = Pw(Pvy).

f. Seja W C V um subespago, entio Pyjwy = Pyvy — Pyy. ”P‘,Iwy”2 = Hva“2 -
|Pw}’“2-

g.- Se V L W, entdo Py(Pwy) = (PyPw)y = 0.

;[‘eorema A17. Seja X uma base ortonormal do subespago V. Entao:
‘ (a) XX =1,

(b) Pvy = X'Xy;

() IPvy|* = [X'Xy]*.

Lema 1. Sejam X3, X2,...X, vetores nao nulos mutuamente ortogonais. Entao os x;
sdo linearmente independentes.

Lema 2. Seja W C V' C R*. Entao:

(a) dim(W+) = n — dim(W).

(b) dim(V | W) = dim(V) — dim(W').

Lema 3.

(a) (VHt=V;

(b) Seja W C V. Entao V | (V| W) = W.
Teorema A18. A é a matriz de um projetor ortogonal se e somente se A é idem-
potente e simétrica, isto é, A =A%e A =A’. Se A é um projetor ortogonal, entao

dim(A) = tr(A) =posto(A).
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Apéndice B

Propriedades assintéticas de

estimadores e estatisticas de teste.

Nesse apéndice serdo apresentadas definigdes e teoremas relacionados com propriedades
assintdticas das estatisticas de interesse na aplicacdo do método de quadrados minimos
ponderados:

(a) Estatistica de 1Vald para o teste do ajuste do modelo (Qw);

(b) Fungdo de resposta estimada (F(y));

(¢) Estimador de quadrados minimos ponderados do vetor de parametros no modelo
linear geral (b);

(d) Estatisticas de teste de hipdteses lineares sobre o vetor de parametros 3.

Para maiores detalhes e provas dos teoremas deste apéndice, ver Bickel & Doksum

(1977), Leite & Singer (1980), James (1981), Bishop et al (1979) e Arnold (1931).

B.1 Algumas propriedades assintéticas de estimadores.

Seja {Py : 0 € ®} uma familia de distribuicdes de um vetor aleatério Y = (¥} Y5, ...Y},) .
indexada pelo parametro 6 = (6y, 6;,...8,) e {fa(Y) = (B(Y),690Y), .09 (Y)) : n >
1} uma seqiiéncia de estimadores de 6 que sao similarmente gerados para cada tamanho
de amostra.

~

Definigdo B1. 6, é dito um estimador consistente de 6 se e somente se 6, converge
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?m probabilidade para 6, istoé
Pg'-(l és) - 9,‘ IZ 6,') n:?f 0

ﬂ)ara qualquer ¢; > 0, (: = 1,2,...,p).

|

Teorema B1l. Seja Y = (¥,Y3,...Y,) um vetor aleatério com distribuicdo multinomial
&om parametros n e ® = (7, Ty, ...Mx). Se f,, é um estimador obtido pelo princfpio da
|

s‘ubstituigéo de freqiiéncias,

on(Y) = (==, ... —)

5 Yy Y
n on n

entdo 6, é um estimador consistente de «.
Teorema B2. Seja Y = (17,Y5,...Y,) um vetor aleatdrio com distribuicao produto de
Poisson, com parametro A = (A, Az, ..., As). Se O, é um estimador obtido pelo principio

da substituicio de freqiiéncias,
bu(Y) = (Y1,Y;,..Y0)

entio 0y é um estimador consistente de .

Teorema B3. (Teorema central do limite multivariado). Sejam Y;.Ys,...vetores
aleatérios k—dimensionais, independentes e identicamente distribuidos. Suponha que
Yitenha varidncia finita, e sejam p e ¥ a esperanca e a malriz de covariancias de Yy,
respectivamente. Seja X, a média amostral, definida como a média aritmética dos

vetores Yi,Y2, ..., Y, Entao

Vi (Xn 1) = N(0,%)

quando n — oc.
Sejam pn(f) e T,(6) o vetor de esperangas e a matriz de covariancias de 6y, , respec-

tivamente.
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Definicao B2. Uma seqiencia de estimadores {911(Y) :n > 1}tem a propriedade de

normalidade assintotica se e somente se
A D A
V(O - #n(0)) — N(0, 2(9) ).
n

| ..
- Quando essa aproximacao é valida, yu,(0) € dita esperanga assintdtica de Gpe 3 4(6)

variancia assintotica de 0y. A expressdo

(Dzn(e))_l(#n(g) - 6)

onde DZ(Q) € uma matriz diagonal p X p cujos elementos da diagonal sao as variancias

de 0‘&1)(Y), (9(2)(Y), ...ég”’(Y), respectivamente, é dita vicio padronizado assintdtico by, .

n

-~

Definigao B3. Dizemos que um estimador 6, de @ é assintoticamente ndo viciado

quando seu vicio padronizado converge a zero quando n — oc. isto é,

(DZ(e))_l(#n(@) - 0) =0

Suponha que T = {TQ) n > 1}e TR = {T(ng) :n > 1}sdo duas seqiéncias de

estimadores cujas matrizes de covariancias assinéticas Y. ,1(0) e Y_n2(0) satisfazem

n: —o0

nSni(g) — 3;(9)

para : = 1,2 e sao seqiiéncias assintoticamente eficientes, isto é,

n:—aoo

(D (@)™ (e (6) = 8) —

Definigio B4. Definimos eficiéncia assintdtica de TV com relagao a T2 como a razao
entre os determinantes das matrizes de covariancia assintdtica de T(Me T(2), respectiva-

mente:



£y = [Zn1(6)]

- |Zn2(8)l

Seja um processo de estimagao que gera uma seqiiéncia de estimadores {9n(Y) in 2>

1} que é assintoticamente normal e satisfaz

ny () =3 Y (0).e

Vilpa(8) — 6) =3 0.

Dizemos que a seqiiéncia € assintoticamente eficiente se

S0 =Lt

Definigao B5.Um processo de estimagido que gera uma seqliéncia de estimadores assin-
toticamente normal e assintoticamente eficiente é dito um processo de estimagao BAN
(Best assimptoticaly normal). Os estimadores obtidos por esse processo sao ditos esti-
madores BAN

O método de quadrados minimos ponderados é geralmente utilizado para anélise de
dados modelados pelas distribui¢des produto de Poisson ou de multinomiais. Nessas
distribuigbes os estimadores dos pardametros que as indexam (7 e A, respectivamente)
tém comportamento assintotico que permite o uso do método delta para o calculo de
distribuigoes assintoticas de fungoes dessas estimativas que satisfazem as condigoes (i) e
(ii) descritas na secdo 3.2.1.

Serd apresentado a seguir, o método delta confrme descrito por Bishop et al (1979).

B.1.1 O método 6 para o calculo de distribuicoes assintéticas.

Essa é uma técnica geral importante, aplicada para calcular distribuigbes assintéticas e

consequientemente deduzir variancias e covariancias assintdticas.



|
{EA versao unidimensional do método delta (§).

Para aplicagdo do método delta é necessdrio uma varidvel aleatéria (6,) cuja distribuigdo

~

V(. —0) 3 N(0,5%(6)) (B.1)

fiepende de um parametro real () de tal forma que:
!

{a uma fungdo F(z) diferencidvel em = = § que possui a seguinte expansio em torno de
|

6:

F(x) = F(6) + F'(6)(x - 6) + o(|Jx — 6]]) (B.2)

quando z — 6.
O método § para encontrar médias e varidncias aproximadas é justificado pelo seguinte
teorema:

Teorema B4. Se 6, é uma variavel aleatéria real e § um parametro real tais que B.1 e

~

B.2 valem entdo a distribuigao assintética de F(6,) é dada por:

Vi [F(b.) - F(6)] 5 N(0,0%(0) [F(0)]) (B.3)

Esse resultado também pode ser interpretado da seguinte forma: para n grande, F(én)

tem distribuigao aproximadamente normal com média F(8) e variancia n='a?(6) [f'(@)]z.

A versao multivariada do método delta (§).

Seja 0y =(0s1,002, ...,0,,) um vetor aleatdrio p-dimensional e § = (0,.6,,....0,) um vetor

de paraametros também p-dimensional. Consideremos que f,e 6 sdo tais que:

Via(la —0) B N,(0,3(8)) (B.4)

onde Y (6) é a matriz de covaridncia assintética de 8y,.

Isso equivale a dizer que para n grande 8y, tem distribuicio aproximada normal mul-
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ivariada com média 6 e matriz de covariancias n™! ().

Agora suponha F uma fungio definida num subconjunto aberto do espago p-dimensional

g

omando valores no espago r-dimensional. Consideramos que f ¢ diferencidvel em 8 , isto

¢, F tem a seguinte expansio quando x — 4.

p OF,
R =F0)+ 30, -0 [ 52|+ ol -0l (B.5)
=1 Tl x=6

paraz=1,2,...,p.

Seja [g—g uma matriz r X p cujo elemento (i.j) é a derivada parcial de F; com respeito

éj-ésima coordenada de x =(zy, x, .... r,), avaliada em x = 0, isto é:

o\ _[oR
a0 U— x|,

entao a expressao em B.5 pode ser resumida como:

JF
P = F10)+ (55 ) (x = 00+ olix = ) (B.6)
quando x — 4.
Considerando as notagdes acima, o método ¢ multivariado, pode ser estabelecido
através do seguinte teorema:
Teorema B5. Sejam y, 0 e F conforme descritos anteriormente e suponha que valem
B.1 e B.6. Entéo a distribuigao assintdtica de F(én) é dada por:
5 . [OF OF Y’ .
VA(E(Ga) = F(0) = 3,00, ( - | 0 (55 ]) (B.7)
0 a6
Agora suponha que 8 = 6(y), onde - é um vetor s-dimensional de pardmetros. Con-

sidere também que a matriz de covariancias assintdtica em B.1 depende de ¢, isto é:

a

Vi(da = 6(2)) 2 N,(0,3 (¢)) (B.8)

Finalmente, seja (%g—), a matriz cujo elemento (i,j) é a derivada parcial de F; com
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respeito ao j-ésimo elemento de x = (z, 73, ...,2,), avaliada em x = 6(¢). Entao a dis-

tribuigio assintética de F(6y) é dada por:

ValE() - P 2 50, (55 ) e () (B.9)

B.2 Estatisticas de teste com distribuigao assintética

()

X

Os teoremas apresentados a seguir sdo tteis no cédlculo das distibuigdes assintdticas de
Qw e Qc.
Teorema B6. Sejam F(d,)e F(f) sio tais que a condigao [B.7] é satisfeita. Se A é uma

matriz m X p qualquer, entao

VR[AF(0,) — AF(0)] 2 N,.(0, AZp(0)A")

~

onde X g(0) é a matriz de covariancias assintdtica de F(fy).

O teorema acima é um caso particular de aplicacao do método delta multivariado
(Teorema B5).
Teorema B7. Seja Y um vetor aleatdrio u-dimensional com distribuigao normal multi-

variada com esperanga u e matriz de covariancias X. Entao a forma quadratica

Y'YY

tem distribuicio x% com u graus de liberdade.
Teorema B8. Seja {fu(Y) = (1Y), 0(Y),...00(Y)) : n > 1} uma seqiiéncia de

estimadores tal que

3

Vi(la - 0) 2 N.(0,3°(9)).

Entdo a seqiiencia de formas quadraticas



(B2)1Y_(60)](6y),

?nde 2>(0n) é um estimador consistente da matriz de covariancias assintdtica de yn, tem

ﬂistribuiqéo assintdtica x? com u graus de liberdade.



Apéndice C

Métodos computacionais.
t’ara analise dos exemplos apresentados no capitulo 5, foram utilizados o modulo IML
(Interactive matrix analysis) e o procedimento CATMOD (Categorical data analysis)
do mddulo STAT (Statistics) do sistema SAS. O moédulo 1ML foi usado para célculo
da matriz de covariancias assintética da funcdo de resposta nos exemplos 2 e 3. O
procedimento CATMOD calcula essa matriz internamente quando os dados objeto de
analise sao modelados pela distribuicao produto de multinomiais e a fungao de resposta
resulta de combinagdes de fungdes lineares. exponenciais ou logarftmica.s. No exemplo 2,
a fungdo de resposta nao pertence a essa classe e no exemplo 3 os dados sao modelados
pela distribuigdo produto de Poisson.

Neste apéndice constam as listagens dos programas utilizados nos seguintes casos:

1. Exemplo 1: estrutura I - resposta dicotémica.

o

Exemplo 1: estrutura II - resposta dicotémica.
3. Exemplo 1: estrutura II - resposta politomica.
4. Exemplo 2 : modelo saturado.
5. Exemplo 2: modelo reduzido.

6. Exemplo 3.
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TITLE 'ESTRUTURA II - RESPOSTA DICOTAMICA';
DATA AB%XZl;

INPUT PESO $ TRAT $ ESC $ CONT €@;
CARDS; |
Cl1 SRS/10 C3 SRS 8 C5SRS 4
C1 SR leo C3 SRN 32 C5 SR N 36
ClCRS 18 C3CRS 11 C5CRS 9
Cl1 CRN/22 C3CRN29 C5CRN 31
C2 SR S|15 C4 SRS 6 C6 SRS 5
C2 SRN/25 C4 SRN 34 C6 SRN 35
C2 CRS/19 C4CRS 9 C6CRS 7
N 31 C6 CR N 33

C2 CR N§21 C4 CR

PROC CATMOD ORDER=DATA;

WEIGHT CONT;

POPULATION PESO TRAT;

TITLE2 'MCLCELO EFEITOS PRINCIPAIS C/INTERAGCAO-RESPOSTA LOGITO';
FESPONSE 1 -1 LOG;

MODEL ESC = PESO TRAT PESO*TRAT/ PRED;

~UN;

TITLE2 'MODELQO IDENTIDADE - RESPOSTA LOGITO';
MODEL ESC={1 00O 00000000 C,
01000000O0O0CO0DO,
0010000000O0O0DQO,
00010000CO0CGO0O0CQ,
000010000000,
000001 00O0CC0DQ,
0000001 00CD0CCDO,
00000001 00OCO00Q0Q,
C000000O0CG1O0CO0UC0Q, ~
0O000000CO0ODO0OI1O00,
C0000000O0O010,
O0000000O0O0O01)(1='C1 SR',
2='Cl CR',
3='C2 SR?,
5="C2 CR"',
&='C3 SR',
€='C3 CR"',
7='C4 SR',
8='C4 CR',
9='C5 SR?,
10='C5 CR!',
11='Cé6 SR,
12='Cé6 CR')/NODESIGN NOPROFILE PRED;
RUN;
CONTRAST 'NAO INTERACAO PESO X TRATAM' ALL PARMS 1 -1 -1 1 0 O
0 0 0 0 0 o,
ALL PARMS 1 -1 0 0 -1 1
o 0 0 0 0 o,
ALL PARMS 1 -1 0 O O O
-1 1 0 0 0 O,
ALL PARMS 1 -1 O O O O
0O o0-1 1 0 O,



RUN;

-
|

MODEL E

C=PESO TRAT /PRED NOPROFILE;

TITLEZ2 ;MODELO DE EFEITOS PRINCIPAIS';

RUN; !
MODEL E$c=
|

O 0 S S S S e

RUN;

HPRPOOOOOOOOKK

QOOO0OKHEFHOOOO
OOHHEFHF OOOOO0OO0
o
-

-1 -1 1,
-1 -1 -1)/NODESIGN NOPROFILE PRED;



TITLE 'ESTRUTURA II - RESPOSTA ORDINAL POLITOMICA';
DATA ABCX21;
INPUT PESO $ TRAT $ ESC $ CONT @@;

CARDS;

Cl1 SRA 4 C3SRA 3 C5S8RA 1
Cl1 SRM/ 6 C3SRM 5 C5SRM 3
‘c1 SR B 30 C3 SRB 32 C5 SR B 36
ClCRA 8 C3CRA 5 C5CRA ¢
Cl1 CRM 10 C3CRM 6 C5CRM 5
Cl1 CRB22 C3CRB29 C5CRB 31
C2 SRA 7 C4 SRA 3 C6 SRA 2
C2 SRM 8 C4 SRM 3 C6 SRM 3
C2 SR B/25 C4 SRB 34 Cé6 SR B 35
C2CRA 9 C4CRA 4 C6CRA 4
C2 CRM 10 C4CRM 5 C6CRM 3
C2 CRB 21 C4 CRB 31 C6 CRB 33

EROC CATMOD ORDER=DATA;

WZIGHT CONT;

FOPULATION PESO TRAT;

TITLE2 'MODELO EFEITCS PRINCIPAIS COM INTERAGAC-RESPOSTA ESCCRE MEDIO';
REZSPONSE 0.75 0.250 O;

MODEL ESC = PESO TRAT PESO*TRAT/CCV PRED;

RUN;

TITLE2 'MODELO
MODEL ESC=(1

=)

OOOOOOOOD—-‘OOO%’J

OO OO OO0 OOOOHX
oNoNeoNoNoNoN NoloNoNeNe

I

@)

ADE - RESPOSTA ESCORE MEDIO';
0,

I
C
0
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0

eXoNoRoRoReReReRe Xo X
COO0OO0O0OO0OO0OOO RO
OCOO0DO0OOKFROOOO OO
OO0 OHOOOOOOO
OCOOHOODOOOO OO
OO OO0OO0OO0OO0OO0OOC OO
el NoNoNoRoRoRoReRoReRe)
o

1) (1="C1 SR',
2='Cl CR',
3='C2 SR',
4='C2 CR',
5='C3 SR',
6='C3 CR',
7='C4 SR',
g='C4 CR',
¢e='CS5 SR',

10="'C5 CR',

11='C6 SR’,

12='C6 CR')/NODESIGN COV PRED;
RUN;



CONTRAST 'NAO INTERACAO PESO X TRATAM' ALL_PARMS 1 -
ALL_PARMS g
ALL PARMS (1)
, ALL_PARMS-i
ALL PARMS g

-

HOOOOOOHHOO

-

f
i
~

OOKrHOOOOOOHH

-

oNoNoNoNoNol Lo Ne

OROHHRMOKOIR

OCOHrHOOOODOO+

[
a1l

RUN;
TITLE2 |"MODEZLO DE EFEITOS PRINCIPAIS - RESPCSTA ESCORE MEDIO!;
MODEL HSC=PESO TRAT /COV PRED;

RUN;

MODEL ESC=(1 1 O O 1,
11 0 0 -1,
1 0 0 0O 1,
1 0 0 ¢ -1,
10 1 0 1,
1 0 1 0 -1,
1 0 0 1 1,
T2 0 1 -7,
1 0 0 0 1,
1 0 0 0 -1,
1-1-2-1 1,
1 -1-1-1-1)/NODESIGN NOPROFILE PRED;

RUN;



IBNAME AHM 'B:\';
ROC IMI, WORKSIZE=1000;
{

'g o

p1={o.8‘, 0.80, 0.80};
p2={0.67, 0.67, 0.67};
p3={0.64, 0.64, 0.64}:

p224={0.80, 0.72, 0.70}:

pl24={0.E9, 0.83, 0.84};
, 0.67, 0.69};

p324={0

\
|

r={1, ,\1 1, 1, 1, 1, 1,

ri={1, 1? 1};

G=r-p; D§=DIAG(p); Dg=DIAG(c

/*CALCULO DA MATRIZ DZ COVE:

Vp=(Dp*Dq) ;
dvp=VECDIAG (Vp):

/*CRLCULQ DA MATRIZ DE COVARILM

Al= { 1 - l O O ’

1 0-1 0,

1 0 0 -1};
2=3L0CK(Al,Al1,A1);
S=A*P;

211= (1110000 0 0};
212= (00011100 0}
Al3= (0000001 1 1};
dl= All*d;

dz2= Al2*d;
d3= al3*d;

Fp

-~

Fl=Al1*Fp;
F2=A12*Fp;
F3=A13*Fp}

PRINT Fp;

0. 804 0.89, 0.83, 0.84,
0.67, 0.80, 0.72, 0.70,
0. 64ﬂ 0.77, 0.67, 0.69}:

DAS ESTIMATIVAS*/;

Tz F(p)*/;

(EXP(-5* (INV(DIAG(P1//22//P3))*d)##2));

M1=-10* (INV(DIAG(pl))*D1)* (R1+(INV(DIAG(P1##2)))*P124)*F1;
M2=-10* (INV(DIAG(p2))*D2)* (R1+(INV(DIAG(P2##2)))*P224)*F2;



M3=°10*CINV(DIAG(p3))*D3)*(Rl+(INV(DIAG(P3##2)))*P324)*F3;

—-’O*(LNV(DIAG(pl))*Dl)*(Rl (INV(DIAG(P1)))*P124)*F1;
C2’-TO*(ENV(DIAG(p2))*D2)*(Rl (INV(DIRG(P2)))*P224)*F2;
C3=-lO*(hNV(DIAG(p3))*D3)*(Rl-(INV(DIAG(P3)))*P324)*F3;

\
b1=MlII(EIAG(c1));
D2=M2| | (DIAG(c2)):
£3=M3] | (DIRG(c3));
SRINT 4l

E=21,0CK (bl D2,D3);

VTp= 1/2@0 ) * (H*Vp*H" ) ;

27
8]
-t
'I'
'ty
]

t1)

'O
\
~
-
(23]

'U
-

4]
ll,

-z

|

COVSORG FROM FpVFs;
TROM FpVFp:

U n

oty

I =) "

[ ?AAL:SL DA VAAIPP .0 DA EFICIZNZIA DOS METODOS ':;

ESES sl Ne)
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TEEN NAM ='B7"
_ THEN _NAME T ='B8';
_=10 THEN NAML ='B9';
31=COL1; B2=COL2; B3=COL3; 34=COL4; 35=COL5; B6=COL6;
27=C0OL7;B88=C0L8;BS8=COLS%;
OJTPJL,
END;
DATA COVSORG;
SET COVSORG;
KEEP B1-33 _TYPE__NAME ;
FROC PRINT;
PROC CATMOD DATA=COVSORG:
RESPONSE REZD Bl-BS;
FACTORS CULT $ 3, TRAT $§ 3 / _RESPONSEZ_= CULT TRAT (CULT)
PROFILE =(A 'GERMINACAO',
A 'TZVIGOR!' ,

Z
i nn

L S B = I B Y B B A R O T |

|
Z A



A 'IMZRSAO',

B '"GERMINACRO' ,

B 'TZVIGOR' .,
~ B 'IMERSAO',

C 'GERMINACAO' ,
C
C

| '"TZVIGOR',
T ‘\ 'IMERSAO');
MODEL _F_=_RESPONSS_/PRBD COV COVB TITLE='MODELO DE EFEITOS HIERARQUICOS
RUN; |
CONTRAS# 'NAO INTERACAO CULT VS TRAT' ALL PARMS 0 01 0 -1 0 O O,
| ALL PARMS 0 01 0 0 0 -1 O,
i ALL PARMS 0 0 0 1 0 -1 0 O,
ALL_ PARMS 0 00O 1 0 0 0 -1;
|
CONTRAST 'TRAT DENTRO DT CULT 1' ALL PARMS 001 00 0 0O O,
| ALL PARMS 00 0 10 0 O OC;
CONTRAST 'TRAT DENTRO DE CULT 2' ALL PARMS 00 0 01 0 0O O,
| ALL PARMS 0 0 0 00 1 O O;
CONTRAST 'TRAT DENTRO DE CULT 3' ALL PARMS 00 O 00 0 1 O,
: ALL PARMS 000 00 0 0O 1;

RUN;



LISNAME|AEM 'B:\';

PROC IML WORKSIZE=1000;

p={0.80, 0.89, 0.83, 0.84,
0.67, 0.80, 0.72, 0.70,
0.64, 0.77, 0.67, 0.69};

., |

pl={0.80, 0.80, 0.80};

p2={0.67, 0.67, 0.67};

p3={0.64, 0.64, 0.64};

p124={0.89, 0.83, 0.84};
£224={0.80, 0.72, 0.70};
5324={0.77, 0.67, 0.65);

r={1, 1ﬂ 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1};

ri={1, ﬁ, 1};

g=r-p; Dp=DIAG(p); Dg=DIAG(q);

/*CALCULO LA MATRIZ DE COVARIANCIAS DAS ESTIMATIVAS*/;

Vp={Dp*Dg):
dVp=VECDIAG (VD).

/*CALCULO TA MATRIZ DE COVARIANCIAS DZ F(p)*/:

1={1 -1 0 O,
l O '1 Or
1 0 0 -1}:

E=3LOCK(Al,A1,Al);

="*PI

211= {1 110000 0 0};
Al2= {0 0011100 0};
A13={0 0000011 1};
dl= All*d:;

d2= Al2*d;

d3= al3*d;

Fp=(EXP (-5* (INV(DIAG(P1//P2//P3))*d) #42)):
‘Fl—All*Ipr

F2=R12*Fp;

F3=A13+Fp;

MI1==10*[INVIDIAG(p1) ) *D1}*(R1+(INV(DIAG(P1##2)))*P124) *F1;

M2=-10* (INV(DIAG(p2))*D2)* (R1+(INV(DIAG(P2##2)))*P224)*F2;
M3=-10* (INV(DIAG(p3))*D3)* (R1+(INV(DIAG(P3##2)))*P324)*F3;



Dl—MlllEDIAG( 1)):
2=M2| | (DIAG(c2));
D3=M3| ] (DIAG(c3)):

H=BLOCK(D1,D2, D3) ;

VEp=(1/200)* (K*Vp*H');

)

i
VEP=Fp'//Vrp

c=_AT: COVSORG FROM FpVip;
E:\D :QOV FpVEER;

(IN (DIAG(pl))*D1)* (R1-(INV(DIAG(P1)))
INV(DIRG(p2))*D2)*(R1-(INV(DIAG(P2)))*P224)*F2;
I (DIAG(p3))*D3)* (R1- (INV(DIAG(P3)))

Pl *Pl24)*F1;

3 *P324)*F3;

IT:
TITLE '"ENATISE CA VARIACAO DA EFICIENCIA DOS METODOS ';
TATA POvB“?”(Tf“E—:ST);

s=zT CAVDDRC.

L
|

; 36=COL6;

IT N —1 THEN DO;
TY?Z —'DL«N"';

TNRME =",
31=C0L1;22=COL2;33=COL3;34=COL4;B5=COL5
37=C0OL7; BE=CCLE;28=COLS;

QUTEUT;

LN

ELSE D0;
TYPZ ='COV';

IFr N =2 THEN N2ME ='21"';

IF N =3 THEN NRME ='B2';

IF K =4 THEEN NiME ='B3';

IT N =5 THIN NIME ='B4°';

I7 N =6 THEN "NAM3“='B ';

IT N =7 THEN NAME ='B6';

IF N =3 THEN NEME ='B37';

IF N =9 THEN NAME ='B§';

IF N =10 THEN NAME ='B9';
231=COL1;B2=C0L2;33=COL3;B4=C0OL4;B5=COL5; 36=COL6;

37=COL7;B8=COL8;39=COL9;
QUTPUT;
END;
DATA COVSORG;
SET CCVSORG;
KEEP B1-B9 _TYPE_
PROC PRINT;
PROC CATMOD DATA=COVSORG:;
RESPONSE READ B1-BS;

_NAME_ ;

FACTORS CULT $ 3, TRAT $ 3 / _RESPONSEZ_:

PROFILE =(A 'GERMINACAO',
A 'TZVIGOR' ,
A 'IMERSAQ',
3 "GERMINACAO' ,

CULT TRAT



| "TZVIGOR' ,

'IMERSRO',

'GERMINACAO' ,

"TZVIGOR',

| "IMERSAQ') ;

. MODEL _lF_=__RESPONSE__/PRED COV COVB TITLE='MODELO DE EFEITOS PRINCIPAIS.

RUXN; \

CONTRA%T 'AUSENCIA EF. METODOS' ALL PARMS 0 0 0 1
g ALL 2ARMS 0 0 0 O

OOOww

0,
1;
|

PR
RoNy



LIBNAME BHM 'B:\';
PROC IML WORKSIZE=
Y={119,84,83};
F—(1/14 Y
D:-J-AugF),
VE=((1/14)**2)*DIAG(F);
FVF=F'//VF;

1000;

COVRAIZ FROM FVF;

ATPORQUES DE URUCUM';

0 -1;
1 -1;

CREATE
.DPEND FROM FVF;
QUIT; j
TITLE '%FEITO DO SUSSTRATO NO ENRAIZAMENTO DE
DATA COVRRIZ(TYPE=EST);
SET COVRAIZ;
IF N =1 THEN DC;
TYZTZ ='ELRMS';
TNRVE = '
=1=CCL1;22=C0OL2;23=COL3;
ouT?UT;
END;
ELST D0;
_TYPE ='COV';
I7 N =2 THEEN NMT ='21"
IF N =3 THIN NINE ='B2'
IF N =4 THEN _NzMEZ ='B3"
31=C0L1;22=COL2;33=COL3;
OUTEUT:
END;
CATA COVRRIZ:;
STT CCVERIZ;
KEZEZP 21-83 TYPE NAME
FROC FRINT;
PROC C2TMCD DRTA=CCVRAIZ;
TITLZ2 'MODELO DE IFSITCS PRINCIPAIS';
RESPONIT RIZD R1-33;
FACTCAS TRAT $ 3 / _RESPONSE_= TRAT
PRCFILE =('AREIA’,
"3ARRO' ,
'1/2A+1/28"');
MODEL F =(1 0 0,
010,
0 0 1) (1="MEDIA DE A',
2='MEDIA DE B',
| 3='"MEDIA DE C')/PRED NOINT COVRB
TITLE2='MODELO IDENTIDADE SATURADO';
RUN; !
CONTRAST 'MEDIA ARITMETICA' ALL PARMS -1 -1 2;
CONTRAST 'SUBS 1/2A POR 1/2B' ALL PARMS 1
CONTRAST 'SUBS 1/28 POR 1/2A' ALL PARMS 0
RUN;
MODEL F =(1 0,

01,



| 0 1) (1="MEDIA DE A',
| 2='MEDIA DE B OU C')/ COVB PRED
TITLE='MODELO REDUZIDO';
RUN; |
_CONTRAST 'AUSENCIA EF. TRAT' ALL PARMS 1 -1;
RUN;



TITLE 'ESTRUTURA I - RESPOSTA DICOTOMICA';

DATA ABCX;
INPUT TRAT $ PESO $ ESC $ CONT @€;
CARDS; |
SR Cl1S 10 CRCls 18
SRCI1 N30 CRCIN 22
SR C25S5|15 .CRC2S 19
SR C2 N|25 CR C2 N 21
SRC3S 8 CRC3sS 11
SR C3 N 32 CRC3N 29
SR C4 51 6 CRC4S 9
SR C4 N34 CRC4N 31
SRC58 4 CRC3S 9
SR C5 N/36 CRC5N 31
SRC6S 5 CRC6S 7
N 33

SR C6 N 35 CR C6

PROC CATMOD ORDER=DATA;
WEIGHT CONT:

POPULATION TRAT;

TITLZ2 'MCIELO IDENTIDADE';
RESPONSE 1 -1 O
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1) (1='SR C1',
2='SR C2',
3='SR C3',
4='SR C4°,
5='SR C5°,

='SR C6",
7='CR C1°',
8='CR C2°',
9='CR C3',
10="CR C4°,
11='CR C5°,
12="SR C6')/NODESIGN PRED;

RUN;

CONTRAST 'NAO ASS.PESO X ESC EM SR' ALL PARMS 1 -1 0

0 0 0

1 0 -1

O OO

O OO

oo Ne]
-

ALL_PARMS
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