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MODELO DE SUPERFICIE DE RESPOSTA COM UMA

VARIAVEL AUXILIAR ADICIGNAL

Augusto Ramalho de Morais1
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RESUMO-Com o objetivo de estudar a relacao entre uma varidvel dependente e ni
veis de fatores quantitativos, através do uso da metodologia de superficie de
resposta, desenvolveu-se um modelo de regressao polinomial quadratico conside-
rando-se uma variavel auxiliar adicional ao modelo, com vistas a obtencao de for
mulas que permitam avaliar seus efeitos no modelo. Atraves do método dos quadra
dos minimos, desenvolveu-se a sequéncia de operacoes para a realizaczo da anali
se estatistica, considerando-se o modelo adaptado a um esquema fatorial comple-
to, nara trés fatores com trés niveis equidistantes. Foram determinados: os es-

timadores dos parametros, de suas varianciase covariancias e a analise da vari

ancia. A titulo de ilustracao um exemplo € apresentado.
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INTRODUGZ0

A metodologia de superficie de resposta € essencialmente um conjunto de
tecnicas estatisticas que. procura relacionar respostas com niveis de
“atores quantitativos, com a finalidade de determinar condigoes otimas e dar maior
conhecimento sobre a natureza dessas respostas.

Sua aplicacdo deu-se inicialmente na indistria quimica, tendo sido seus
fundamentos formalizados por Box & Wilson (1951).

No campo agronomico, sua ufilizagio concentrou-se inicialmente no estu-

do do rendimento de cultivares como efeito de niveis de nutrientes aplicados ao

solo; posteriormente incluem-se outros fatores, como densidade de plantio (Teixei
ra, 1969; Gomez et al., 1978).

Para analisar os resultados de um experimento envolvendo varios fatores,

Cochran & Cox (1957) consideraram que se todos estes representam variaveis quan-’

titativas, o método mais informativo consiste em relacionar as respostas como fun
cio dessas variaveis. O modelo matemitico que expressa a relacio entre fatores e
resposta determina a superficie de resposta.

A utilizacao de modelos matematicos para expressar a resposta aos nutri
entes, sob a forma de superficie, teve grande progresso a partir da introducao
dos fatoriais fracionados (Finney, 1945) e dos delineamentos compostos centrais
e compoétos rotacionais (Box e Wilson, 1951; Box e Hunter, 1957). 1laiores deta-
lhes podem ser vistos em Myers (1971).

No campo agronomico, Harder et al. (1957), Campos (1967), Vieira (1970)
e Costa (1977) entre outros, verificaram que as estimativas dos parametros obti-
das nas superficies ajustadas sao pouco precisas, com intervalos de confianca bas
tante amplos, dificultando a recomendacao de formula de adubaééo e previsao de
produgoes.

Desse modo, uma analise, coqfiderando uma variavel auxiliar adicional
linearmente relacionada a variavel dependente, pode contribuir para aumentar a
precisao experimental e, consequenteménte, obter estimativas mais eficientes, co-
mo ocorre nas analises de covariancia (Cochran, 1957).

Assim, o objetivo foi apresentar uma analise de um modelo de regressio
polinomial quadratico, com dez parametros, adaptado a um esquema fatorial comple-
to para trés fatores com trés niveis equidistantes, considerando-se uma variavel

auxiliar adicional, atraveés da metodologia de superficie de resposta.
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MATERIAL E METODOS

Utilizou-se a metodologia de superficie de resposta emum experimento em
esquema fatorial para tres fatores com trés niveis equidistantes levando-se -em

consideracao uma variavel auxiliar adicional, através do seguinte modelo matema

tico:
¥y = ago + a10X1 + az0X2 + 2330X3 + a11X1 + 225Xz + a33X3 + a;2X1X2 +
+ a13X1X3 + az23X,X3 + bZ + e
onde: y representa os valores observados da variavel dependente;

X; representa os niveis do fator A;
representa os niveis do fator B;
representa os niveis do fator C;
agp representa a média geral;

ajo , @20s..., a23 sao os coeficientes dos parametros;

yA representa os valores da variavel auxiliar adicional;
b € o coeficiente de regressao associadoa variavel auxiliar adicional;
e representa o erro experimental associado a y, tal que e -N(0,02).

Para facilidade de calculos os valores dos mniveis dos fatores foram

transformados, do seguinte modo:

x, = (x; -X/q

onde: Xi sao os valores dos niveis dos fatores (i = 1,2,3);
X média desses valores;

q diferenca entre dois niveis sucessivos.
Féz-se, também: z = 2-2 |,

onde: Z sao os valores da variavel auxiliar adicionalj;

Z média desses valores.

Os parametros correspondentes aos efeitos quadraticos nio sao indepen

dentes da media. Para que tal independéncia ocorra, fez-se nova parametrizacao
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(Jorge, 1980; Myers, 1971) e, o modelo passou a ser da forma:

2 2

Ix Ix
y = ajo + a10X1 + azoXz + asoxs+ai(x? - -El) + az2(x? - —Ei +

2
. _ IX2 ) :
+ a33(x3 — —-n—) +2312X1X2 + a13X1X3 + 223X2X3 + bz + e H

2 | 2 2
- Ix x5 0 Ix
onde: a('Jo = aoo+—51- + T + —na

n = numero de niveis.

0 modelo matematico adotado pode ser apresentado, em forma matricial, na

vetor das observacoes, de dimensao N x 1;

M,
(o]

onde:

matriz dos coeficientes dos parametros, de dimensao N x p;

o M4 g
M

vetor dos parametros, de dimensao p x 1;

vetor dos erros experimentais, de dimensao N x 1;

rM
My My
o O o ®m

numero de parametros (no caso p = 11).

-]
(1Y

/

Os estimadores dos parametros e das somas de quadrados foram obtidos

através do método dos quadrados minimos. Os parametros sao estimados por
B=x'07'x'y .

Para facilidade de calculos considerou-se a seguinte notacao:

Y... = Ly soma geral;

Yo.. , Yi.. e Y2.. soma das parcelas em que ocorrem os niveis0, le
2 respectivamente, do fator A;

Yoo. soma das parcelas em que ocorrem o nivel o dos fatores A e B si-
multaneamente;

Yo.2 soma das parcelas em que ocorrem o nivel o do fator A e o nivel 2
do fator C simultaneamente;

_ ‘Z0ee 5 21.. e Z2.. soma da parcelas em que ocorrem os niveis 0, 1l e

2 respectivamente, do fator A da variavel auxiliar adicionalj;

Zo.2 soma das parcelas em que ocorrem o nivel o do fator A e o nivel 2
do fator C simultaneamente, para a variavel auxiliar adicional; as demais sao ob-

tidas por analogia.



As somas de quadrados dos efeitos ajustados, foram obtidas atraves

principic do residuc ccondicional introduzido por Fisher (1950).

RESULTADOS

Os estimadores dcs parametros sao dados por:
Media
ago = Y.../(27r)
Coeficiente de régressio
b = SPRes(YZ)/SQRes(Z)

onde: SPRes(YZ) € a soma de produtos de residuo das variaveis Y e Z;

SQRes(Z) e a soma de quadrados de residuo da analise da variancia da

vel auxiliar adicional.

Efeito linear do fator A

- —YZQO—YOQQ ZZQQ-_ZOOO
410 = 7 18r Tor °

Efeito linear do fator B

= _Y.2.-Y.o. Z.2.-2Z.9.
aap == 18r 18r B

Efeito linear do fator ¢

- _Y.CZ-YIOO ZO'Z—Z"O
230 = 18 Tor ©

Efeito quadratico do fator A
- Yo..-ZYl..-f-Yz.. Zo..-Zzl..+Zz..S

Ary = 18r 18r

Efeito quadratico do fator B

5 =__Y.().-ZY.]_.+Y.2. _Z.o.-22.1.+Z.2.B
42 18r 18r

Efeito quadratico do fator C

- =Y000-2YA"1+Y"2

Y - e o Zo'
Ses _Z 0=-2Z..1 + 25

18r 18r

Efeito da interacao linear dos fatores A e B

- Yoo.+Y22.-Y02.-Y20. _ Zoo.+Z222.-292. -ZZO'S
12r 12r

aiz

do

varia
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Efeito da interacao linear dos fatores A e C

Yo.o-i-Yz.z-Yo.z-Yg.o _ Zo.o+Z2.2=Z0g.2=22.0¢
12r 12r :

airs =

Efeito da interacao linear dos fatores B e C

e - Y.oo-i—Y.zz-Y.oz—Y.zo - Z.oo-l.-Z.zz-Z.oz-Zv.zos
e 12r 12r

As somas de quadrados e de produtos sao calculadas através das seguin-

tes expressoes:

Somas de quadrados e de produto do ‘efeito linear do fator A

- (Ya..-Y0..)2 (Zyo.=2Zp..)? (Yo..-Y0..)(Z2..~=2Zg..

SQaio 187 R SQa’fo = e SPajg = 8%

18r
Somas de quadrados e de produto do efeito linear do fator B

(Y.2.-Y.0.)2 * =(Z.2.-Z.o.)2

' ' 55 = Ve 2 0= Ll
SQazo = i8¢ s SQazop 5% e SPasg = (Y.2 Y 0.)(Z.2 0.)

18r E

Somas de quadrados x de produto do efeito linear do fator C

(Y..2-Y..0)2 x# _ (Z2..2-2..9)2 -_(Y.v.z—Y..o)(Z..z-Z..o)
187 > SQaso = 187 & BEEgy = 18c

SQaszo =

Somas de quadrados e de produto do efeito quadrétiéo do fator A

Yo..-2¥1..+Y2..)2 Zoes =227 .04 29 )2
S0ar; = (Yo g4r+ 2.4.) , SQa¥; = (Zo ;4r+ 2 e) o

(Yo..-2Y1..+Y2..)(Zo..—221..-&-Zz..)

SPaiy = 5ix

Somas de quadrados e de produto do efeito quadratico do fator B

(Y-o-—ZY.I.;Y.Z.)z 3 _ (Z.o.-ZZ.l. + Z-z-)z
. St » SQazz = St ¢

SQaz2 =

(Yo0.=-2Y.7.+Y.2.)(Z.0.=2Z.7.+2.2.)
S54r

SPas2 =

Somas de quadrados e de produto do efeito quadratico do fator C
(Y..o—ZY..l-;-Y..z)" (Z..o-ZZ..]_-;-Z..z)2

- *_ -
SQa33 = 54r ’ SQa33 = 54r
SPas; = (Y..O-ZY..HY..zgg..o-zz..1+z..2)

Somas de quadrados e de produto da interacao linear dos fatores A e B

_ (oo, + Y22, = Yo, = ¥20.)2 sqa¥; = (Zoo.+222.-202.=220.)2
12r ’ 12 12r

_(Yoo.;Yzz.—Yoz.—Yzo.)(Zoo. +2Z22.=202.=220.)
- 12¥

SQai2 e

SPa; 2
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Somas de quadrados e de produto da interacao linear dos fatores A e C

iy o 0 Vg T o= Lot 12 _ (T i 9Boss—Biss—Tos o)
SQa1s = (Yo.o+Y> _12r0 2-Y2.0 . Sqats = Zoso 2.212ro 2=2Z3.9 o
(Yo.0+Y2.2=-Y0.2-Y2.0)(Zo.0+Z2.2=-Z0.2-22.0)
SPaza = 12r

Somas de quadfados e de produto da interagao linear dos fatores B e C

Y.o0+Y.22=Y.02=-Y.20)2 * Z.oo+Z.22=-2.02~-2. 2
SQuss = (Y.o00 2212r 02 200? . gna%, = (Z.oo 2212r 02 20) .

(Yoo0+Y.22-Y.02=-Y.20)(Z.00+2.22-2Z.02-2.20)

SPas3 = 195

A soma de quadrados de par.imetros € obtida por
SQPar = QX'X = SQaio + SQazo +SQaszo + SQ11 + SQ22+ SQ33 + SQay 2 + SQa13 + SQazs + SQReg
onde: SQReg = [SPRes(YZ)]2/SQRes(Z) € a soma de quadrado de regressao linear
A soma de quadrados de residuo ajustada para regressao linear é
SQRes(aj) = SQRes(Y) - SQReg
onde: SQRes(Y) € a soma de quadrados de residuo.

A soma de quadrados do efeito as (i,i' = 0,1,2), ajustada para regres-

sao, € obtida pela expressao:

SQaii.(aj) = SQRes(Y)* - [SPRes(YZ)*]2 /SQRes(Z)* - SQRes(aj) ou
SQaii' (aj) ='SQaii. - [SPRes(YZ)*]2 /SQRes(Z)* + [SPRes(YZ)]2/SQRes(Z)

onde: [SPRes(YZ)*]2/SQRes(Z)* é a soma de quadrados de regressao do modelo redu
zido (sem o efeito do parametro para o qual esta

se fazendo o ajuste);

[SPRes (YZ)]2/SQRes(Z) é a soma de quadrados de regressaoj
SQRes (Y)* = SQRes(Y) + SQaii'

SPRes(YZ)* = SPRes(YZ) + SPaii'
SQRes (Z)* = SQRes(Z) + SQa;i.

sendo: SQRes(Y) e SQaii' somas de quadrados de residuo e do efeito a;ir rela-
tivas a variavel dependente; A
SPRes (YZ) e SPaii' somas de produtos de residuo e do efeito a;;. entre as
variaveis dependente e adicional respectivamente;
SQRes(Z) e SQa’i‘i, somas de quadrados de residuo edo efeito a;ins relati

vas -a variavel auxiliar adicional, respectivamente.

As somas de quadradcs e de produtos, bem como o esquema de andliseda va



riancia estao apresentados na Tabela 1. Os quadrados médios sao obtidos da manei
ra usual,

A partir da matriz de variancias e covariancias x'x) o2 , obtem-se as
expressoes para calculo das estimativas das variancias e covariancias entre os
parametros ajustados.

As estimativas das variancias das estimativas ajustadas dos parametros

sao obtidas através da expressao:
V(Eii.) = 02[1 + SQazi,/SQRes(Z)]/Cr 5

onde: C sao os coeficientes dos termos lineares, quadraticos e interacoes linea
res; respectivamente,18, 6 e 12, no presente caso, obtidos na diagonal
principal da matriz X'X;

-2

o o quadrado médio do residuo ajustado;

(1Y

M

o numero de repetigoes.

As estimativas das covariancias entre as estimativas ajustadas dos para

metros sao obtidas através da expressao:

2 2 = 52 * *
COV(aii"ajj') 0 [SPaii,ajj,/SQRes(Z)]/Cr

onde: SPaIi.aﬁj. € a soma de produtos entre os parametros a.., e a

ii 35¢ relativos

a variavel auxiliar adicional.

Por exemplo, a covariancia entre os efeitos lineases dos fatores A e B

€ dada por:

1 (Z2..-20..)(2Z.2.-2.0.) G2
Cov(aio, a20) = 57 - 187 * SQRes (2)

A estimativa da variancia do coeficiente de regressao é obtida pela ex-

pressao:

¥(6) = G2/SQRres (2)

EXEMPLO NUMERICO

A titulo de ilustracao, considerou-se um conjunto de dados ficticios de
um experimento de adubacdo, em esquema fatorial 3* ; sem repeticao. Os valores
observados (Tabela 2) de producao de massa seca (variavel dependente) e pH do so
lo obtido antes da aplicacao dos tratamentos (variavel auxiliar adicional), foram

submetidos a analise da variancia de acordo com modelo proposto (Tabela 3).

25



A analise da variancia (Tabela 3) mostrou que os tratamentos, em geral,

foram beneficiados pela inciusao da variavel auxiliar adicional, pois. houve uma
b b

- . 3421,1579 - 2247,0719 _ .
redugcao no erro experimental de 3421,1579 = 0,3338 , ou seja, a pre

cisao experimental foi aumentada em 33,38%7. Nota-se, também, que o valor do tes
te F para tratamento ajustado foi superior ao nao ajustado (Faj = 14,98 >

F = 11,19) e, que a interacao A' x C' passou a apresentar significancia

(Faj = 5,39) quando considerou-se a variavel auxiliar adicional.

As estimativas dos parametros para os modelos com e sem a variavel au-
xiliar adicional estao apresentadas na Tabela 4. Verificaram-se que, os desvi-
os-padrao das estimativas ajustadas dos parametros ago, ai0, 320, 330, all, 327,
aj2 e a23 foram inferiares aos desvios-padrao das estimativas do modelo sem a
variavel auxiliar adicional, evidenciando que os valores das estimativas ajusta
das dos parametros, relativas a esses parametros, foram obtidas com maior preci
sao.

Para maior detalhes de compreénséo, apresenta-se a seguir, o procedi-
mento de calculo das estimativas ajustadas das variancias e covariancias. Por

exemplo, a estimativa ajustada da variancia do efeito a,, €:
V(E;,) = QmRes(aj) [1 + SQa¥, /SQRes(Z)] C.r =
= 2247,0719[1 + 6,0669/11,3608]/6 =
= 2247,0719 . 0,2557 = 574,5091

A estimativa da covariancia entre os efeitos ajg e azp €:

Cov(3ai10, 320) = QmRes(aj) . SPa%¥oa3o/[C . SQRes(Z)]

2,6.6,7
I

/(18 . 11,3608)

2247,0719 .

2247,0719 . 0,004733 = 10,6344

As demais s3o obtidas por analogia.
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TABELA 1. Esquema de analise da variancia para um modelo de superficie de resposta, com dez pa

rametros, em um ensaio fatorial 3%, com uma varidvel auxiliar adicional.

Somas de Quadrados, de Produtos e Somas de Quadrados Ajustadas

Fontes de Variacao GL
Y Yz zz YY(aj)
Total N Iy IYZ rz2 -
Média (aoo) 1 o P Yos aliewef 270 z2../27r =
Parametros (p-1) SQpPar(Y) ’ SPPar (YZ) SQPar(z) -
A’ linear(aio) 1 SQaio . SPaj o sQa¥, SQaio(aj)
B. linear(azg) 1 SQazo SPazg SQa3o SQazo(aj)
C linear(aso) 1 SQasg SPajp SQa%, SQaso(aj)A
A quadratico(aii) 1 SQaii SPaj) sQat SQaii(aj)
B quadratico(az2) 1 SQaz2 ' SPaz SQa%. SQaz2(aj).
C quadratico(ass) 1 SQass SPaj3 SQa%; SQass(aj)
Int. A x B(a12) 1 SQai2 . SPaj2 sqQat2 SQai2(aj)
Int. A x C(az3) 1 SQais SPaj s SQa¥s SQais(aj)
Int. B x C(az23) 1 SQaz3 SPas3 SQa¥s; SQaz23(aj)
Residuo N-p SQRes (Y) SPRes (YZ) SQRes (Z) -
Regressao 1 SQReg. - ‘ - -

Residuo(aj) N-p-1 = = - - SQRes (aj)
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TABELA 2. Valores observados de producao de massa seca(Y) e pH do solo(Z) em funcdo dos varios
Eratamestss. Dadecs ficticios
Trata Trata Soma
Tratamento Y Z Y A Y Z
mento mento ' Y Z
000 40 7,1 100 53 5,9 200 68 5,7 161 18,7
001 140 6,9 101 349 4,4 201 342 4,8 831 16,1
002 230 5,0 102 276 6,2 202 269 7,3 175 18.5
010 41 7,0 110 92 5,6 210 77 6,4 171 19,0
o1 166 6,1 111 326 5,2 211 390 5,2 880 16,5
012 150 5,0 112 412 6,8 212 300 7,2 862 19,0
020 - 50 6,9 120 62 8,0 220 71 6,8 183 21,7
021 153 6,2 121 353 4,9 221 326 6,2 832 17,3
022 299 4,8 122 255 8,2 222 282 8,0 836 21,0

Soma 1269 55,0 2178 55,2 2125 57,6 5572 167,8




TABELA 3. Somas de quadrados e. de produtos das variaveis producao de massa seca(¥), e pH do solo(Z) €, a andlise da varian

cia, para o exemplo considerado.

Fontes de

Somas de Quadrados, de Produtos e Valores do Teste F

Variacao oL YY F YZ ZZ YY(aj) F(aj)
Total 26 402 818,2956 -1 128,6482 30,3141

Tratamento (9) 344 658,6111 11,19%* 626,3694 18,3533 303 036,9011 14,98%*
A li:ear(a') 1 40 707,5556 11,90%% 123,6444 0,3756 50 698,7589 22,56%%
B 'inear(B') 1 392,0000 < 1,00 31,2667 2,4939 6 585,7443 2,93

C linear(C') 1 204 586,7222 59,80%% . = 63,9667 0,0200 198 620,0201 88,39%%
A quadratico(A") 1 17 137,8519 5,01% - 39,1926 0,0896 13 739,0554 6,11%
B quadratico(B") 1 1 557,4074 < 1,00 - 23,0926 0,3424 179,3571 0,080
C quadratico(C") 1 78 814,2407 23,04 %% -691,4870 6,0669 19 249,9855 8,57%%
Interacio A' x B' 1 705,3333  <.1,00 - 32,9667 11,5408 706,2693 0,314
Interacdo A' x C' 1 630,7500 < 1,00 71,0500 8,0033 13 234,0349 5,89%
Interacio B' x C' 1 126,7500 < 1,00 - 11,6250 0,0208 23,6756 0,011
n« siduo 17 58 159,6845 -502,2788 11,3608 35 953,1504
Q¢ Residuo 3 421,1579

Regressao 1 - 22 206,5341 9,88%x
QM Residuo(aj) 16 = 2 247,0719
'CV em % L 28,34 ... REEE 58 m xn e 22,97
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"TABELA 4. Estimativas dos parametros para modelos sem e com a variavel auxiliar
adicional e respectivos desvios-padrao e coeficiente de determinacao,

para o exemplo considerado.

#

Parametro Estimativa £ desvio-padrao Estimativa ajustada ¥ desvio-padrao
aoo 206,3704 = 11,2565 206,3704 £ 9,1228
alo 47,5556 L 13,7864 53,9417 I 11,3563
azo 4,6667 = 13,7864 21,1232 % 12,3386
aso 106,6111 = 13,7864 105,1374 * 11,1829
a1 - 53,4444 X 23,8787 - 48,0408 I 19,4285
az2 - 16,1111 % 23,8787 - 5,5495 % 19,6418
ass -114,6111 X 23,8787 - 70,1539 ¥ 23,9689
a12 - 7,6667 Z 16,2848 8,1758 I 14,5826
ais 7,2500 I 16,8848 43,3561 ¥ 17,8654
azs 3,2500 = 16,8848 1,4079 I 13,6967
b - 44,2116 I 14,0638

r? 0,8556 0,9107

S



