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Apresentação

Texto para Discussão é um veículo utilizado pela
Secretaria de Administração Estratégica – SEA –, da Em-
presa Brasileira de Pesquisa Agropecuária – Embrapa –,
para dinamizar a circulação de idéias novas e a prática
de reflexão e de debate sobre aspectos relacionados à ciên-
cia, à tecnologia, ao desenvolvimento agrícola e ao
agronegócio.

O objetivo da série é fazer com que uma comunida-
de mais ampla, composta de profissionais das diferentes
áreas científicas, debata os textos apresentados, contri-
buindo para o seu aperfeiçoamento.

O leitor poderá apresentar comentários e sugestões,
assim como debater diretamente com os autores, em semi-
nários especialmente programados, ou utilizando qualquer
um dos endereços fornecidos: eletrônico, fax ou postal.

Os trabalhos para esta coleção devem ser enviados
à Embrapa, Secretaria de Administração Estratégica,
Edifício-Sede, Parque Estação Biológica – PqEB –, Av. W3
Norte (final), CEP 70770-901, Brasília, DF. Contatos com
a Editoria devem ser feitos pelo fone (61) 448-4449 ou
pelo fax (61) 448-4319.

Os usuários da Internet podem acessar as publica-
ções pelo endereço http://www.embrapa.br/unidades/
uc/sea/textdiscussao.htm/. Para os usuários do Sistema
Embrapa, basta clicar em novidades, na Intranet.
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Resumo

Funções de Produção – Uma Abordagem
com o Uso de Modelos de Encapsulamento de Dados

Neste artigo, desenvolvem-se as propriedades estatísticas dos
estimadores de funções de produção obtidas com o uso da
análise de encapsulamento de dados (DEA). Para os modelos
de produção determinísticos, mostra-se que os estimadores
DEA são de máxima verossimilhança não-paramétrica,
consistentes e que geram ineficiências técnicas que convergem
em distribuição. A distribuição assintótica conjunta das
ineficiências técnicas permite o teste de hipóteses estatísticas
no contexto DEA. Esses resultados foram originalmente obtidos
por Banker (1993) e aqui são refinados e generalizados.
Relaxando-se a suposição de ineficiências igualmente
distribuídas e permitindo-se uma escala arbitrária de operação
para a tecnologia subjacente, mostra-se a consistência forte da
função de produção DEA e como modelar efeitos que causam
ineficiências sob as hipóteses distribucionais de meia-normal,
normal truncada ou gama para as ineficiências sob condições
de heteroscedasticidade. Para o caso iid apresentam-se medidas
de bondade de ajuste quando as ineficiências têm distribuição
comum exponencial ou meia-normal. Uma aplicação empírica
ilustra os resultados teóricos e investiga a natureza da função
de produção da companhia estatal, principal responsável pela
pesquisa agrícola no Brasil, isto é, a Empresa Brasileira de
Pesquisa Agropecuária – Embrapa.

Palavras-chave: DEA, análise de encapsulamento de dados;
fronteiras de produção; comparações de eficiência técnica.
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Abstract

Production Functions – A Statistical
Approach Using Data Envelopment Analyais

This paper develops the statistical properties of nonparametric
estimators of production functions obtained through the use of
data envelopment analysis (DEA). For deterministic production
models it is shown that DEA production functions are consistent
nonparametric maximum likelihood estimators and generate
technical inefficiencies that converge in distribution. The
asymptotic joint distribution of the estimated technical
inefficiencies allows hypothesis testing in DEA.  These results
are due mainly to Banker (1993) and here they are refined  and
extended. Relaxing the assumption of equally distributed
inefficiencies and allowing for an arbitrary scale of operation
for the underlying technology, it is shown the strong consistency
of the DEA production function and how one can model effects
causing inefficiencies under the assumptions of half-normal,
truncated normal or gamma distributions for the inefficiencies,
not ruling out heteroscedasticity. Measures of goodness of fit
are also developed for the iid case assuming an exponential or a
half-normal distribution. An empirical application illustrates the
theoretical results and investigates the nature of the production
function of the major state company responsible for agricultural
research in Brazil, namely Embrapa (Empresa Brasileira de
Pesquisa Agropecuária).

Key words: Data envelopment analysis; production frontiers;
efficiency comparisons.
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Introdução

s modelos de produção com base na análise de en-
capsulamento de dados (DEA) têm sido objeto de
uso intenso na literatura econométrica e de pesquisa
operacional. Publicações recentes que ilustram esse
fato são Seifford & Thrall (1990), Färe et al. (1994),
Charnes et al., (1995), Brocket & Golany (1996),
Coelli et al. (1998), Souza et al. (1997, 1999), e
Cooper et al. (2000). A abordagem DEA tem sido
criticada por sua natureza essencialmente determi-
nística. A razão para essa crítica é devida ao fato de
que o modelo de produção que conduz às medidas
de eficiência DEA não leva em conta a influência de
erros de medida e outros ruídos na especificação da
fronteira. Basicamente, todos os desvios da fronteira
em tais modelos resultam tão-somente de ineficiên-
cias técnicas. Há situações, contudo, como a estuda-
da neste artigo, onde os dados não parecem ser in-
fluenciados substancialmente por erros de medida,
efeitos de tempo, etc., e portanto não há uma neces-
sidade premente em postular, no modelo de produ-
ção, um componente estocástico para controlar esses
efeitos.

Dois outros exemplos com evidência seme-
lhante de modelos de produção subjacentes determi-
nísticos são dados por Coelli et al. (1998, p. 193 e
216). Na realidade, existem mesmo referências na
literatura que afirmam que os estimadores DEA po-
dem muito bem ter melhor performance que a abor-

•O
C
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dagem da fronteira de produção estocástica em cer-
tos casos. Sobre esse tema vale a pena citar Coelli
et al. (1998, p. 219):

“A utilização de uma fronteira estocástica provavel-
mente será mais apropriada do que a abordagem DEA
em aplicações agrícolas, especialmente em países em
desenvolvimento, onde os dados são influenciados for-
temente por erros de medida e por efeitos do tempo, do-
enças, etc. Porém, no setor público de serviços onde
• as influências de caráter aleatório não são significati-

vas;
• é importante modelar a produção com múltiplos pro-

dutos;
• os preços são difíceis de definir; e
• as hipóteses comportamentais, como de minimização

de custos ou maximização de lucros, são difíceis de
justificar, a abordagem DEA pode muito bem repre-
sentar a escolha ótima. A escolha da abordagem apro-
priada deve ser feita numa base de análise caso a
caso.’’

Uma outra justificativa comum para o uso da
técnica DEA no cálculo de medidas de eficiência de
produção toma por base o bootstrap que fornece o
meio para o cálculo do desvio-padrão das medidas
de eficiência no ambiente não-paramétrico. Em um
contexto geral de produção, com insumos e produtos
múltiplos, a técnica DEA mede a eficiência de uma
unidade produtora relativamente a uma fronteira es-
timada com base na solução de problemas de pro-
gramação linear (PPL). A fronteira estimada está
sujeita à variação amostral e, nesse contexto, está,
portanto, sujeita à variação estocástica. Essa varia-
bilidade estocástica pode ser capturada em simula-
ções do processo de produção e, desse modo, pode-
se gerar, para cada unidade produtora, uma popula-
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ção de medidas de eficiência para a qual é possível
aplicar métodos empíricos para a determinação de
intervalos de confiança, vieses e medidas de erros.
Essa é a ordem de idéias expressa no método boots-
trap de Simar & Wilson (1998).

O bootstrap, porém, não é consistente se a
fronteira for estocástica, como se pode ver em
Löthgren (1997). O problema com a técnica DEA na
presença de ruído é que a fronteira não está identifi-
cada. Como apontado em Park et al. (2000), o mo-
delo de fronteira de produção só pode ser identifica-
do com o uso de hipóteses paramétricas fortes sobre
a fronteira ou por intermédio da repetição (usual-
mente no tempo) de observações nas unidades indi-
viduais sob avaliação.

Não é recomendável o uso de qualquer método
particular de análise de eficiência em uma determi-
nada aplicação. É preferível seguir ao longo da linha
sugerida por Coelli et al. citada anteriormente. Deve-
se reconhecer, porém, que a fronteira de produção,
associada à técnica DEA, é mais fácil de ser obtida
do que a contrapartida estocástica, e que as medidas
de eficiência DEA sempre podem ser utilizadas
como medidas de natureza empírica de performance,
tenha-se ou não um modelo de produção teórico
como suporte às observações. Ambos os métodos –
fronteira estocástica e DEA determinístico – se cor-
retamente aplicados, fornecem informações rele-
vantes em uma análise de dados. As técnicas podem
mesmo ser combinadas numa dada aplicação, como
em Arnold et al. (1994).
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Neste artigo, investiga-se um modelo para o
qual a função de produção DEA tem propriedades
estatísticas ótimas. Esse modelo é determinístico.
As propriedades ótimas do DEA, com orien-
tação para produto, decorrem de sua associação
íntima com o estimador de máxima verossimilhança
(MV) não-paramétrico da fronteira de produção.
Nesse contexto, quer-se determinar medidas de
bondade de ajuste (goodness of fit) para o modelo
DEA, intervalos de confiança para os valores
da fronteira de produção, realizar testes relativos à
escala de operação da tecnologia subjacente ao pro-
cesso produtivo e investigar fatores que causam
eficiência.

A discussão levada a efeito neste artigo forne-
ce respostas a essas perguntas e consiste de quatro
partes. A Seção 2 explora a associação  do modelo
de produção DEA com modelos de produção teóri-
cos. Visando lidar propriamente com o conceito de
função de produção, restringe-se a discussão ao caso
univariado com um único produto. A Seção 3 apre-
senta o modelo estatístico de produção para o qual a
função de produção DEA é MV e os resultados as-
sintóticos principais de consistência forte e conver-
gência em distribuição. Na Seção 4, investigam-se as
conseqüências desses resultados para estimação e
testes de hipóteses sob os enfoques paramétricos e
não-paramétricos. Finalmente, na Seção 5, conside-
ra-se uma aplicação na qual se tem por objetivo
ajustar uma fronteira de produção a dados  gerados
por uma instituição de pesquisa.
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Função de Produção DEA

onsidere um processo de produção com n  unidades
de produção. No jargão DEA, faz-se referência a es-
sas unidades como “unidades tomadoras de decisão”
(UTD). Cada UTD se utiliza de quantidades variá-
veis de s  insumos para produzir um único produto
y . Represente por ),...,( 1 nyyY =  o vetor de produ-
ção n  1×  e por ),...,( 1 nxxX =  a matriz ns ×  de uso
de insumos no processo de produção. No que se se-
gue, se 1w  e 2w  são vetores com componentes 1iw  e

2iw , respectivamente, a notação 12 ww ≥  significa
que 12 ii ww ≥  para todo i . Note que o elemento

0>ry  representa a produção da UTD r e 0≥rx ,
com pelo menos um componente estritamente posi-
tivo, é o vetor 1×s  de insumos utilizado pela UTD r
para produzir ry . Cada um dos s insumos é efetiva-
mente usado em pelo menos uma UTD, isto é, toda
linha de X tem algum elemento positivo. Embora
não seja estritamente necessário – valores (preço x
quantidades) são freqüentemente utilizados como
proxies em aplicações de DEA (veja Coelli et al.,
1998) –, assume-se que os insumos e o produto se-
jam medidos em quantidades físicas.

Seja K um subconjunto compacto,  convexo e
com interior não vazio do ortante não-negativo de

sR . O nível de produção máximo (fronteira) reali-
zável com o uso de Kx ∈  é determinado pela fun-

•C
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ção de produção )(xgy = . Supõe-se que g (x) seja
contínua e que, adicionalmente:

1) Se wx ≥  são vetores de K, então
)()( wgxg ≥ .

2) Se x e w são vetores de K e ]1 ;0[∈t , então
( ) (1 ) ( ) ( (1 ) )tg x t g w g tx t w+ − ≤ + − .

3) Para cada 1,  ..., , , ( )j j jj n x K g x y= ∈ ≥ .

4) Com respeito à escala de operação da tec-
nologia definida por g (x) diz-se que:

(a) g (x) mostra retornos constantes à escala
se )()( xgxg ηη =  para todo 0≥η  e

Kx ∈  tal que Kx ∈η .

(b) g (x). mostra retornos crescentes à es-
cala se )()( xgxg ηη ≥  para todo 1≥η
e Kx ∈  tal que Kx ∈η .

(c) g (x) mostra retornos decrescentes à es-
cala se )()( xgxg ηη ≤  para todo 1≥η
e Kx ∈  tal que Kx ∈η .

(d) g (x) mostra retornos variáveis à escala
se nenhuma das propriedades a), b) ou
c) se verifica.

Como veremos mais tarde, pode-se utilizar o
conjunto de observações ),( jj yx  e o DEA para es-
timar g (x) somente para x em um dos conjuntos se-
guintes:









≥≥∈= ∑
=

n

j
jjj xxKxK

1

*
1 0,; λλ ,
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≥≥≥∈= ∑ ∑
= =

n

j

n

j
jjjj xxKxK

1 1

*
2 1,0,; λλλ ,









≤≥≥∈= ∑ ∑
= =

n

j

n

j
jjjj xxKxK

1 1

*
3 1,0,; λλλ ,









=≥≥∈= ∑ ∑
= =

n

j

n

j
jjjj xxKxK

1 1

*
4 1,0,; λλλ .

Cada um desses conjuntos pressupõe uma es-
cala de operação distinta para a função de produção
DEA mostrada a seguir: *

1K  impõe retornos cons-
tantes, *

2K , retornos crescentes, *
3K , retornos de-

crescentes, *
4K  retornos variáveis.

Proposição 1. Os subconjuntos *
iK  são con-

vexos e fechados em K.

Demonstração: Sejam x e w dois vetores
em *

iK . Pode-se encontrar vetores 21  e λλ  satisfa-
zendo as restrições impostas em *

iK  tais que

∑∑ ≥≥
j jjjj j xwxx 21   e  λλ . Seja ]1 ;0[∈t  e

wttxu )1( −+= . Claramente jjj j xttu ))1(( 21 λλ −+≥ ∑ .

Assim, *
iKu ∈  e *

iK  é convexo. Seja agora mx  uma
seqüência em *

iK  convergindo a Kx ∈  e seja mλ  a
seqüência correspondente de vetores que satisfazem
as restrições de *

iK . Existe uma constante b tal que
sibxx miji

m
j  ., . . ,1  , =≤≤λ . Então bx jii

m
j ≤supλ .

Segue que mλ  é limitada e portanto admite uma sub-
seqüência kmλ  convergente para λ . O limite λ  sa-
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tisfaz as restrições de *
iK . Também 

k

k
mjj

m
j xx ≤∑ λ

e segue que *
iKx ∈ . �

Para *
iKx ∈ ,  definimos a função









≤= ∑ ∑
j j

jjjjn xxyxg λλ ;sup)(* ,

em que o sup é restrito aos valores λ  que satisfazem
as restrições *

iK .

A proposição seguinte estabelece uma ligação
entre as soluções DEA orientadas para produto e

)(* xg n .

Proposição 2. Para cada rrrn yxgr ** )( , φ= ,
em que *

rφ  é o valor ótimo  do PPL φλφ ,max  sujeito

a rj jj yy φλ ≥∑ , rj jj xx ≤∑ λ e, adicionalmente, a

um dos seguintes conjuntos de restrições: a) 0≥λ
se )(* xg n  mostra retornos constantes; b) 0≥λ  e

∑ ≥
j j 1λ  se )(* xg n  mostra retornos crescentes; c)

0≥λ  e ∑ ≤
j j 1λ  se )(* xg n  mostra retornos de-

crescentes; d) 0≥λ  e ∑ =
j j 1λ se )(* xg n mostra

retornos variáveis.

Demonstração: A função ∑=
j jj yq λλ)( é

contínua no conjunto compacto









≥==Λ ∑
j

j1  ); ., . . ,( rjn xxλλλλ ,
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em que os pontos de Λ , por hipótese, também satis-
fazem as restrições de *

iK . Existe Λ∈orλ  tal que
*( ) ( )or
n rq g xλ = . Seja o

rφ  tal que ( )or o
r rq yλ = φ .

Como o par ) ,( o
r

or φλ  é viável para o PPL, tem-se
que o

rr φφ ≥* . Por sua vez, o
rr φφ ≤*  pois se r*λ  é o

vetor de pesos ótimos para o PPL, então
r

o
r

or
rrr yqqy φλλφ =≤= )()( ** .   �

Mostramos agora que a função )(* xg n  é uma
função de produção, isto é, satisfaz as Condições
1-4. Nesse contexto denominamos )(* xg n  função de
produção DEA.

Proposição 3. A função )(* xg n  é uma função
de produção em *

iK  e tem a propriedade de extra-
polação mínima, quer dizer, para qualquer outra
função de produção Kxxg ∈ ),( , operando na mes-
ma escala que )(* xg n , tem-se **  ),()( in Kxxgxg ∈≥ .

Demonstração: Mostra-se que )(* xg n  é de
extrapolação mínima para o caso de retornos cres-
centes. Os outros casos são semelhantes. Seja g (x)
uma função de produção com retornos crescentes.
Sejam λ  e  Kx ∈  com componentes não-negativos
tais que jjjjj xx λλ ∑≥≥∑   e  1 . Como g (x) é
monotônica, )()( jjj xgxg λ∑≥ . Seja jj λη ∑= .

Tem-se  1≥η e
jjjjjjjjj

jjjjjj

yxgxg

xgxg

λληλη

ηληλ

∑≥∑≥∑

≥∑=∑

)())((

))(()( 

Portanto, )()( * xgxg n≥ .   �
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Modelo Estatístico

m aplicações, g (x) não é conhecida, e utiliza-se
)(* xg n  como seu estimador não-paramétrico. Suponha

que g (x) e )(* xg n  exibam a mesma escala de opera-
ção.  Suponha adicionalmente que ),( jj yx  satisfaça o
modelo estatístico jjj xgy ε−= )( , em que as inefi-
ciências técnicas jε  são variáveis aleatórias com dis-
tribuições absolutamente contínuas com densidades
de probabilidades ƒj (ε) monotonicamente decrescen-
tes e concentradas em [0, )+∞ . As funções densidades
de probabilidades usualmente empregadas para mo-
delar ineficiências em modelos de fronteira satisfazem
essa propriedade. Um exemplo óbvio é o determinado
pela distribuição exponencial. A propriedade também
será satisfeita por truncamentos positivos da normal

),( 2σµN  se 0≤µ .
Os insumos, xj, j = 1,...,n são independentes e

obtidos por amostragem das funções densidades de
probabilidades )(xh j  que têm suporte contido em K.
As ineficiências jε  e os insumos jx  são indepen-
dentes.

A função de verossimilhança para o modelo
estatístico é dada por:

∏
=

−=
n

j
jjjjj xhyxgfgL

1

)())(()(

A proposição seguinte mostra que )(* xg n  é um
estimador não-paramétrico de máxima verossimi-
lhança para g (x).

•E
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Teorema 1. Entre  todas  as  funções  de  pro-
dução  definidas  em )( , ** xgK ni   maximiza L (g).
Qualquer outra função de produção )(xgo  tal que

)()( *
jnjo xgxg =  também maximiza L (g).

Demonstração: Para qualquer função de pro-
dução g (x), como )(* xg n  é de extrapolação mí-
nima )()( * xgxg n≥  em *

iK . Então
* ( ) ( )n j j j jg x y g x y− ≤ − . Como * ( ) 0n j jg x y− ≥

e )(εjf  decresce com ε  o resultado segue.   �

Teorema 2. Suponha que a seqüência de pa-
res ),( jjx ε  no modelo estatístico jjj xgy ε−= )(
seja gerada por observações independentes das fun-
ções densidades de probabilidade produto

)()( εjj fxh   em que:

1) A seqüência de densidades dos insumos
)(xh j  satisfaz

0 ( ) ( ) sup ( )  ( )j j j
j

l x inf h x h x W x< ≤ ≤ ≤

para funções integráveis l (x) e W (x) e x interior a
K.

2) As funções densidades de probabilidades
das ineficiências )(εjf  são tais que

( ) ( ) 0j jF u inf F u= > ,

em que εε dfuF
u

jj )()(
0∫=

e u > 0.
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Segue que, se 0x  for um vetor de *
iK interior a K,

)( 0
* xg n  converge quase certamente para )( 0xg .

Demonstração: Como g (x) é uma função
contínua, dado 0>∆  existe 00 >δ  tal que

),( 00 δxBx ∈  implica ∆−> )()( 0xgxg . Seja

{ }∆−>−∈= )()(  e  ),(),,( )( 00 xgxgxBxxA εδεδ .

Considere o evento { })(),( )( δεδ AxA jjj ∈= .
Como as funções l (x) e W (x) são integráveis e

0)()( 0 >∆+− xgxg  em ),( 00 δxB , pode-se esco-
lher 00 δδ <<  tal que:

∫ <<
),( 0

1)(0
δxB

dxxW ,

∫ <∆+−=<
),( 0

0

1))()(()(0
δxB

dxxgxgFxlp

Faça )}(),{( δε AxPp jjj ∈= . Tem-se:

( )0

0 0

( ) ( ) )

( , ) ( , ) 0
1 ( ) ( ) ( )  

g x g x

j jB x B x
W x dx h x f d dx

δ δ
ε ε

− +∆
> ≥∫ ∫ ∫

∫ ∆+−≥
),( 0

0

))()(()(                        
δxB

dxxgxgFxl ,

e segue que 10 <≤< jpp  para todo j. Por constru-

ção jjn yxg Min)(* ≥  para qualquer escala de opera-
ção admitida para a tecnologia subjacente. Assim, se

)(),( δε Ax jj ∈

∆−>−= )()( 0xgxgy jjj ε
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e ∆−>≥ )(Min)( 00
* xgyxg jjn .

Então, ∆<− )()( 0
*

0 xgxg n  e

n
n

j

c
j

c
n

j
jn pAPAPxgxg )1()()(})()({

11
0

*
0 −≤









=




















≤∆≥−

==
IU δδ .

A consistência forte segue da lei 0-1 de Borel-
Cantelli.   �

A Suposição 2 do Teorema 2 é satisfeita para
distribuições do tipo exponencial com parâmetros de
escala limitados inferiormente por uma constante
positiva. O mesmo é verdade para a família gama

1( , ) exp ( ) ( )j jr r
j j j jr x x rλ λ λ−Γ = − Γ  se os parâmetros

jj r  e  λ  pertencem a intervalos fechados [a, b] com
0 < a < b. Também se verifica para o truncamento
positivo da ),( 2

jjN σµ  se os parâmetros 2  e  jj σµ
pertencem a intervalos limitados.

Teorema 3.  Suponha que as hipóteses 1 e 2
do Teorema 2 são satisfeitas e que jx  seja interior a
K para todo j. Seja M um subconjunto fixo  de UTDs
definido pela escolha de algumas unidades entre as
n unidades participantes da  amostra. A distribuição
conjunta, assintótica, das ineficiências técnicas DEA

Mjyxg jjnnj ∈−=   ,)(**ε , coincide com a distribui-
ção conjunta das ineficiências Mjj ∈  ,ε .

Demonstração: Como )()( * xgxg nj ≥ , tem-se:

** )()( njjnjjj yxgyxg εε =−≥−= .
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Sejam jE  constantes e defina
}1{ mEA jjMjm +≤= ∈ εI . A seqüência mA  de-

cresce para }{ jjMj E≤∈ εI . Por sua vez, para todo m,
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Então,
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e, portanto,
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Mj
njjm

Mj
jnj m

PAPEP 1)(}{ ** εεεI

Como

)()( ***
jnjnjjjjnjj xgxgyy −=−+−=− εεεε ,

faça ∞→mn,  para obter pelo Teorema 2

{ }( )*limsup  ,    ({ , })nj j j j
n

P E j M P E j Mε ε
→∞

≤ ∀ ∈ ≤ ≤ ∀ ∈

Também

{ }I I
Mj Mj

jnjjj EE
∈ ∈

≤⊆≤ * }{ εε

Portanto,

{ }( )*liminf   ,  ({ , })nj j j jn
P E j M P E j Mε ε

→∞
≤ ∀ ∈ ≥ ≤ ∀ ∈  �
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Inferência Estatística

Teorema 3 é básico para o processo de inferência
estatística no contexto do modelo de fronteira de
produção determinístico. Permite o uso das aborda-
gens paramétrica e não-paramétrica ao problema de
inferência. Começa-se a discussão sobre o tema
mostrando-se, em geral, como construir intervalos
de confiança para as quantidades )( ixg .

Proposição 4.  Sob as hipóteses do Teorema 2,
seja iq̂  tal que { } αε −=≤ 1ˆ *

ini qP . O intervalo
]ˆ)( ),([ **

iinin qxgxg +  tem, aproximadamente, nível
pelo menos α−1  para )( ixg .

Demonstração: Como )()(*
iin xgxg ≤ , segue

que:

iiniiiiiin xgyxgxg εεεε +≤+=+−≤ )()()( ** .

Portanto, iini xgxg ε≤−≤ )()(0 * . Seja iq  o quantil
de iε  de ordem α−1 . Como ii q≤ε  implica

iini qxgxg ≤−≤ )()(0 * , segue-se que ])( ),([ **
iinin qxgxg +

tem nível pelo menos α−1 . Como para grande n
grande ini εε ~*  pelo Teorema 3, o resultado segue. �

•O
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Outros tópicos em teoria da estimação e testes
de hipóteses de interesse para a análise estatística do
modelo de produção determinístico DEA dizem res-
peito a especificações alternativas do modelo de
fronteira de produção. Nesse contexto, tem-se inte-
resse em avaliar a bondade do ajuste do modelo de
produção  e na determinação da  significância de
fatores que causam ineficiências. As duas proposi-
ções seguintes tratam de instâncias particulares des-
ses problemas quando as ineficiências são iid com
distribuição comum exponencial ou meia-normal.
Os resultados originalmente devem-se a Banker
(1993). Aqui, os mesmos são refinados e incluem
uma medida de bondade de ajuste.

Proposição 5.  Sob as hipóteses do Teorema 2,
suponha que os iε  sejam iid (independente e identi-
camente distribuídos) com densidade comum expo-
nencial 0  ,0  },exp{)( >>−= ελλελεf . Seja M
um subconjunto de UTDs com m elementos. Então:

1) A quantidade *2 niMi ελ ∈∑  tem, aproxima-
damente, distribuição qui-quadrado com 2m graus
de liberdade.

2) Se M é o conjunto de todas as UTDs, então

s
ni

n
i

*
12 ε=∑

,

em que s é o desvio-padrão dos resíduos estimados
*
niε , e tem, aproximadamente, distribuição qui-

quadrado com 2n  graus de liberdade.

Demonstração: Como as ineficiências iε  são
exponenciais iid com parâmetro λ , então
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iMi ελ ∈∑2  é qui-quadrado com 2m graus de liber-
dade. Se M coincidir com a amostra a distribuição é
qui-quadrado com 2n graus de liberdade.

Seja )(uFn  a função de distribuição do qui-
quadrado com 2n graus de liberdade. Dados u, v > 0,
como as densidades qui-quadrado são uniforme-
mente limitadas, existe uma constante C tal que:

| |   |)()(| vuCvFuF nn −≤− .

Seja )(ˆ uFn  a função de distribuição de
ρε i

n
i 12 =∑ , em que ρ  é o desvio-padrão amostral

dos iε . Como )()(ˆ uFuF nn λρ= , segue que:

uFuF nn |1 |C(u))(ˆ| −≤− λρ .

Os resultados 1 e 2 são portanto verdadeiros
para as ineficiências iε  uma vez que ρ  é fortemente
consistente para 1−λ . Pelo Teorema 3 são também
válidos, aproximadamente, para os *

niε .

Proposição 6.  Sob as hipóteses  do Teorema
2, suponha os iε  iid com distribuição comum com
densidade meia-normal

( ) 0  ,0  },2exp{22)( 22 >>−= εσσεπσεf .

Seja M um subconjunto qualquer de UTDs
com m elementos, então:

1) A quantidade 22* )( σε niMi∈∑  tem, aproxi-
madamente, distribuição qui-quadrado com m graus
de liberdade.



30

2) Se M é o conjunto completo de DMUs, as quanti-
dades

2*

2*
1

1 )(
)(2

n

ni
n
iS
ε
ε

π
=∑







=

e

2

2*
1

2
)(21

s
S ni

n
i ε

π
=∑







 −=

em que 2*   e  snε  representam a média e o desvio-
padrão amostral dos *

niε , respectivamente, têm,
aproximadamente, distribuição qui-quadrado com n
graus de liberdade.

Demonstração: Sob as hipóteses da proposi-
ção, 22 σε iMi∈∑  é qui-quadrado com m graus de
liberdade. Se M coincide com a amostra, a distribui-
ção será chi-quadrado com n graus de liberdade.
Como a média da distribuição meia-normal é

πσ 2 , a variância é 22 )21( σπ−  e as densidades
qui-quadrado são uniformemente limitadas, segue
que os resultados 1 e 2 são verdadeiros para as inefi-
ciências iε . Pelo Teorema 3, são também verdadei-
ros para *

niε .  �

Os resultados do item 2 das Proposições 4 e 5
dizem respeito essencialmente a medidas de bonda-
de de ajuste e servem ao propósito de testar se as in-
eficiências são iid com a distribuição comum especi-
ficada (exponencial ou meia-normal). Um teste al-
ternativo da mesma hipótese, com sabor não-
paramétrico, pode ser levado a cabo quando a distri-
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buição hipotetizada subjacente é exponencial. Esse é
o teste de Lilliefors (Conover, 1998) que é uma es-
tatística do tipo Kolmogorov-Smirnov. Um resultado
análogo para a distribuição meia-normal não é do
conhecimento do autor. Em qualquer caso, contudo,
gráficos probabilísticos do tipo quantis-quantis (QQ
plots) podem sempre ser usados na inspeção de des-
vios dessas especificações distribucionais (exponen-
cial, meia-normal, etc.) de natureza paramétrica.

Os resultados do item 1 das Proposições 4 e 5
podem ser usados para avaliar diferenças em efi-
ciência técnica entre dois grupos M1 e M2 de UTDs
com m1 e m2 elementos respectivamente. Se os gru-
pos não diferem, as razões

2*

2*

*

*

)(

)(
  e  

2

1

2

1

niMi

niMi

niMi

niMi

ε

ε

ε

ε

∈

∈

∈

∈

∑

∑

∑

∑

têm distribuição F com (2m1, 2m2) e (m1, m2) graus
de liberdade, respectivamente, dependendo da hipó-
tese distribucional imposta para as ineficiências, isto
é, exponencial ou meia-normal. O mesmo teste pode
ser empregado para acessar a escala de operação de
g (x) (não das UTDs individuais) sob a hipótese iid
para os iε . Considere por exemplo o problema de
testar se g (x) apresenta retornos à escala constantes.
Sob a hipótese nula, quer dizer, sob retornos cons-
tantes, os resíduos calculados sob retornos variáveis
(v) se comportam de modo análogo aos resíduos sob
retornos constantes (c). Desse modo, as razões

2*

2*

*

*

)(

)(
  e  

2

1

2

1

v
niMi

c
niMi

v
niMi

c
niMi

ε

ε

ε

ε

∈

∈

∈

∈

∑

∑

∑

∑
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são aproximadamente F (2n, 2n) e F (n, n), respecti-
vamente, sob a hipótese nula.

O teste de Smirnov-Kolmogorov também pode
ser usado para o teste da escala de operação com in-
eficiências iid quando não há interesse em modelar
uma distribuição específica para as ineficiências.
Nessa instância, se G1 (u) e G2 (u) são as funções de
distribuição das ineficiências sob as hipóteses de
retornos constantes e variáveis, respectivamente,
quer-se testar H : G1 (u) = G2 (u) contra A : G1 (u) <
G2 (u), pois as ineficiências sob retornos constantes
serão sempre maiores ou iguais que as ineficiências
obtidas sob retornos variáveis.

O procedimento não-paramétrico padrão para
a comparação de dois grupos de UTDs é o teste de
Mann-Whitney (Conover, 1998). Para mais de dois
grupos, a estatística apropriada é a de Kruskal-
Wallis (Conover, 1998). Esses testes são robustos à
presença de heteroscedasticidade e de observações
atípicas (outliers) nos dados (Wonnacot & Wonna-
cot, 1984).

Faz-se mister observar aqui que os Teoremas 2
e 3 permitem especificações paramétricas mais fle-
xíveis para a distribuição das ineficiências que
aquelas sugeridas pelas Proposições 4 e 5. Suponha
que z0, . . ., zl sejam variáveis que, acredita-se, po-
tencialmente explicam ineficiências. Seguindo a
abordagem de Coelli et al. (1998) na análise de
fronteira de produção estocástica, postula-se que:

εi = zi0δ0 + ... + zilδ l  + ei
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em que os jδ  são parâmetros desconhecidos, os zij

são realizações de zj, e ei tem distribuição normal
truncada ),0( 2σN  em – µi, com µi = zi0δ0+...+zilδl.
Essas suposições são consistentes com truncamentos
não-negativos da 2

iN( , )µ σ . Esse modelo pode ser
estimado pelo método de máxima verossimilhança
com os *

niε  substituindo os iε . Sabe-se que a média
do truncamento positivo da 2

iN( , )µ σ  é

ii σλµ +

e que a variância é

)](1[2
iii λσµλσ +−

em que
)(
)(

σµ
σµφ

λ
i

i
i Φ

= ,

com (.)  e  (.) Φφ  sendo as funções de densidade e de
distribuição da normal padrão, respectivamente.
Como a média e a variância são funções monotôni-
cas de iµ , a formulação admite heteroscedasticida-
de. As comparações entre grupos no contexto estu-
dado pelas Proposições 4 e 5 podem ser levadas a
efeito nesse ambiente mais geral tomando os zj como
variáveis indicadoras. Permite-se qualquer número
de grupos.
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Uma Aplicação

Sistema Embrapa de Pesquisa compõe-se de 37 cen-
tros de pesquisa. Esses centros estão distribuídos
pelo País e são classificados segundo suas missões e
objetivos de pesquisa como centros ecorregionais (e,
13 centros), centros de produto (p, 15 centros) e
centros temáticos (t, 9 centros). A Empresa monitora
28 variáveis de produção e 3 variáveis de insumo em
seu sistema de produção de pesquisa. Não se preten-
de descrever em detalhes a natureza dessas variáveis
aqui. Apenas um breve resumo será apresentado.
Uma descrição completa é encontrada em Souza
et al. (1999). As variáveis de produção são classifi-
cadas em quatro categorias: Produção Científica (3),
Produção de Publicações Técnicas (6), Desenvolvi-
mento de Tecnologias, Produtos e Processos (8) e
Difusão de Tecnologias e Imagem (11). A categoria
de Produção Científica inclui a publicação de capí-
tulos de livro, de artigos em periódicos com referato
e de artigos e resumos em proceedings de congres-
sos e reuniões técnicas. A categoria de Produção de
Publicações Técnicas agrupa as publicações produ-
zidas nos centros de pesquisa visando principal-
mente ao negócio e à produção agrícola. Típico des-
sa categoria são as instruções e recomendações téc-
nicas que são publicações escritas em linguagem
simplificada e dirigidas a extensionistas e fazen-
deiros. Tais publicações contêm recomendações
técnicas com respeito a sistemas de produção agro-
pecuária.

•O
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Na categoria de Desenvolvimento de Tecnolo-
gias, Produtos, e Processos, agrupam-se variáveis
relacionadas ao esforço feito por uma unidade de
pesquisa para tornar sua produção disponível para a
sociedade na forma de um produto final. Típico des-
sa categoria é a produção de novas cultivares e va-
riedades de planta. Finalmente, a categoria de Difu-
são de Tecnologias e Imagem inclui variáveis relaci-
onadas ao esforço de uma unidade em tornar seus
produtos conhecidos pelo público e ao marketing de
sua imagem. Típico nessa categoria é a organização
de dias de campo e de unidades de demonstração. O
objetivo da primeira é a difusão de conhecimento,
tecnologias, e inovações aos fazendeiros e extensio-
nistas, e o da última, é o de demonstrar resultados de
pesquisa já na forma de um produto acabado.

Os três insumos considerados são x1-custos de
pessoal, x2-custos operacionais e x3-custos de capital.

As variáveis de produção da Embrapa constam
da Tabela 1. Uma única medida de produto é ali
apresentada como resultado de uma média pondera-
da dos 28 índices de produção definidos pelo con-
junto de variáveis de produto. Note-se que cada
componente dessa média é um índice que mede de-
sempenho relativamente a um ponto de referência.
Dessa forma, a produção combinada dá informação
sobre quanto cada centro de pesquisa desvia-se, em
média, de um padrão básico especificado para todo o
conjunto de variáveis de produto. Os insumos tam-
bém estão medidos como índices relativos a um
ponto de referência. Para os dados da Tabela 1, o
ponto de referência para cada variável, quer se trate
de insumo ou produto, foi escolhido como a média
da Empresa no ano de 1999.
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Tabela 1. Dados de produção da Embrapa, em 1999.

Unidade Tipo Produto (y) Insumo (x1) Insumo (x2) Insumo (x3)

1 t 1.771 2.050 2.690 2.575
2 p 0.965 0.879 0.593 0.614
3 t 1.235 0.648 0.704 0.866
4 p 1.414 1.434 0.904 1.188
5 t 1.027 1.055 1.731 0.881
6 p 0.460 0.626 0.462 0.539
7 t 1.166 0.324 0.458 0.580
8 p 1.055 0.996 0.731 0.893
9 p 0.560 1.099 1.323 1.242

10 p 1.620 1.466 0.894 1.392
11 p 1.717 1.053 0.970 1.160
12 t 0.971 0.848 1.488 1.324
13 p 1.173 1.122 1.689 0.752
14 p 2.349 1.626 2.097 1.652
15 t 1.362 0.915 0.620 0.987
16 p 0.956 0.833 0.995 1.112
17 p 2.192 1.466 1.501 1.892
18 p 1.043 1.196 0.722 0.968
19 t 0.924 0.411 0.492 0.741
20 p 0.375 0.646 0.762 0.942
21 e 0.746 1.194 1.895 0.915
22 e 3.222 2.093 1.389 1.825
23 e 1.391 1.760 1.220 2.043
24 e 0.465 0.552 0.786 0.624
25 e 0.724 0.341 0.359 0.344
26 e 0.671 0.613 0.571 0.440
27 e 0.518 0.361 0.368 0.385
28 e 0.699 1.140 0.918 0.876
29 e 0.955 0.542 0.590 0.443
30 e 0.175 0.567 0.448 0.650
31 e 0.394 0.896 0.916 0.608
32 e 0.969 1.412 1.575 0.781
33 e 2.060 2.794 1.919 1.942
34 p 0.848 0.656 0.508 0.874
35 p 0.239 0.468 0.527 0.509
36 t 1.436 0.745 0.880 1.229
37 t 0.274 0.173 0.326 0.210

A definição de um sistema de pesos que sirva
ao propósito da obtenção de uma medida univariada
representativa do output é uma tarefa difícil. No caso
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da Embrapa, os pesos foram definidos como resulta-
do de uma enquete que envolveu 500 pesquisadores
e todos os administradores da Empresa. A cada par-
ticipante do programa amostral pediu-se que mani-
festasse na escala 1 (menos importante) a 5 (mais
importante) sua percepção sobre a importância de
cada categoria de produção e de cada variável de
produção em uma determinada categoria. O modelo
postulado na análise desses dados é conhecido como
Lei dos Julgamentos Categóricos e é derivado da Lei
dos Julgamentos Comparativos proposta por Thurs-
tone (1927). Essa lei teve seu uso popularizado em
economia por McFadden (1974, 2001), que a utiliza
para modelar preferências.

A Lei dos Julgamentos Categóricos tem por
objetivo transformar a escala de percepção ordinal e
individual dos avaliadores numa escala intervalar
representativa da população da qual a amostra de
avaliadores foi extraída. A importância relativa de
cada variável pode então ser determinada tendo por
base as diferenças estimáveis na escala contínua. Os
resultados obtidos por esse processo são semelhantes
aos gerados pelo método AHP de Saaty (1994). Mais
detalhes em relação à Lei dos Julgamentos Categóri-
cos (Comparativos) são encontrados em Torgerson
(1958), Kotz & Johnson (1989), Nunnally & Bers-
tein (1994), Souza & Ávila (2000) e Souza (2001).

Ilustram-se agora os resultados teóricos da Se-
ção 4. A Tabela 2 mostra as eficiências técnicas cal-
culadas sob as hipóteses de retornos constantes (rc),
retornos variáveis (vr), as estimativas )(* xg n  dos
valores da função de produção g (x) e os resíduos
(evr) njε  calculados sob a hipótese de retornos
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Tabela 2. Dados de produção da Embrapa, em 1999:
eficiência técnica retornos constantes (cr); eficiência
técnica retornos variáveis (vr); resíduos retornos va-
riáveis (evr); fronteira estimada sob retornos variá-
veis ))(( * xg n ; escala de operação (regiões de retor-
nos decrescentes, crescentes e constantes).

Unidade Tipo g*n  (x) cr vr evr Escala
1 t 3.174 3.003 1.792 1.403 Decrescente
2 p 1.229 1.321 1.274 0.264 Decrescente
3 t 1.542 1.416 1.248 0.307 Decrescente
4 p 2.152 1.629 1.522 0.738 Decrescente
5 t 1.673 1.845 1.629 0.646 Decrescente
6 p 1.095 2.387 2.381 0.635 Decrescente
7 t 1.166 1.000 1.000 0.000 Constante
8 p 1.685 1.709 1.597 0.630 Decrescente
9 p 2.066 4.608 3.690 1.506 Decrescente
10 p 2.129 1.404 1.314 0.509 Decrescente
11 p 2.013 1.370 1.172 0.296 Decrescente
12 t 1.775 2.762 1.828 0.804 Decrescente
13 p 1.463 1.381 1.247 0.290 Decrescente
14 p 2.678 1.479 1.140 0.329 Decrescente
15 t 1.523 1.159 1.119 0.161 Decrescente
16 p 1.757 2.387 1.838 0.801 Decrescente
17 p 2.494 1.736 1.138 0.302 Decrescente
18 p 1.750 1.764 1.678 0.707 Decrescente
19 T 1.240 1.355 1.342 0.316 Decrescente
20 p 1.543 5.076 4.115 1.168 Decrescente
21 e 1.731 2.646 2.320 0.985 Decrescente
22 e 3.222 1.098 1.000 0.000 Decrescente
23 e 2.833 2.232 2.037 1.442 Decrescente
24 e 1.243 2.793 2.674 0.778 Decrescente
25 e 0.724 1.000 1.000 0.000 Constante
26 e 0.945 1.410 1.408 0.274 Decrescente
27 e 0.764 1.541 1.475 0.246 Constante
28 e 1.664 2.639 2.381 0.965 Decrescente
29 e 0.955 1.000 1.000 0.000 Constante
30 e 1.122 6.536 6.410 0.947 Constante
31 e 1.227 3.322 3.115 0.833 Decrescente
32 e 1.509 1.736 1.558 0.540 Decrescente
33 e 3.224 1.965 1.565 1.164 Decrescente
34 p 1.277 1.524 1.506 0.429 Decrescente
35 p 1.058 4.444 4.425 0.819 Decrescente
36 t 1.654 1.560 1.152 0.218 Decrescente
37 t 0.274 1.585 1.000 0.000 Constante
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variáveis. Os cálculos foram levados a efeito com o
uso do software DEAP v 2.1 (Coelli et al., 1998).

A Tabela 3 mostra os valores das estatísticas
de bondade de ajuste para evr (resultado 2 das Pro-
posições 5 e 6) para o caso iid com hipóteses distri-
bucionais exponencial e meia-normal. Rejeita-se a
hipótese exponencial, mas não há evidência sufi-
ciente para rejeitar a distribuição meia-normal. Na
Fig. 1, mostra-se o nível dos dois ajustes por meio
do gráfico de quantis. A mensagem do gráfico é a de
que a distribuição meia-normal realmente se ajusta
melhor aos dados. O teste estatístico também indica
que a variável tipo de centro de pesquisa não afeta a
ineficiência técnica significativamente.

Tabela 3. Bondade do ajuste para as distribuições
exponencial e meia-normal.

Distribuição gl Qui-quadrado Valor p
Exponencial 74 101.03 0.020
Meia-normal (S1) 37 35.85 0.523
Meia-normal (S2) 37 38.14 0.417

Fig. 1. Gráficos de quantis (QQ plots) para evr: exponencial
    (+) e meia-normal (*).
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Para ilustrar um modelo com uma especifica-
ção heteroscedástica, como na Seção 4, e, concomi-
tantemente, visando acumular evidência adicional,
dando suporte aos resultados acima, ajustou-se aos
resíduos *

niε  o truncamento positivo da normal
),( 2σµ iN  com

22110 iii DD δδδµ ++= ,

em que Di1 e Di2 são as realizações das variáveis in-
dicadoras dos grupos t e p respectivamente. Esse
modelo foi estimado pelo método de máxima veros-
similhança com o uso do PROC NLMIXED do SAS
versão V8.2. A hipótese nula 0210 === δδδ  impli-
ca a especificação meia-normal para as ineficiências
e nenhum efeito de tipo. O teste é levado a efeito
com o uso da razão de verossimilhança. Dois mo-
delos estão envolvidos. O modelo completo sem
restrições nos parâmetros e o modelo reduzido que
impõe 0=iµ  para todo i. Vê-se na Tabela 4 que não
há evidência para a rejeição da hipótese nula.

Tabela 4. Teste da razão de verossimilhança de
0210 === δδδ .

Modelo -2 log verossi-
milhança

dif gl Valor p

Completo 27.10 - -
Reduzido (meia-normal) 28.90 1.80 3 0.614
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Embora não tenham sido detectadas diferenças
de tipo na análise conjunta e, desse modo, nenhum
teste adicional seja necessário, a título de completu-
de, mostram-se as comparações entre os pares de ti-
pos na Tabela 5. Como esperado, em face dos resul-
tados anteriores, nenhuma das estatísticas é signifi-
cante.

Tabela 5. Valores da estatística F para comparações
de grupos sob a hipótese de distribuição meia-
normal. Nenhum é significante no nível de 5%.

Tipo de unidade E P T
E - 1.197 1.670
P - 1.396

Como a hipótese de ineficiências iid com den-
sidade comum meia-normal não é rejeitada, pode-se
determinar intervalos de confiança individuais para

)( ixg  com coeficiente de confiança de pelo menos
95%. Esses intervalos são obtidos simplesmente so-
mando-se a quantidade )(  a  4.1ˆ96.1ˆ *

in xgq == σ . A
quantidade 5117.0ˆ 2 =σ  é a estimativa de máxima
verossimilhança de  2σ .

Consideram-se agora questões de escala de
operação. A Tabela 6 mostra testes paramétricos e
não-paramétricos da hipótese de retornos constantes
(versus retornos variáveis). Note que esse é um teste
global que diz respeito à função g (x) e não um teste
relativo à escala de operação dos centros de pesquisa
individuais. O teste não-paramétrico unicaudal não
rejeita a hipótese de retornos constantes ao nível de
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5%, mas o resultado é marginal. A utilização da mé-
trica herdada da densidade meia-normal rejeita a hi-
pótese no mesmo nível. Desse modo, somos levados
a assumir a hipótese mais geral de retornos variá-
veis.

Tabela 6. Testes paramétricos e não-paramétricos
da hipótese de retornos constantes versus retornos
variáveis.

Distribuição Estatística Valor crítico (5%)

Livre (Smirnov-Kolmogorov) D = 0.216 0,270
Meia-normal F = 2.469 1,730

Na análise DEA, é possível identificar a região
de operação de cada UTD relativamente à função de
produção estimada )(xg n  obtida sob a hipótese de
retornos variáveis. Cada UTD é identificada como
operando nas regiões de rendimentos crescentes, de-
crescentes ou constantes (ótimos) segundo os crité-
rios seguintes. Se uma UTD é eficiente sob a hipóte-
se de retornos constantes, diz-se que ela opera na re-
gião de retornos constantes. Se a estimativa de efici-
ência DEA da UTD obtida sob a restrição K3 (retor-
nos decrescentes) difere da estimativa sob a restrição
K4 (retornos variáveis), diz-se que a UTD ineficiente
opera na região de retornos crescentes. Se essas duas
medidas de ineficiência coincidem, diz-se que a
UTD ineficiente opera sob retornos decrescentes. Os
resultados sobre escala de operação que encontra-
mos para os dados da Tabela 1 encontram-se na Ta-
bela 2.
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A classificação dada na Tabela 2 é importante
por razões administrativas, pois fornece indicação
das ações de produção que podem ser implementa-
das por uma unidade ineficiente para se tornar mais
eficiente. Se um par de observações (x, y) é inefici-
ente e está situado em uma região de retornos cres-
centes, a indicação é de que iy  é muito pequeno
para que a unidade seja eficiente. Ademais, se o par
está situado em uma região de retornos decrescentes,

ix  é muito grande para que a unidade possa ser efi-
ciente. No primeiro caso, a recomendação óbvia é
portanto o aumento de produção provavelmente
acompanhado de um aumento no nível de uso de in-
sumos, e, no segundo, o programa adequado é o de
redução de gastos com insumos. Veja Färe et al.
(1994) para mais detalhes sobre esse assunto.

Conclui-se esta seção com a discussão de um
procedimento sugerido por Brocket & Golany
(1996) para avaliar diferenças em eficiências entre
dois grupos de UTDs. O procedimento se aplica a
modelos com insumos e produtos múltiplos, é não-
paramétrico e serve ao propósito de ilustração adici-
onal de algumas das análises empíricas viáveis no
contexto DEA. A idéia do teste é a de comparar pro-
cessos ou programas de produção ao invés das efi-
ciências técnicas originais. Esse objetivo é alcançado
em dois passos. Primeiramente, leva-se a efeito uma
análise DEA interna a cada grupo. As unidades ine-
ficientes são então projetadas nas fronteiras dos res-
pectivos grupos. Essas projeções são as quantidades

)(*
in xg  obtidas dentro de cada grupo. Tais produ-

ções são eficientes já que representam o máximo de
produção realizável no grupo, dado o nível de utili-
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zação de insumos dentro do grupo. Com esses valo-
res projetados, estima-se um DEA global. As efi-
ciências técnicas assim corrigidas são avaliadas
quanto à diferença entre grupos por meio de testes
não-paramétricos. Os testes indicados são os de
Mann-Whitney e Kruskal-Wallis (Conover, 1998),
respectivamente, dependendo se dois ou mais grupos
estão envolvidos na comparação de interesse.

Para os dados da Embrapa, embora um efeito
significante de tipo não tenha sido encontrado para
as ineficiências não projetadas, diferenças progra-
máticas existem. O teste de Kruskal-Wallis global é
significante como também o de Mann-Whitney para
todas os três pares de ecomparação de interesse T-E,
T-P e E-P. Encontra-se que P e T dominam E e que
P domina T. Dominância no sentido não-paramétrico
aqui descrito significa maior posição ou posto (rank)
de ineficiência média e por conseguinte menos efici-
ência, uma vez que estamos lidando com medidas
DEA orientadas para produto.

Conclusão

emonstrou-se que os estimadores DEA de funções
de produção têm a propriedade da máxima verossi-
milhança, são fortemente consistentes, e convergem
em distribuição sob hipóteses que não excluem a
possibilidade de heteroscedasticidade. O conjunto de

•D
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suposições distribucionais mais fracas quanto ao
comportamento dos resíduos imposto para a obten-
ção desses resultados representa a diferença princi-
pal relativamente aos resultados de Banker (1993).
O contexto no qual os resultados estatísticos são de-
rivados é determinístico, pois os únicos componen-
tes estocásticos permissíveis no modelo de produção
são resultado de tão-somente ineficiências técnicas.
Os resultados obtidos são assintóticos e permitem a
implementação de uma estratégia de modelagem
flexível para a explicação de ineficiências por meio
do uso da análise de regressão. A abordagem é deri-
vada da distribuição normal truncada e também não
exclui heteroscedasticidade.

Foram obtidos procedimentos estatísticos sim-
ples, de natureza paramétrica, para a avaliação de
desvios do modelo de produção relativamente à
fronteira determinística com ineficiências iid, com
distribuição meia-normal ou com ineficiências iid
exponenciais. Se uma dessas hipóteses distribucio-
nais se verifica, é possível avaliar também a escala
de operação e classificações de interesse no conjunto
de UTDs, por meio de testes estatísticos paramétri-
cos e não-paramétricos.

Finalmente, os resultados teóricos foram apli-
cados na avaliação do processo de produção de uma
instituição estatal – a Embrapa, que é responsável
por grande parte da pesquisa agrícola levada a cabo
no Brasil. Nessa aplicação, há evidência de que o
modelo de produção seja determinístico e que tenha
ineficiências iid com densidade comum meia-
normal. Encontrou-se evidência contra retornos
constantes e admitiu-se que o modelo determinístico
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mostra retornos variáveis. Concluiu-se também que
as ineficiências técnicas não diferem entre tipos de
UTDs (centro de pesquisa), mas mostram diferenças
programáticas significantes.
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