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Modelizacion de la fugacidad por un sistema
de control dinamico

Rafael Brul , José Maria Carrasco? y Lourival C. Paraiba3

Resumen

Un analisis dei modelo para la distribucion no estacionaria de la fugacidad de un
compuesto en el ambiente es presentado. EI modelo es un sistema de control dinamico
continuo, al que se le aplica una discretizacion. Propiedades de este modelo como no
negatividad y estabilidad dei mismo son estudiadas. Por Gltimo, un algoritmo para
determinar los valores de la fugacidad en funcidn dei tiempo es presentado v sirve para
observar el estado de equilibrio estacionario de un compuesto quimico.
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1 Introduccion

En este trabajo, con el objetivo de analizar el modelo de fugacidad Nivel 1V [3] presentamos
una modelizacion para el comportamiento ambiental de compuestos quimicos en un sistema
sencillo constituido por los compartimentos aire, agua y sedimento, en el que las ecuaciones
dei balance de masa son obtenidas suponiendo que las fugacidades no estan en equilibrio,
que son conocidas un numero finito de emisiones y que hay transferencias, reacciones y
advecciones dei compuesto.

Presentaremos una solucion numérica para el modelo de fugacidad Nivel IV y un analisis
de la estabilidad asintdtica dei sistema de control lineal invariante en el tiempo para este
nivel y probaremos que la matriz dei sistema es estable o convergente y que consecuente-
mente en un tiempo finito, el sistema presentara fugacidades nulas después de cerradas las
emisiones. Este tiempo es importante en la determinacion de la persisténcia dei compuesto
en el ambiente y dei tiempo necesario para que los compartimentos ambientales presenten
concentraciones bajas después de cerradas las emisiones dei compuesto.
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El concepto de fugacidad ha sido usado como el fundamento de varios modelos de
simulacién y analisis dei comportamiento ambiental de plaguicidas. Pero todos los trabajos
empiezan su metodologia de analisis suponiendo que la dinamica de la fugacidad esta en
estado de equilibrio estable. En este trabajo presentaremos una metodologia relativamente
simple de andlisis dei modelo de fugacidad para la dinamica de distribucion de la fugacidad
entre los compartimentos en estado transitorio no estable.

Cuando un compuesto quimico es introducido en el ambiente, su distribucion en varios
compartimentos dei ambiente tal como aire, agua, suelo, sedimento, plantas, mamiferos,
peces, etc., puede ser calculada conforme su tendencia al escape de estos compartimentos
que esta definida por la fugacidad y la capacidad de fugacidad.

2 Modelo de fugacidad mediante un sistema de control

La fugacidad es una magnitud termodinamica relacionada con el potencial quimico o la
actividad que caracteriza la tendencia de escape de un compuesto [4] y [5]. En el equilibrio,
las fugacidades en unidades de presion son iguales en todos los compartimentos que estan
en equilibrio; pero el equilibrio no es un estado que se alcance instantdneamente después de
cerradas las emisiones dei compuesto.

El modelo que presentaremos esta dirigido para investigar la dindmica dei compuesto
antes que éste alcance el estado de equilibrio pero para este fin es importante conocer la
naturaleza de la estabilidad dei sistema de ecuaciones diferenciales dei sistema o de las
ecuaciones en diferencias obtenidas al discretizar el sistema original.

La relacién entre la fugacidad y la concentracion esta dada por:
C=2zf (D

donde C es la concentracion en (mozZ/m3), T es la fugacidad en unidades de presion Pa
(Pascal) y Z es la capacidad de fugacidad en (mol/m3Pa).

La estimacion de la capacidad de fugacidad Z de un compuesto en un compartimento
depende de la naturaleza dei compartimento y de los coeficientes de particién dei compuesto
en este compartimento. En la atmosfera es siempre asumido que la fugacidad de un com-
puesto es igual a la presion parcial, el cual por su parte puede ser expresado en términos de
la concentracion en el aire Ca por la ecuacion dei gas ideal dada por:

fa = Ca/RT 2
donde R es la constante dei gas ideal dada en (m3Pa/mol) y T es la temperatura en °K.

La fugacidad de un compuesto disuelto en el agua es aln aproximada por la presién
parcial de vapor. La presion parcial, segin la Ley de Henry, es proporcional a la concentra-
cion:

fw = HCW 3)

donde H es la constante de Henry en (mol/m3Pa).
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En el sedimento la concentracion de un compuesto adsorbido Cs puede ser expresado
usando el coeficiente de adsorcion kj, la concentracion dei compuesto en el agua Cu y por
la densidad dei sedimento p,, consecuentemente Cs = k" Cwps.

En equilibrio, la fugacidad dei compuesto en agua fw, es igual a la fugacidad dei
compuesto adsorbido fs en el sedimento, consecuentemente por (3)

f, = HCW. O]

En un sistema no estacionario, las fugacidades son funciones dei tiempo y pueden ser
determinadas de un sistema de ecuaciones diferenciales describiendo el balance de masa total
durante un intervalo de tiempo infinitesimal dt. En estas circunstancias, la capacidad de
almacenamiento de un compartimiento i esta dada por el producto de su volumen K por su
capacidad de fugacidad Z,. Las emisiones en cada uno de los compartimentos como funcion
dei tiempo en (mol/h) son denotadas por: E{ = Ei(t) donde i = 1,2,3. Las velocidades de
los procesos de transformacion son expresadas en términos de los valores r,, el coeficiente
de velocidad de reaccion, donde viViZi esta dado en (mol/hPa).

Cuando existe un gradiente de fugacidad entre dos compartimentos i y j entonces
resulta un flujo dei compuesto en la direccidon dei gradiente de fugacidad. El flujo dei
compuesto es el producto de la diferencia (/, — /,) por la conductancia dij entre los dos
compartimentos. Los coeficientes de conductancia o transferencia dij v dj, son iguales y
positivos. Las diferencias (/, — fJ) son positivas 0 negativas dependiendo de la direccion dei
transporte el cual esta determinado por los valores relativos de /, y 3.

La adveccion en cada compartimento esta dado por una velocidad constante definida
como la suma algebraica entre el flujo de entrada GiCbi y el flujo de salida GiZiJi, donde G,
es el flujo de aire, agua o sedimento entrando en el compartimiento i con una concentracion
Cbi y saliendo de éste con una concentracion C,.

La variacion de incrementos de la fugacidad en el tiempo esta entonces calculada para
cada uno de los compartimentos usando el balance de masael cual es descrito por el siguiente
sistema en forma matricial:

f= + (5)
donde:
—GiZi — <zi2 — riVizi di2 0
ViZi ViZi
A= di2 —G272 — di2 — d23 — r2v2z2 d23
- v2z2 v2z) V272
0 A3 —G373 — d23 — r3V3z3
V3Z3 V3z3

Ei(t) + GiCbi  E2(t) 4- G2Cb2?  £3") + G3CB3 T P [ dfi df. dfa
Vizx V272 V3z3 T dt dl dt

f(t) = [ /1()) /2(t) /3@) JT,/(O) = [ A(0) 72(0) /3(0) Ty B =J.
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La ecuacién (5) admite la siguiente solucion integral entre 0 y t:

f(t) = eA7(0)+ J eA->Bu(r)dT (6)

0

Sea n el nimero de emisiones y T el intervalo de tiempo entre cada emisién. Dis-
cretizando la ecuacion (6), por el método presentado en [7], para cada t = KT, donde
k=0,1,2,..., (h - 1) se tiene:

f((k + 1)T) = W(DF(KT) + H(T)u(kT) @)

donde W(T) = eAT; H(T) = ByA=T-—t Obsérvese que las matrices W y
H dependen de T.

Teorema 1. El sistema de control discreto definido por el par (W(T),H(T)) es positivo
[2] es decir, los componentes de las matrices 1V(T) y H(T) son no negativos.

Demostracion: A es esencialmente no negativa ya que 3 6 > 0 suficiente grande, por ejemplo
6 > maxi=i,2,3 {flu} tal que se cumple (A + 61) > 0. Entonces por el Teorema (3.12) de
Berman y Plemmons [1], WZ(T) = eAT > 0, y por la monotonia de la integral H(T) —
~Je'4AdAN B > 0. ]

Como consecuencia practica de este teorema se deduce que si aplicamos controles no nega-
tivos y las condiciones iniciales son no negativas entonces siempre se obtienen vectores de
estado, en nuestro problema las fugacidades, no negativos.

Una vez fijo el intervalo de tiempo entre cada emisién el valor de T y de las matrices W'y
H son constantes. Estamos suponiendo que las emisiones Ei = E,(t) y consecuentemente los
vectores u — u(t) son constantes en el intervalo entre dos instantes de emisiones consecutivas
cualesquiera, es decir, u(i) = u(kT), para KT <t < kKT +T.

Asi, si son conocidas, para los tiempos correspondientes a los valores de k = i, 1,2,
---,(n— 1), las emisiones Ei(kT) para cada compartimento i y consecuentemente la se-
cuencia de vectores u(kT) entonces, es posible calcular las fugacidades y las respectivas
concentraciones en estos tiempos para cada uno de los compartimentos aire, agua y sedi-
mento usando la ecuacién (7). Notemos que u(i) = 0 para todo t > nT y que el sistema (7)
esta determinado por:

f((k + DT) = W(T)f(KT) (8)

para k > n. Veremos mas adelante que la discretizacion (7) tiene la propiedad de mantener
el punto de equilibrio y la estabilidad de la ecuacion (5).

El modelo dado por laecuacion (5) y su correspondiente solucion (6) o alternativamente
la solucion en discretizacion (7) supone que el volumen de cada compartimento es constante,
que las emisiones son conocidas para cada tiempo kt en el intervalo de tiempo [0: (n — 1)T]
y que para los tiempos fuera de este intervalo las emisiones son nulas.
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2.1 Andlisis de la estabilidad asintotica de] modelo

Dado que la matriz A dei sistema descrito por laecuacion (5) no es funcion dei tiempo, este
sistema se denomina invariante en el tiempo Existen muchos métodos para lainvestigacion
de la estabilidad asintdtica de sistemas lineales invariantes en el tiempo. Por ejemplo, para
el sistema continuo descrito por la ecuacion (5) se puede decir que una condicion neeesaria
y suficiente para la estabilidad asintotica es que todos los valores propios de la matriz A
tengan partes reales negativas. Con el teorema siguiente podemos afirmar que el sistema
descrito por la ecuacion (5) tiene estabilidad asintética dado que La matriz A tiene valores
propios con partes reales negativas. Luego el punto donde todas las fugacidades son nulas
es un punto de equilibrio asint6ticamente estable dei sistema descrito por la ecuacion en
discretizacion (7).

Teorema 2. Sea A la matriz dei sistema (5), entonces —A es positivamente estable, es
decir, tiene la parte real de sus valores propios positiwa.

Demostracion: Primero, por la definicion deL problema todos los parametros  son positi-
vos, de donde se deduce que —A es una Z — matriz. Adernas, se observa que

GiZi + di-~i + d,-,i4-i + rtVtZi + G,Z, +r,KZ,
ViZi ViZzi ViZ. Vv.zZ,
-1, di.i+i
ViZi V~z~

luego —A es estricta diagonal dominante. Como ademas —A tiene los elementos de la
diagonal positivos entonces por el teorema de Gerschgorin los valores propios de —A tienen
la parte real positiva y en consecuencia es positivamente estable. Luego A tiene valores
propios con partes reales negativas. [ |

La determinacion dei tiempo necesario para que los compartimentos presenten concen-
traciones bajas, implica en la determinacion dei tiempo para el curai Las fugacidades vuelvan
a ser nulas después de cerradas las emisiones. EIl tiempo exacto para que las fugacidades
sean nulas puede ser demasiado largo para determinarlo por la ecuacion (8) Un valor de
tiempo alrededor dei instante donde las fugacidades son nulas se define como tiempo de
asentamiento y se calcula por el algoritmo presentado a continuacion cuya convergéncia
esta garantizada por el siguiente teorema

Teorema 3. El sistema positivo discreto es asintoticamente estable.

Demostracion: Si los A, son los valores propios de A, entonces e'x,r son los valores propios
de W(T). Como 7?%(Ai) < 0, entonces |e=,r| < 1y por tanto |[(IV(7T)P|| -> 0, cs decir es
asintticamente estable. [

2.2 Un algoritmo para determinar el tiempo de asentamiento ftc

El conocimiento de la estabilidad dei sistema, descrito por la ecuacion (5) y dei tiempo
necesario para que el sistema presente valores de fugacidades nulas, es un requisito basico
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para la determinacion de la persisténcia de un compuesto en un compartimento. En esta
seccion presentaremos un algoritmo sencillo para determinar el tiempo de asentamiento para
el modelo de fugacidad transitério descrito por la ecuaciéon (7) y (8) cuando son conocidos
los n-ésimos valores de emisiones. El tiempo de asentamiento puede ser concebido como el
tiempo requerido para que el sistema llegue y se quede dentro de un rango alrededor dei
punto de equilibrio.

El célculo de las matrices W y H cuando es conocida la matriz A puede ser rea-
lizado por el paquete cientifico matematico MATLAB, el cual calcula la exponencial de
um matriz mediante aproximaciones de Padé por la funcién expm usando el comando
[IV,H] := c2d(A,B,T).

Algoritmo:

Calcular la matriz IV(T) y H(T) por: [W, H] :=c2d(A, B,T)

Para ft :=0 hasta (n— 1) calcular: /((fc + 1)T) := W(T)f(kT) + H(T)u(kT)
Calcular el tiempo de asentamiento por:

Sea tol > 0 una tolerancia alrededor dei origen. Para k > n calcular:
f(k) = Wz(7)/((a - IjT) hasta que mar,=ii23 < tol

El primer valor de ka = k para el cual la desigualdad dei algoritmo sea satisfecha,
determinael tiempo de asentamiento ta = kaT con el valor prefijado de la tolerancia tol.

3 Resultados numeéricos

Tomemos un ejemplo de tres compartimentos consistiendo de aire (105m3), agua (1.5 x
103m3) y sedimento (3.0 x 102m3). El sedimento con densidad de (1.5 x 103/\g/m3) y
4.0% de carbono orgénico. En este sistema, por el aire, apliguemos en 60 minutos 1 mol
dei insecticida fenitrotion, es decir, Ei(k) = I/60(mo//mm) y = E”Kk} = 0 para
k =0,1,2,...,59. Segin Zitkoy McLeese [9], las velocidades constantes de desaparicién en
(1/min) dei fenitrotion en aire, aguay sedimento son respectivamente 4.77 x 10““4, 3.8 x 10-4
y 2.8 x 10-5. Segun Yenigin y Sohtorik [8], el peso molecular en (g/mol), la solubilidad en
{mg/L}, la presion de vapor en Pay el Log(Kow) para este compuesto son respectivamente
277.25, 30.0, 7.2 x 10-3 y 3.38. El valor de T en todos los célculos es de un minuto.

Con estos datos deseamos estimar durante y después de cerradas las emisiones, los
valores de la concentracion y de la fugacidad en el aire, aguay sedimento y determinar cual
es el tiempo necesario para que el sistema llegue a un estado de equilibrio estable. En este
ejemplo el aire es el Gnico compartimento que esta recibiendo emisién y podemos considerar
que las advecciones son nulas para todos los compartimentos.

Las figuras 1 y 2 muestran respectivamente las fugacidades y las concentraciones en los
tres compartimentos durante y después de cerradas las emisiones. Con estos datos y con el
algoritmo planteado en este trabajo podemos observar que las fugacidades son practicamente
iguales a cero, con la maior componente dei vector de fugacidad menor que 10-8 alrededor
de los 100.800 minutos después de cerradas las emisiones a los 60 minutos iniciales.
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Figura 1: Fugacidad de fenitrotion en aire, agua y sedimento en funcién dei tiempo.
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Figura 2: Concentracion de fenitrotion en aire, agua y sedimento en funcion dei tiempo.

En la figura 2 podemos observar para cada compartimento la evolucion de la concen-
tracion, teniendo valores de fugacidad iniciales estimados por la solucién en disc retizacion
(w7) y las finales por la ecuacion en discretizacion (8). La concentracion en el aire disminuye
rapidamente; en agua la concentracién es significativa hasta tos 100.800 minutos, pero, es
en el sedimento donde el compuesto tiene la mayor concentracién. Consecuentemente son
necesarios cerca de 70 dias para que el compuesto se quede en estado de equilibrio estable
dei origen.

4 Conclusiones

El modelo de fugacidad no estacionario, por un sistema de control dindmico, es Util para la
determinacion de la dindmica de un compuesto en el ambiente, para la determinacion dei
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tiempo necesario para que el sistema llegue y se quede en estado de equilibrio estable y para
la definicion dei compartimento en que es mas probable encontrar el compuesto después de
cerrada una o mas emisiones.

El estidio de la estabilidad teérica y de la no negatividad dei sistema discretizado
permite el planteamiento de un algoritmo sencillo para la determinacién dei comportamiento
de un compuesto en el ambiente.

La aplicacion de este modelo puede contribuir para seleccionar el compuesto mas pe-
ligroso, de entre muchos compuestos, o el compartimento ambiental mas vulnerable a un
determinado compuesto. Por ejemplo, el estidio dei fenitrotion con el modelo, indica que
este compuesto se concentra en el sedimento y por tanto deberian realizarse estidios ecoto-
xicologicos en los organismos indicadores dei fondo.

La matriz A dei sistema agua, aire y sedimento tiene ceros para los componentes que
corresponden a la no existéncia de transferencia directa entre compartimentos, un valor po-
sitivo para los componentes donde los compartimentos tienen transferencia directa y unos
valores negativos para los componentes de la diagonal. Es posible demostrar que, indepen-
dientemente dei nimero de compartimentos, cualquier sistema dinamico de fugacidad tiene
las mismas propiedades matematicas dei sistema aire, agua y sedimento por el hecho de que
la matriz dei sistema tiene los mismos tipos de componentes dei ambiente modelizado como
un sistema de control dindmico en este trabajo.
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