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Resumo

Este artigo apresenta uma nova abordagem para o calculo de eficiéncias ndo radiais em DEA,
qual seja, uma formulagdo vetorial para eficiéncias ndo radiais. Propde-se a construgdo de vetores de
eficiéncia que fornecem um majorante para o modulo da eficiéncia ndo radial e um limite inferior para
a mesma grandeza. Os desenvolvimentos referem-se ao modelo DEA BCC, ja que no modelo CCR as
eficiéncias sdo iguais independentemente da regido de projecdo. O indice proposto € aplicado a um
exemplo numérico.
Palavras-chave: DEA; Eficiéncia direcional; Projegoes de vetores.

Abstract

This paper presents a new approach to evaluate non-radial DEA efficiencies. This approach
uses vector formulation to non-radial efficiencies. We propose the construction of an efficiency vector
that leads to an index, which is an upper bound for the non-radial efficiency module. We also perform
the evaluation of a lower limit for the same index. The developments here proposed are for DEA BCC
model, as for the CCR model the efficiencies are the same independently from the projection region.
The proposed score is applied in a numeric example.
Keywords: DEA; Directional efficiency; Vectors projection.

1. INTRODUCAO

As medidas de eficiéncia em DEA tem sido abordadas considerando dois enfoques classicos.
O primeiro, considera indices de eficiéncia radiais, isto €, que consideram a redugdo ou aumento
equiproporcional dos inputs ou dos outputs (Debreu, 1951; Farrel, 1957) e que podem ser obtidos
pelos modelos classicos de DEA, CCR e BCC. Nos modelos radiais tem-se optado pela reducao dos
inputs ou aumento dos outputs, ndo ocorrendo alteragdes simultaneas.

O segundo enfoque considera indices de eficiéncia ndo radiais, isto é, variagdes ndo
proporcionais dos inputs e outputs e permissao de alteragdo simultdnea dos inputs e outputs. Tone
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(2001) apresenta uma revisao bibliografica dos indices de eficiéncia ndo radiais até a data, enfatizando
o tratamento escalar.

Estes tratamentos acarretam varias inconsisténcias aos indices obtidos, entre elas citam-se os
casos de eficiéncias negativas e maiores do que um (Gonzales-Araya, 2003), e combinacao
matematicamente inadequada de indices. A solugdo para esse problema esta no tratamento vetorial da
eficiéncia seguindo uma analogia com a derivada direcional.

De fato, uma vez que a efici€ncia depende do ponto de projecdo, ela é caracterizada por um
nimero e por uma direcdo de projegdo. Grandezas caracterizadas desta forma sdo vetoriais
(Nussenzveig, 2002). Assim, considerar a eficiéncia como escalar, como feito usualmente na literatura
(Pastor, 1995; Tone, 2001, entre outras), ndo tem sentido. Seria como postular que a velocidade de um
corpo devesse ser escalar.

Este artigo propde a construgdo de um vetor de eficiéncias que projetado na diregdo do vetor
(alvo—DMU de referéncia) fornece um majorante para o médulo da eficiéncia nio radial. E ainda
construido um segundo vetor que fornece um limite inferior para a mesma grandeza e verificadas as
condi¢oes em que os dois limites sdo iguais. Destaca-se que os desenvolvimentos que se seguem
referem-se a0 modelo DEA BCC (Banker et al., 1984), ja que no modelo DEA CCR (Charnes et al.,
1978) as eficiéncias sdo iguais independentemente da regido de projecao.

2. ABORDAGEM PROPOSTA
2.1 FORMULACAO BIDIMENSIONAL

2.1.1 Modelo baseado em analogia com derivada direcional

A Figura 1 ilustra os conceitos que serdo a seguir definidos. O vetor e]‘, aqui chamado vetor
eficiéncia, tem por coordenadas o simétrico da efici€ncia orientada a inputs e o inverso da efici€ncia
orientada a outputs. O simétrico da eficiéncia orientada a inputs € usado no lugar da propria eficiéncia
visto que a projegdo ¢ feita na direcdo decrescente do eixo horizontal. O inverso da eficiéncia
orientada a outputs justifica-se pelo fato de nesta orientacdo a eficiéncia ser representada por niimeros
maiores que a unidade, e pretende-se manter a apresentacdo de eficiéncias sempre no intervalo [0,1].
No entanto, por simplicidade, o inverso da eficiéncia orientada a outputs sera, doravante, denominada

apenas por eficiéncia orientada a outputs. Matematicamente, o vetor eficiéncia ef ¢ dador por (I),

onde e; e e, sdo as eficiéncias nas orientacdes a inputs e outputs, respectivamente.

of =—ei+e,] M

Dado um ponto p na fronteira, define-se o vetor v como aquele que tem origem na DMU o e
extremidade no ponto p. O vetor v determina a direcdo da projecdo da eficiéncia, sendo que esta

direcdo faz um angulo & com o vetor eficiéncia ef .

Da defini¢do de produto interno tem-se que o moédulo da projecdo do vetor eficiéncia no vetor
v, ou o modulo da eficiéncia no vetor v (doravante chamado eficiéncia direcional) ¢ dado por (II),
onde o ¢ o angulo que o vetor v faz com o semi-eixo positivo dos inputs (havendo decréscimo de
inputs, como ocorre em projecdoes dominantes, & ¢ um angulo maior que 90°). Note-se que em (II),

~ L.V N . -
cosa ¢ sena sdo as coordenadas do vetor unitario —-, ou seja, sdo os cosenos diretores do vetor V.

[

ef. = ;ﬁ =—e,cOSQ +e,sena 1))
v
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output

> input
Figura 1: Representac@o bidimensional da fronteira DEA BCC.

Tem-se, por outro lado, que o produto interno também pode ser calculado em funcdo dos
modulos dos dois vetores e do dngulo formado por eles, como apresentado em (III), ou ainda em (IV).
De (IV) tem-se que a eficiéncia direcional ¢ maxima quando € =0°.

5"@ = 5‘% cosd (I1I)
" 15

5‘% = g‘ cosd (Iv)
[¥1

Segundo o modelo até agora adotado, conclui-se que a eficiéncia direcional maxima ¢é obtida
na diregdo do vetor eficiéncia. Tendo em vista essa propriedade, é facil observar que a formulacdo

proposta apresenta inconsisténcias. Com efeito, no caso de e, =¢, =e, tem-se ¢ =eV2>1, 0que

V max
¢ uma clara contradigdo. Repare-se, ainda, que uma aplicagdo deste indice a0 modelo CCR conduziria
a valores da eficiéncia direcional ef, varidveis com a dire¢do, o que contradiz a propriedade deste

modelo de ter a eficiéncia técnica invariante com a orientagao.

2.1.2 Modelo com fator de correcao
As inconsisténcias mencionadas no item anterior sdo particularmente evidentes no caso da
DMU o ja estar na fronteira. Neste caso, o vetor v nao pode ser determinado pela diferenga de pontos

(uma vez que as duas sdo coincidentes), mas pelos seus cosenos diretores. Para tal DMU, ef =(-1,1)
e, portanto, a eficiéncia direcional ¢ dada pela expressdo (V).

ef, =—cos a+sena # 1 V)

Para uma DMU na fronteira, a eficiéncia direcional deveria ser unitdria qualquer que seja a
diregdo. Para obter este resultado basta dividir o valor obtido por —cos « +sen « . A proposta para a
eficiéncia direcional de qualquer outra DMU ¢ corrigir o indice (IV), dividindo-o pela eficiéncia
direcional do seu alvo, ou seja, pelo resultado da expressao (V). Obtém-se, assim, um nimero entre 0 e
1. De acordo com esta proposta, a eficiéncia direcional da DMU o na diregdo do vetor v ¢ dada pela
equacdo (VI).

—e.Cosa +e sena
of, =— o (VI)

—Cosa +sena
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Evidentemente, a expressdo (VI) somente ¢ valida para o caso em que o denominador ndo seja
zero. Como na formulagdo em analise s6 se consideram proje¢des dominantes, cosa € sen« nunca
assumiram o mesmo valor e, consequentemente, o denominador sera sempre diferentes de zero.

Para investigar as propriedades do indice proposto ¢ conveniente calcular a sua derivada em
relagdo ao angulo & , conforme apresentado em (VII).

def, __ —ete : (V)
da  (sena—cosa)

Trés situacdes podem ocorrer:

— e >e, — neste caso, a derivada ¢ positiva e a eficiéncia direcional ¢ estritamente crescente
com o dngulo « . Consequentemente, assume o maior valor na orientagdo a input € 0 menor na
orientacdo a output.

— e <e, — analogamente, a derivada ¢ sempre negativa e, portanto, a orientagdo a output
fornece o valor maximo e a orientagdo a input o valor minimo.

— e =e, —> nesta situagdo, a derivada ¢ nula e, portanto, a eficiéncia direcional é constante.
Como caso particular deste ultimo tem-se o modelo CCR. Comprova-se, assim, que o indice

corrigido mantém coeréncia com as propriedades do modelo DEA CCR.

E importante destacar que todos os desenvolvimentos anteriores consideraram que as
projecoes orientadas a imput, a output ou nao radiais teriam os alvos sempre na mesma fase. Como
pode ser observado na Figura 2 nem sempre isso acontece. Neste caso, os indices propostos supdem
que os alvos encontram-se no segmento AC, quando na verdade estdo na face BC. Portanto, a
eficiéncia direcional calculada ¢ maior ou igual que a eficiéncia direcional real. Dessa forma, a
equagdo (VI) transforma-se na inequagao (VIII).

—e cosa+e, sena

of < (VIID)

—cosa+sena

output

A

> input
Figura 2. Projec@o em diferentes faces.

Para obter uma melhor avaliagdo da eficiéncia direcional € necessario, além do limite superior,
estimar um limite inferior. Para tal, estende-se a face onde o alvo é projetado e calculam-se as
eficiéncias orientadas a input e a output em relagdo a uma fronteira ficticia, composta apenas por essa
face. Como a DMU em observagdo estd mais afastada desta fronteira ficticia que da fronteira real, os
calculos efetuados fornecem um valor inferior a eficiéncia direcional real. Se as duas estimativas
forem iguais, ou seja todas as projecOes forem na mesma fase, tem-se o valor exato da eficiéncia
direcional. Caso contrario, sdo validas as desigualdades apresentadas em (IX), onde x, ¢ y, sdo o
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input ¢ o output da DMU o em andlise; a e b sdo, respectivamente, os coeficientes angular e linear da
face de projegao.

(ax, +b)y, —b)cos a +ax,y, sen a < e_f> ¢ c0sate, sena
ax, (ax, +b)sen a +cos ) —cosa +sena

(IX)

Cabe observar que a determinagdo do limite inferior exige o céalculo da equacdo da fase de
projecdo, o que pode acarretar problemas computacionais em problemas de ordem de dimensio
superior (Dula, 2002, Gonzalez-Araya, 2003).

Vale ainda ressaltar que caso o ponto de projecdo seja uma DMU extremo-eficiente ndo
existira uma Unica face de suporte. Neste caso, pode-se usar a reta tangente a fronteira suavizada
(Soares de Mello, 2002; Soares de Mello et al., 2002; Soares de Mello et al., 2004).

2.2. FORMULACAO MULTIDIMENSIONAL

A formulagdo bidimensional do problema determina a direcdo de projecao através de um tinico
angulo «. Para dimensdes superiores varios dngulos devem ser considerados. Estes angulos sdo
determinados através dos cosenos diretores do vetor que indica a diregdo de projecdo, ou seja, pelas
coordenadas do unitario de tal vetor (o vetor dividido pela sua norma), conforme apresentado em (X),
onde cose, ¢ a i-ésima coordenada do unitario do vetor de projegao.

-V
ef i
7]

ef‘-} - ZCOS a; (X)

Deve-se considerar que o vetor eficiéncia tem numero de coordenadas igual a dimensdo do
problema, isto é, a soma do niimero de inputs e outputs. Portanto, o simples calculo das eficiéncias
radiais orientadas a input e a output ndo ¢ suficiente para caracterizar tal vetor.

Observe-se que cada coordenada do vetor esta associado, ceoteris paribus, ao indice de
contragdo (expansdo) do i-ésimo input (output) para atingir a fronteira. No caso de input este indice € o
simétrico do fator de contragdo, ¢ no caso do output ¢ o inverso do fator de contragdo. O fator de
contragdo ¢ calculado segundo o PPL (XI) e o de expansdo segundo o PPL (XII).

A Tabela 1 apresenta um exemplo numérico para o caso de dois inputs ¢ um output. A DMU
D é BCC ineficiente e em qualquer direg¢@o ¢ projetada com dominancia na fase composta pelas DMUs
A, B e C. A Tabela 2 apresenta os resultados do calculo dos fatores de contragdo e de expansdo para a
DMU D. Os resultados ndo radiais foram obtidos pelos PPLs ja apresentados e os resultados radiais
obtidos pelo programa SIAD (Angulo-Meza et al., 2003).

Tabela 1: Dados para o exemplo numérico multidimensional.
DMU Input 1 Input 2 QOutput

A 1 1 1
B 11 1 11
C 1 11 11
D 5 5 8

Tabela 2: Resultados da DMU D para os dados da Tabela 1.

Eﬁnput 1 Eﬁnput 2 Ef Qutput Eﬁnput radial
Eficiéncia 0,80 0,80 0,89 0,90
Ay 0,30 0,30 0,20 0,30
Ay 0,30 0,40 0,40 0,35
A 0,40 0,30 0,40 0,35
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Minimizar h,

sujeito a

n
hoxl > Z//ijle
Jj=1

n
X2 > Zﬂjsz
J=1

n
R
=1

n
V2<D Ay
=

DA =1 (XI)

J=1

Maximizar h,

sujeito a

n
X1 > Z//ijle
j=1

n
X2 > Z//{,JXJZ
j=1

n
hoy1 <D A3 1
=1

n
V<Y Ay
=

YA =1 (XII)

Para a DMU D o vetor eficiéncia ¢ dado por (— 0,80, — 0,80, 0,89) (Tabela 2). Observa-se que
tanto as eficiéncias radiais quanto as componentes do vetor eficiéncia sdo relativas a alvos da mesma
face. Portanto, para esta DMU, os valores obtidos por qualquer eficiéncia direcional sdo valores exatos
j& que os majorantes sdo iguais aos minorantes.

Dentre as varias direcdes possiveis, pode-se calcular eficiéncia na diregdo do proprio vetor
eficiéncia. Para este caso, é possivel obter uma forma geral do majorante, que ¢ dada pela expressao
(XIII).
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sz . ., a3
"y e " S gz

Para o exemplo das Tabelas 1 e 2, a desigualdade transforma-se em igualdade e, assim, tem-se
que of = 0 _ (08 +(08 +(089)
T Def,+) e, 0.8+0,8+0,89

n

2
=0,83.

3. CONCLUSOES

Este artigo apresenta uma nova abordagem para o calculo de eficiéncias ndo radiais. O indice
proposto ndo apresenta inconvenientes caso o alvo esteja situado na regido de dominancia. De fato, o
sinal negativo nas eficiéncias orientadas a input impede o surgimento das eficiéncias negativas.

Por outro lado, o fator de correcdo impede que a eficiéncia seja maior que um. Este fator de
correcao poderia acarretar outro problema, qual seja o da divisdo por zero. No entanto, mais uma vez,
observa-se que tal fato ndo acontece na regido de dominancia.

A abordagem apresentada apenas leva ao calculo de um indice em casos particulares. Em
casos mais gerais, fornece limites inferiores e superiores da eficiéncia direcional. Estes limites sdo
baseados na geometria do problema. Sdo, portanto, mais consistentes que os indices tradicionais
baseados em somas (sem sentido para o calculo da eficiéncia, ja que esta ¢ baseada em distancias
euclidianas) ou em ponderagdes, que sempre exigem arbitrariedade de um decisor (situagdo contraria
aos paradigmas de DEA). Os limites aqui apresentados podem servir como teste de consisténcia para
os numerosos indices ndo radiais ja existentes.

Finalmente, as dificuldades computacionais para o calculo de alvos e de limites inferiores em
modelos multidimensionais, poderdo ser resolvidos com a formula¢do multiobjetivo de DEA (Angulo-
Meza, 2002, Soares de Mello et al., 2003).
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