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0 METODO BOOTSTRAP E SUA APLICACAO EM
ANALISE DE DADOS AGROFLORESTAIS COM
VARIAVEIS ALEATORIAS DO TIPO RAZAO

Autor: Antonio Claudio Almeida de Carvalho
Orientador: Prof. Dr. Hilton Thadeu Zarate do Couto

RESUMO

O conceito de produgdo sustentada, baseada no principio de di-
versificacao de culturas é consolidado através dos sistemas agroflorestais, que é a
denominacao recente para os cultivos consorciados que envolvem um componente

arbdreo, culturas agricolas e/ou animais.

Devido a possibilidade de miiltiplas interacoes entre os compo-
nentes, a anélise e a interpretacio dos dados experimentais de um sistema agroflo-
restal pode tornar-se complexa. Uma abordagem muito encontrada na literatura,
para analise de cultivos consorciados é feita através do LER (Land Equivalent Ra-
tio), que representa uma medida de equivaléncia do uso da terra do consércio em
relagao ao monocultivo. Do ponto de vista estatistico, o LER representa uma varia-
vel aleatoria formada pela razao de duas variaveis aleatorias e, conseqilentemente,
sua distribui¢ao de probabilidades nem sempre segue a distribuicao normal. Esse
fato, impossibilita a aplicacdo dos métodos paramétricos, comumente empi‘egados

na experimentagao agronomica.

Os métodos computacionalmente intensivos como “Jackknife” e

“Bootstrap” possibilitam anélise estatisticas livres de suposi¢oes de modelos tedri-



cos, tornando possivel a exploracdo das propriedades amostrais, independentemente

de suas formas analiticas.

O método “Bootstrap” é mais versatil que o método “Jackknife” e
pode ser implementado facilmente, tanto na forma nao-paramétrica quanto paramé-
trica, para uma grande variedades de situagoes. A idéia basica dos procedimentos
“Bootstrap” baseia-se no fato de se obter uma distribuicao empirica, que reproduza
o mecanismo probabilistico gerador dos dados amostrais e assim, a partir de grande

quantidades de reamostras, obtém-se as estimativas das estatisticas de interesse.

Encontra-se neste trabalho uma sucinta descricao do método
“Jackknife”. Os conceitos e algoritmos que envolvem os.procedimentos “Bootstrap”
nao-paramétricos, sao descritos e executados através de dados simulados. A analise
de um sistema agroflorestal, com a varidvel aleatéria LER, foi realizada com o uso
dos procedimentos “Bootstrap” e através dos software SAS e S-PLUS obtiveram-se

limites de confianca e teste de hipdtese para os pardmetros populacionais.
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BOOTSTRAP APPLICATION TO DATA ANALYSIS OF
AGROFORESTRY EXPERIMENTS FOR RATIO TYPE
RANDOM VARIABLES

Author: Antonio Claudio Almeida de Carvalho
Adviser: Prof. Dr. Hilton Thadeu Zarate do Couto

SUMMARY

The concept of sustainable yield, based on the principle of crop
diversification, is consolidated through agroforestry systems, that is the up-to-date
denomination for mixture of crops that include a tree component, crops and/or

livestock.

Due to the possibility of multiple interactions among the systems
components, the analysis and interpretation of the experimental data of an agro-
forestry systems many became complex. An approach found in the literature for
analysis of intercropping experiments is to use LER (Land Equivalent Ratio), that
represent a measurement, of equivalence of land use by the intercropping and crop-
ping. Under statistical point of view, LER represents a random variable representing
the ratio of two random variables, and its distribution not always follow the nor-
mal distribution. This fact do not allow the application of parametric methods,

frequently used in agricultural experiments.

Methods which use intensively computer, as Jackknife and Boot-
strap, allow for analysis of data without following the assumptions of theoretical -

models. This, it is possible to explore sample properties, independent of analitical



forms.

Bootstrap is more freely used as the Jackknife method and can be
implemented as parafnetric and non parametric forms, for wide situations. The
basic idiea of Bootstrap procedures is that one can get empirical distribution, that
mimic the mechanism of generating sample data, and then, with the large amount

of resampling data, it is, possible to get statistics of interest.

In this paper it was presented a brief description of the Jackknife
method and the concepts underlying Bootstrap procedures under non pararhetic
form are also described and executed with simulated data. The analysis of a Agro-
forestry system, using LER as random variable was analised through the use of
Bootstrap procedure and SAS and S-PLUS softwares. It is presented the confidence

interval for the parameters and the respective hypothesis test.



1 Introducao

Sistema Agroﬂoresfal é uma denominagao recente para as praticas
agricolas, algumas bastante antigas, em que estao associadas na mesma area, espécies
florestais com culturas agricolas, espécies florestais com animais ou os trés compo-
nentes juntos, numa associagﬁo simultanea ou seqiiencial. Nesse sistema é claro a
interacao entre os componentes envolvidos e, devido as agoes complementares dos
mesmos, na maioria das vezes obtém-se efeitos positivos com relacao aos cultivos

monocultivos.

A complexidade das interrelagoes que ocorrem nos sistemas consor-
ciados, mais especificamente os sistemas agroflorestais, tém dificultado a analise e
interpretacao dos dados experimentais dos mesmos. Pois, devido ao carater multi-
variado dos dados, do ponto de vista experimental, admitem-se iniimeras alternativas

de modelagem e conseqiientemente, varias técnicas de analises quantitativas.

Para os ensaios envolvendo consércios com duas culturas anuais,
encontram-se na literaturas varios trabalhos enfocando o assunto, inclusive um livro
publicado recentemente, de Walter T. Federer, dedicado especificamente ao tema

(Statistical Design and Analysis for Intercropping Fxperiments - Two Crops, 1993).

No entanto, para os conséricios onde estao associadas mais de duas
culturas ou cultivos de ciclo longo, hé escassez de trabalhos referindo-se a analise
estatistica dos mesmos. Segundo BARNETT & RILEY (1995), é necessario testar a
aplicabilidade das metodologias desenvolvidas para consorcios com culturas anuais
na analise de sistemas agroflorestais pois, esse sistema envolve maior complexidade,
dada as diferentes mudancas nos modelos de desenvolvimento e ao fato de que as

relagoes entre espécies podem sofrer alteragoes no decorrer do tempo.



Uma abordagem largamente encontrada na literatura, que tem
grande apelo intuitivo, para analise estatistica de cultivos consorciados é feita através
da utilizacdo da varidvel LER (Land Equivalent Ratio), que representa uma medida
de eficiéncia do uso da terra do sistema consorciado em relacao aoc monocultivos.
No entanto, do ponto de vista estatistico, o LER é uma variavel aleatéria, formada
pela razdo de duas varidveis aleatérias; tanto o numerador quanto o denominador
estdo sujeitos a variacao experimental e, portanto, a distribuicao de probabilidades
do LER nao segue necessariamente a distribuicio normal. Além disso, segundo
GONCGALVES (1982), obtém-se uma estrutura correlacionada para as observagdes
das parcelas e isso torna duvidoso que a suposicao de linearidade se verifique. Sendo

assim, os testes estatisticos como a analise de variancia, nao podem ser aplicados.

MEAD & RILEY, (1981) propéem algumas alternativas para mi-
nimizar os problemas que o LER apresenta sobre as correlagoes e nao normalidade.
Essas alternativas consistem em alterar a forma de obtengdo do LER, de maneira
que, o denominador nao seja mais uma variavel aleatoria e assim, o LER passa a ter
distribuicdo aproximadamente normal. O problema é que os melhores resultados,
segundo esses autores, ocorrem quando sao usados nos denominadores valores exter-
nos ao experimento, como a produgao média da regiao ou valores 6timos pré-fixados.
Todavia, os ensaios agroflorestais envolvem culturas perenes e suas avaliagoes sao
feitas ao longo do tempo e a obtengao do LER, conforme sugerido acima, pode

promover o aparecimento de outras correlagoes.

Uma solugao para os problemas apresentados pelo a varidvel alea-
toria LER, pode ser encontrada quando se faz uso dos métodos computacionalmente
intensivos como o método “Jackknife” desenvolvido por QUENOUILLE!, citado por

GREGOIRE (1984) e 0 método “Bootstrap”, proposto por EFRON (1979).

LQUENOUILLE, M. H. 1956. Notes on bias in estimation. Biometrika. 43: 353-360.



Gracas aos avangos na capacidade de processamento dos computa-
dores, as analise estatisticas através dos referidos métodos tornaram-se uma ferra-
menta atraente e uma alternativa para os modelos estatisticos tradicionais, quando
estes ndo sao adequadamente ajustados. A principal vantagem dos métodos com-
putacionalmente intensivos esta no fato de possibilitarem anélises estatisticas livres
de suposigoes de modelos tedricos para a distribuigdo dos dados. Isso torna pos-
sivel a obtencao de estatisticas de interesse, como estimativas de variancias, tenden-
ciosidades, intervalos de confianca e testes de hipdteses, sem o uso das expressoes
analiticas dessas estatisticas. Em outras palavras, os métodos estatisticos computa-
cionalmente intensivos substituem o poder analitico das expressoes tedricas pelo

poder de processamento dos computadores.

Nesse trabalho, o objetivo concentra-se no método “Bootstrap”,
por sua versatilidade e facilidade de implementacéo através dos softwares disponiveis

comercialmente. Todavia, serd abordado de forma suscinta o procedimento “Jack-

knife”.

Através de um exemplo simulado serdo abordadas as idéias basi-
cas da inferéncia estatistica tradicional, conjuntamente com as alternativas apre-
sentadas através da aplicacao do método “Bootstrap”. Dados de um experimento
agroflorestal, envolvendo a varidvel aleatéria LER, seréo analisados com o uso do pro-
cedimento “Bootstrap” e, no Apéndice encontram-se os programas computacionais

desenvolvidos para implementacao da referida analise.



2 Revisao da Literatura

2.1 Definicao de Um Sistema Agroflorestal

Sistema Agroflorestal é uma denominagao recente para praticas cul-
turais, algumas bastante antigas, em que estao associadas no mesmo espaco, espécies
florestais com culturas, espécies florestais com animais, ou os trés componetes jun-
tos, em uma associacdo simultdnea ou sequencial, em faixas ou em misturas. Em
todas essas associagoes existe uma evidente interacao dos componentes com os fa-
tores ambientais, prihcipalmente no que tange as condicoes edafoclimaticas. Esses
sistemas tém como objetivo a diversificagao da produgao, aumento dos niveis de
materia organica no solo, fixacido do nitrogénio atmosférico, ciclagem de nutrientes,
etc.. Em sintese, busca-se a otimizacao da produtividade através do conceito de pro-
dugao sustentada. Segundo NAIR (1985 E 1990) os sistemas agroflorestais podem

ser classificados conforme a Figura 1.

Os Sistemas Agroflorestais nao sao uma panacéia; no entanto, tém
um grande potencial de expansao como sistema de uso da terra na regiao amazonica,
principalmente entre os pequenos e médios agricultores. Eles devem desempenhar
um papel cada vez mais importante no desenvolvimento agricola e florestal na
Amazénia (SERRAO et al., 1994). Na América Latina, os sistemas silvo-pastoris
encontram-se ainda nas primeiras etapas de desenvolvimento, sendo encontrado em
pequenas areas, onde estdo associadas drvores frutiferas e espécies florestais com

gramineas e/ou leguminosas forrageiras (VEIGA & SERRAO, 1990).

A pesquisa e experimentacao dos sistemas agroflorestais adquiriu
tanta importancia na amazonia brasileira, que em 1991 a EMBRAPA transformou

suas seis unidades de pesquisas da regiao em “Centros de Pesquisas Agroflorestais”.



Arvores de uso miuiltiplo
(espécies produtoras de 6leo, &'

borracha, cha, frutos, >
lenha, etc.)

a na Pastage

Cerca-Vviv

Producao integrada

(Arvores, animais e outras culturas)

Figura 1: Classificacao dos Sistemas Agroflorestais baseada no tipo de componente.

FONTE: Adaptado de NAIR(1985)

Metodologias estatisticas tém sido exploradas e desenvolvidas para
consoércios com culturas anuais, como citados por FEDERER (1993), MEAD & RI-
LEY (1981), WILLEY & OsIru (1972), Kass (1978), entre outros. Entretanto,
para consorcios envolvendo cultuas perenes, ha escassez de trabalhos quando se
trata da analise quantitativa desses sistemas. Segundo BARNETT & RILEY (1995),
¢ necessario testar a aplicabilidade das metodologias desenvolvidas para consor-
cios com culturas anuais em anélise de sistemas agroflorestais, pois, esses sistemas
envolvem Iﬁaior complexidade, dada as diferentes mudancas nos modelos de desen-
volvimento e ao fato de que as relagoes entre as espécies podem sofrer alteracoes no
decorrer do tempo. Segundo esses autores, além das varias possibilidades de fontes
de variagoes, deve-se considerar o fator tempo, pois, este representa um importante

aspecto nos sistemas agroflorestais.

Nesses sistemas, além das associacoes biologicas, ainda é possivel
existirem interagoes economicas, uma vez que pode haver diferencas entre os valores

das produgoes dos referidos componentes. Segundo BARNETT & RILEY (1995),



a avaliagdo de uma mistura de duas diferentes espécies é complexa devido & possi-
bilidade de diferentes tipos de variacoes de cada componente e da possibilidade de
relagoes multiplas entre ambas. Quando a mistura envolve culturas perenes, esta in-
terrelacao pode sofrer mudancas no decorrer do tempo e se ha mais de duas espécies,

tal complexidade pode tornar-se extrema.

Devido ao carater multivariado dos dados, ha intimeras alterna-
tivas de modelagem e consequentemente vérias técnicas para realizar as andlises
quantitativas dos sistemas agroflorestais. Segundo GONGALVES (1982), nio hi
consenso quanto & escolha da melhor forma de abordagem de uma dada situacao,
envolvendo os sistemas consorciados; o enfoque depende fundamentalmente do in-
teresse do pesquisador e do nivel de abordagem que se pretende dar aos resultados

do experimento.

RAMALHO et al. (1983), relatam que a falta de informagoes sobre
as teorias de analises, quase todas desenvolvidas para monocultivos, e a complexi-
dade dos sistemas consorciados tém dificultado a analise dos dados e interpretagao
dos resultados. OLIVEIRA (1994), postula que a grande érea demandada pelos
sistemas agroflorestais impossibilita a utilizagao do nimero suficiente de repetigoes

para detectar diferencas significativas a niveis de probabilidade rigorosos.

A seguir, serdo descritas de forma sucinta, algumas alternativas
encontradas na literatura para andlise estatistica de sistemas envolvendo associagao
de culturas. A abordagem aqui apresentada seguem as linhas basicas delineadas por

FEDERER (1993) e MEAD & RILEY (1981).



2.2 Anadlise Com Base na Cultura Principal

Em alguns sistemas agroflorestais, o interesse centraliza-se sobre o
desenvolvimento de uma cultura principal. Nesse tipo de consércio é importante
que o rendimento dessa cultura nao seja prejudicado pela presenca dos outros com-
ponentes ou que a redugao seja pequena, dentro de limites pré-estabelecidos (FE-
DERER, 1993). Uma pressuposi¢io bésica deste tipo de consorcio é que a densidade
da cultura principal seja a mesma usada no monocultivo e que os demais compo-

nentes mantenham-se constante em todo o sistema (MEAD & WILLEY,1981).

Esta situacao é encontrada nos sistemas agroflorestais que envolvem
uma cultura de importancia economica consorciada com arvores de uso multiplos

(adubagéo verde, sombreamento, quebra-vento, cerca-viva, etc.)

A anaélise desse sistema torna-se bastante simplificada, uma vez que
a varidvel de interesse refere-se apenas a resposta da cultura principal. Dessa forma,

a analise estatistica é feita através de procedimentos univariados.

2.3 Analise Com Base na Produg¢ao Combinada

Os experimentos envolvendo sistemas consorciados apresentam o
carater multivariado dos dados, ou seja, cada parcela fornece variaveis-respostas re-
lativas a dois ou mais componentes. Visando evitar a abordagem multidimensional,
é comum a transformacao dos dados em uma tinica unidade e a partir dessa variavel
comum, realizar a anélise de forma univariada. Entretanto, a combinacgao desses
rendimentos é dificil de ser obtida, uma vez que os mesmos diferem entre si, sobre

varios aspectos, ou seja, em valores monetarios, energético, ecolégicos, etc.



O procedimento utilizado para fazer a anélise estatistica dos compo-
nentes simultaneamente, consiste em converter, por algum critério de equivaléncia,
todos os rendimentos em um tunico valor, de maneira que se possa realizar a com-
paracao dos tratamentos por uma abordagem univariada. Dentre os critérios de

equivaléncia, os mais usados sao:

2.3.1 Producao Equivalente (Income Equivalent Ratio)

£ 0 método mais pratico para realizar a analise estatistica de ensaios

em que existam dois ou mais componentes. O procedimento consite em analisar os
componentes através de uma varidvel comum (PE), que pode ser a produgio de
matéria seca, producao de proteinas, etc., ou converter as producoes observadas em
um tnico padrao monetirio (KAss, 1978). Esta varidvel comum é em geral uma
funcao do tipo:

™m

i=1
onde:
PFE é a producao equivalente referente aos m componentes do sistema,
¥; € o rendimento médio do i-ésimo componente, (2 = 1,2---m);
r; € o valor relativo do i-ésimo componente, estabelecido em relagao a um padrao

definido arbitrariamente.

A analise estatistica, neste caso, é feita da maneira usual, tendo
como variavel-resposta a variavel aleatéria PE. O emprego deste procedimento, para
analise de ensaios envolvendo varias culturas pode ser encontrado em WILLEY &
OsiruU (1972); WIIESINHA et al (1982); RAMALHO et al. (1983); CruUz (1990);
entre outros. Um exemplo da simplicidade deste método é apresentado por GOMES
(1984), que é descrito como segue: “Seja um experimento de culturas consorciadas,

envolvendo milho e feijao, cada parcela tem a produgao de feijao (y;) e a produgao



de milho (y2). Um quilograma de feijao vale tanto quanto 5 kg de milho, entao a

producao equivalente é PE = 4, + bijy” .

2.3.2 Razdo da Area Equivalente - LER (Land Equivalent Ratio)

Originalmente proposto como uma medida de comparacao entre a
performance de uma espécie em consércio e o desempenho da mesma em monocultivo
(WILLEY E OSIRU 1972), a Razdo da Area Equivalente tem sido o método mais
empregado na andlise de experimentos envolvendo culturas consorciadas. O LER
recebeu essa denominacao por ser um coeficiente que mede a area de terra requerida
no monocultivo necessaria para obtencao de uma mesma producao para o caso do

cultivo consorciado.

NAIR (1990), mostra, através de um exemplo simples, como o LER
é calculado. “Admita que em 1 ha de terra, cultivada de forma consorciada, seja
possivel obter a producgao de 10 unidades de uma espécie arbérea e 50 unidades de
uma lavoura. Quando cultivadas em monocultivos, necessita-se de 0,75 ha para se
produzirem as 10 unidades da espécie arbérea e 0,5 ha para se produzirem as 50
unidades da lavoura. Assim, para se obterem as mesmas produgoes das espécies

consorciadas € necesséario 1,25 ha (0,75 + 0,5) de terras com monocultivos. Entao

o LER é 1,25”.

Quando o LER é maijor que 1, como no exemplo acima, pode-se
afirmar que os rendimentos dos cultivos consorciados supera os monocultivos. Se o
LER for igual a 1, nao hé vantagens de um sobre o outro, mas se o LER for inferior

a 1, indica que o cultivo consorciado é desfavoravel.
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Do ponto de vista estatistico, o LER trata-se de uma variavel
aleatéria formada pela soma das razoes entre a produgoes obtidas em consécio e
as producoes obtidas em monocultivos. Isto é,
m -
LER=Y % (1)
i=1 %
onde:
7; € a produgao media observada do i-ésimo componente, quando cultivado de forma
consorciada, em uma determinada unidade de area;
Z; € a produgao média do mesmo i-ésimo componente na mesma unidade de area,

quando cultivado em monocultivo.

A anélise estatistica é feita através de modelos univariados, sobre
o valor obtido na Expresséo (1) de cada parcela. O problema é que o LER trata-se
de uma varidvel aleatdria, formada pela razao de duas outras variaveis aleatorias Y
e Z. Sendo assim, o LER apresenta uma distribui¢ao complexa e desconhecida pois,
segundo GONGALVES (1982), as parcelas apresentam correlacoes entre a varidveis Y
e Z, tornando duvidoso que as suposi¢oes de linearidade e normalidade se verifiquem.
Consequentemente, a aplicacao de testes de hipoteses na anélise de varidncia deve

ser feito com cautela.

OYEJOLA & MEAD (1982), estudaram o efeito de seis métodos
de determinagao do LER sobre a anilise de variancia e concluiram que quanto
maior a padronizacao do denominador (produgao observada em monocultivo) maior
a normalidade do LER. Segundo estes autores, a melhor padronizacao ocorre quando
¢ usado um denominador comum para todes os tratamentos e repétigées de cada

componente.



11

2.4 Analise Usando Modelos Multivariados

O uso de estatistica multivariada na analise de experimentos com
consorciagao de cultura é uma pratica bastante usada, principalmente nos ensaios
envolvendo culturas anuais. DEAR & MEAD (1983), apresentam uma ampla dis-
cussao sobre essa andlise. FEDERER (1993), cita varios exemplos em\que a analise
é feita através de técnhicas multivariadas. Através de um experimento com culturas
consorciadas de milho e feijao, realizado pela EMBRAPA, no Centro de Pesquisa
de Arroz e Feijdo, FEDERER (1993) demonstra a aplicagdo dos modelos mul-
tivariados na analise estatistica de dados experimentais de culturas consorciadas.
WIIESINHA et al (1982) utilizaram técnicas bivariadas na anélise de um ensaio en-
volvendo consércio de culturas e concluiram que os resultados dessa analise elevam

as informagoes na identificacao das combinagoes mais favoraveis.

A aplicagao de técnicas multivariadas na anélise de culturas consor-
ciadas tem sido incentivada. MEAD & RILEY (1981), ressaltam a necessidade do
uso mais intensivo das técnicas multivariadas e de uma abordagem mais completa

envolvendo o LER e suas relagoes com os parametros da analise multivariada.

Quando se deseja obter uma interpretagao para o sistema consorcia-
do, como um todo, ha sempre alguma dificuldade na aplicagao das técnicas estatis-
ticas e, segundo NAIR (1990), o uso de varidveis equivalente para andlise estatistica
dos sistemas agroflorestais néo tem sido aplicada com muita freqiiencia, principal-
mente, porque a metodologia desenvolvida nao retrata o atributo mais relevante que
é sustentabilidade do sistema. Por outro lado, o uso de técnicas multivariadas requer
delineamentos experimentais, com nimero suficientemente grande de repeticgées, o
que pode torna-la inaplicavel na maioria dos ensaios. Pois, sempre envolvem-se

grande extensGes de areas quando se trabalha com sistemas agroflorestais.
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2.5 Anailise Usando os Métodos Computacionalmente In-

tensivos

Com os avancos da capacidade de processamento dos computa-
dores, as andlises estatisticas envolvendo métodos computacionalmente intensivos
tornaram-se ferramentas atraentes e alternativas viaveis quando os modelos estatis-
ticos nao se aplicam ou possuem demasiada complicacao analitica. Suas principais
vantagens estdao no fato de possibilitarem analises livres das suposigoes de mode-
los tedricos, para a distribuicao dos dados e darem margem & exploragdo das pro-
priedades amostrais de interesse, independentemente de suas formas analiticas. Os
mais importantes sao o método “Jackknife”, introduzido por Quenouille e Tukey na

década de 50 € o método “Bootstrap” sugerido por EFRON (1979).

GREGOIRE (1984), usou o método “Jackknife” em dados de popu-
lacoes florestais para obtengao das estimativas do viés e da varidncia da razéao entre
a média do volume de madeira medido e a média do volume estimado visualmente;
estimativas do viés e da variancia da razao entre a média da area foliar e a média
do peso das folhas; estimativas do viés e da variancia da razao entre a média do
peso seco de biomassa e a média do diametro do caule. O método “Jackknife” tam-
bém foi empregado na obtencao da estimativa da variancia da média quadratica do
diametro do caule. Nesse trabalho o autor conclui que o método “Jackknife” é uma

ferramenta segura para obtencdo das estimativas das estatisticas descritas acima.

TRINCA (1988) aplicou o método “Bootstrap” em dados de es-
pécies nativas da mata de Santa Genebra, no municipio de Campinas-SP, com o
objetivo de estudar a biodiversidade; especialmente a curva do niimero de espécies
com relacao ao tamanho da amostra. Dentre outras conclusoes, a autora informa que
o padrao geografico parece nao afetar os resultados obtidos pelo método “Bootstrap”

para a referida estatistica.
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3 Material e Métodos

3.1 Consideracoes Iniciais Sobre Inferéncia Estatistica

A teoria estatistica procura obter respostas para as trés questoes
basicas:
i) Como obter as amostras de uma populagao;
ii) Como analisar os dados dessa amostra;

iii) Como acurar (verificar a exatiddo) os valores obtidos dessa anélise.

Esta tltima questdo (item iii) constitui o processo conhecido como inferéncia es-
tatistica, pois a partir dos dados amostrados pretende-se inferir conclusoes sobre a
populagdo da qual foi extraida a amostra. Para exemplificar, verifique-se o Exemplo

1, que se refere a um experimento simples envolvendo dois tratamentos.

Exemplo 1: Num experimento agroflorestal hipotético, foram implantados dois
tratamentos. O tratamento A refere-se ao plantio de uma cultura perene consorcia-
da com uma espécie de leguminosa fixadora de nitrogénio, enquanto o tratamento
B refere-se ao plantio solteiro da cultura perene. O objetivo é verificar o efeito
da leguminosa sobre a producéo da cultura perene. As produgdes observadas sio

apresentadas na Tabela 1.
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Tabela 1: Dados simulados de um experimento de agrosilvicultura com dois trata-

mentos

Trata- Amos- Produgoes Observadas - Média  Varidncia Erro padrao

mento  tras (kg/ha) amostral amostral  da media
48561 519,63 41393 535,01

A* Y 502,49 480,84 412,26 - 47854 234560 18,31
464,58 339,25 457,00 433,47

B “ 439,86 432,04 430,89 529,89 | 440,87 275812 18,57

diferenca 37,67 - -

* Dados obtidos por simulacio da distribuicio normal (u = 500 e¢ 02 = 2500)
++ Dados obtidos por simulacio da distribui¢ao normal (u = 450 e o2 = 2500)

A pergunta que se segue € a seguinte: A leguminosea aumentou a
produgao da cultura perene 7 Com base nas médias amostrais dos tratamentos
7 8

2. Yi 2 Zj

j="5—=4A1854 e z='%

= 440,87 ,

pode-se, preliminarmente, pensar que sim, pois, a diferenca das média (37, 68) sugere
que a leguminosa promoveu o aumento na pfodugéo da cultura perene. Mas qual
¢é a precisao das estimativas obtidas por ¢ e 2 7 Afinal, elas foram estimadas com

base em amostras muito pequenas, respectivamente, n=7 ¢ m==8.

Para responder a estas questoes é necessario verificar quao precisas

sao as médias estimadas § e Z. A medida mais comum da precisdo de um estimador
¢ dado pelo seu erro padrao, que é por defini¢do a raiz quadrada da variancia do
mesmo (EFRON & TIBSHIRANI, 1993). Quando o estimador é a média amostral
- torna-se facil obter uma medida de precisdo pois, neste caso, existe uma férmula

simples que fornece o erro padrao. da média.
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A estimativa do erro padrao da média amostral ¢ a partir de

n amostras independentes, y;, ¥2, -+ yYn ¢é dado por:
82
Sg =1/ (2)
onde: "
> (i —9)°
2 _ i=1
g = =
n—1

Para os dados do Exemplo 1, os erros padroes das médias dos trata-
mentos A e B sdo, respectivamente, 18,31 e 18,57. Se os erros padroes das médias
amostrais fossem pequenos (por exemplo, menor que 1) saber-se-ia que os valores

. _ _ . /. .
estimados por § e Z estariam proximos de seus valores esperados e conseqiiente-
mente, a djferenéa 37,67 seria um bom estimador para o verdadeiro valor do efeito
da leguminosa. Por outro lado, se os erros padrées fossem muito grandes (por e-
xemplo, 50) a diferenga 37,67 seria um estimador bastante impreciso para avaliar o

efeito da leguminosa sobre a produgao da cultura perene.

A fundamentacao teérica das consideragbes supra citadas é dada

como segue: Admita que,

ifla}/.?)"'yn %'g N(,U’Y7o'}2/)

Z17227"'Zm Z}g N(/"'Z’G%)'

Entao, a diferenca (Y — Z) sers normalmente distribuida com média (uy — pz)

[N . [k 2 a 2
e variancia | X + =Z ).
n m

Logo,

N(0,1).
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2

Quando of, e 0 sao desconhecidas e os tamanhos das amostras

2

sao suficientemente grandes, podem-se substituir o7 e Ug por seus respectivos esti-

madores sff

e si. Entretanto, se os tamanhos das amostras nao sao suficientemente
grandes, usa-se a estatistica dada na Expressao (4), que tem distribuicio t-Student

com (n + m — 2) graus de liberdade.

Admitindo-se a homogeneidade de varidncia (02=02=0?), s* que
fornece uma estimativa de varidncia comum para ambos os tratamentos, pode ser
obtido através da Expressao (3).

S (YY) + X (%~ 27
o (n—1sp +(m—1)s3 =" =
8¢ = - . (3)
n+m—2 n+m—2

Logo, ~ ~ ;
(V- 2)— (v — ) s

E, com base na distribuicao t-Student, pode-se testar a hipétese Hp : py — puz=0

contra a hipétese H, : py —pz #0 através da Expressdo (5). Pois, sob Hp, a
diferenca (Y — Z) tem distribuigio t-Student com (n-+m—2) graus de liberdade.

Isto é:

== % (5)

Voltando aos dados do Exemplo 1, o valor para a estatistica ¢ é:

478 54 — 440, 87

50,67, /

1,44 .
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Com base no teste t-Student com 13 gl e coeficiente de confianga

de 95%,

(tys ; 0,05 =2, 160), nao rejeita-se Hy, concluindo-se portanto, que nao hé
efeito significativo da leguminosa sobre a producao da cultura perene. Isso contraria

a idéia inicial, que se tinha, quando foi tomado o valor da diferenca das médias

amostrais (37,67).

Esse exemplo serviu para demonstrar que nao se pode tomar de-
cisoes com base apenas no valor pontual de uma estatistica. Deve-se sempre agregar
4 mesma uma medida de precisio. Agora, suponha por exemplo, que o interesse
consista em comparar os dois tratamentos da Tabela 1, através de suas medianas
e ndo mais através de suas médias. Para os tratamentos A e B tém-se, respectiva-
mentes, as medianas 485,61 e 436,66, cuja diferenca é 48,95. Por este critério
poder-se-ia também imaginar que o tratamento com leguminosa é superior. Mas,

como verificar a precisao dessa estatistica agora 7

Foi visto que para o caso da média amostral, existe uma férmula
simples de obter o seu erro padréo, mas infelizmente, nao existem férmulas simples,

como da Expressao (2), para outros estimadores que nao seja a média amostral.

Em geral, as expressoes analiticas que fornecem medidas de preciséb
para estimadores como mediana, coeficiente de correlagao, estimadores de indices
tipo razéo, etc., sdo complexas e demandam-se muitos célculos para obtencéo de
suas estimativas. Todavia, com o surgimento dos métodos computacionalmente
intensivos € possivel obter as estimativas dos referidos estimadores, sem o uso das

complexas expressoes analiticas.
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3.2 O Método “Jackknife”

O método “Jackknife” é uma ferramenta que pode ser utilizada
para estimar, de forma nao-paramétrica, algumas medidas de variabilidade, como a
varidncia e o viés de uma determinada estatistica de interesse. A metodologia mais

comum para implementar o método computacionalmente intensivo “Jackknife” é

descrita como se segue.

A partir da amostra original de tamanho n, formam-se as pseudo-
amostras de tamanho n-1 da seguinte forma: a primeira pseudo-amostra é formada
com todas as observagoes originais com excegao do primeiro valor observado; a
segunda pseudo-amostra é formada com todas as observagoes originais com excec¢ao
do Seguﬁdo valor obsérvado, e assim sucessivamente, até a n-ésima pseudo-amostra.
No entanto, este é o caso particular, em que os p grupos de tamanho g sao formados
com os valores p=n e ¢=1. Todavia, o método “Jackknife” pode ser implementado
com pseudo-amostras formadas a partir de quaisquer valores de p e ¢, tal que n=pq,

conforme descrito abaixo.

Seja 6 = f(X1, Xo--- X,) um estimador do pardmetro §, baseado
em n varidveis aleatérias, independentes e identicamente distribuidas (iid). Seja
n divisivel por p grupos de tamanho g, tal que n=pq e finalmente, seja 8(_5) um
estimador de ¢ baseado em todos menos o i-ésimo grupo. O estimador “Jackknife”

é definido como:

R N —12. .
0 = po——— 3 by
) =)
8 =pb — (p — 1)&,
P A
6j - i:;

onde 5(_) é a média das 5(_i) e bi=pb — (p— 1)5(4). Aqui, o indice j refere-se a
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notacao “Jackknife” e o indice ¢ refere-se ao i-ésimo grupo.

O nome “Jackknife” pretende dar a conotacao de uma técnica de
ampla utilidade. A denominagéo de “pseudo valores” para o termo &, assim como o
nome jackknife sio creditados a John W. Tukey. Todavia, segundo MILLER (1974),
muito mais importante que a rotulacao destes dois termos, é de Tukey o resultado de
que os pseudos valores bi comportam-se, aproximadamente, como variaveis aleatorias
independentes e identicamente distribuidas. Para o caso da estimagao da variancia
através do método “Jackknife”, temos que:
[+ gpll(éz' —&;)?
v(6;) = _pT )
e conseqlientemente, um estimador aproximado, nao viesado, da variancia de Sj é:
. z-é(si — ;)7
= e
MOSTELLER & TUKEY?, citados por GREGOIRE (1984), sugerem
que a familia de distribuicdo £ com p— 1 graus de liberdade pode ser usada como

uma referéncia contra a qual testa-se os valores da estatistica

; (6)

que pode ser usada também para estimacgao por intervalo do parametro 6.

Devido aos pseudos-valores nao serem verdadeiramente indepen-
dentes, a expressio (6) tem somente distribuigdo t-Student aproximada. Apesar
disso, ela tem sido considerada satisfatoria para a solugdo de uma grande variedade
de problemas. HINKLEY (1977), mostra que a precisao desta aproximacdo aumenta

com o aumento do tamanho de g (tamanho do grupo).

2MOSTELLER, F. and J. W. TUKEY. 1977. Data analysis and regression. Addison-Wesley
Publishing Co.. Reading. MA.
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O método “Jackknife” aplicado ao estudo do viés de estimadores e
na inferéncia de parametros, quando as distribuicoes sao obscuras ou desconhecidas,
tem sido bastante discutido na literatura. No entando, neste trabalho nao sera abor-
dado a aplicagao deste método, pois o objetivo restringe-se ao método “Bootstrap”.
Em MILLER (1974), pode ser encontrada uma completa revisao da metodologia
“Jackknife”, cbm aplicacoes na reducao de viés e inferéncias de parametros de dis-

tribuicoes complexas.

3.3 O Método “Bootstrap”

A idéia bésica do método “Bootstrap” consiste em estimar estatis-
ticas desejadas, quando os dados advém de uma distribuicao desconhecida ou com-
plexa, reproduzindo-se o mecanismo probabilistico, gerador dos dados originais. A
distribuicao desconhecida é substituida por uma distribuicao conhecida que aproxi-
ma-se & verdadeira distribuicdo dos dados originais. Assim, estatisticas que ndo
poderiam ser avaliadas na estrutura original do problema sao estimadas por estatis-

ticas correspondentes, calculadas em uma pseudo estrutura de dados.

O método “Bootstrap” é mais versatil que o “Jackknife” e pode ser
implementado facilmente, tanto na forma nao-paramétrica como na forma paramé-
trica, para uma grande variedade de situacoes. No caso nao-paramétrico, o método
“Bootstrap” é implementado, extraindo-se amostras aleatérias com reposicao de
tamanho n, ao contrario do método “Jackknife”, onde as amostras sao extraidas
sem reposicao. Para o caso paramétrico, implementado quando existem informagoes
suficientes sobre a forma da distribuicdo dos dados, a reamostragem é feita sob
a referida distribuigdo, com os parametros desconhecidos sendo substituidos pelas

respectivas estimativas paramétricas.
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Segundo EFRON & TIBSHIRANI (1993), essa idéia é bastante anti-
ga, mas, devido as dificuldades de obtencgao da distribuicao “Bootstrap” Exata de
uma determinada estatistica, s6 recentemente tem sido implementada, gracas aos
avancos da capacidade de processamento dos computadores. Usando o processo de
simulacao Monte Carlo pode-se sempre obter uma éproximagéo numérica para a

distribuicao “Bootstrap” Exata.

O termo “Bootstrap” surgiu da frase “to pull oneself up one’s boot-
strap”, retirada de “Adventures of Boron Munchausen”, de Rudolph Erich, que
relata uma situagao em que o Barao esta afundando em um lago e vendo que tudo
estava perdido, pensa que conseguira emergir puxando os cadargos dos proprios sa-
patos (EFRON & TIBSHIRANI, 1993). Segundo SiLvA (1995), o sentido bésico do

termo € passar a idéia de que em situacoes dificies deve-se tentar o impossivel.

Na estatistica, as “situagoes de dificuldades” podem ser vistas como
os problemas de solugoes analiticas complexas e o “impossivel” seria a utilizagao de
uma metodologia em que é necessario grande quantidade de cédlculos, mesmo para
analisar um pequeno conjunto de dados SILVA (1995). As solugdes para esses casos,
com o uso dos métodos computacionalmente intensivos, sao obtidas substituindo-se
o poder analitico das expressoes tedricas pelo poder de processamento dos computa-

dores.

De uma forma geral, o método “Bootstrap” pode ser usado para es-
timar estatisticas de interesse como: estimativas de variancias, viés de um estimador,
intervalos de confianca, etc. Testes de hipétese aproximados sobre parametros po-
dem ser calculados conforme sugere HINKLEY (1988) ¢ EFRON & TIBSHIRANI
(1993). Sera descrito a seguir a fundamentagéo' teodrica do procedimento “Boot-
strap”, bem como, algumas aplicagoes deste método, através da anélise de um ensaio
simulado e andlise de um experimento com dados reais. Neste trabalho, todas as

consideracoes e aplicagoes dizem respeito ao método “Bootstrap” nao-paramétrico.
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3.4 O Erro Padrao da Média

Seja X uma varidvel aleatdria (iid) que possui uma distribuicao de

probabilidade F', com esperanca ur e varidncia o%. Isto é,

X %i (#’F ’ 0125') ’

onde:

pr = Ep(X)

0% = Varp(X) = Er[(X — pr)’] = Er(X?) —V[EF(X)]2

Seja agora x={z1, %3, + - T} uma amostra aleatéria de tamanho n,
da referida populacao, cuja distribuicao é F'. A média amostral (Z) terd esperanca

2
. A . a ,
pr € variancia (—n’i) Isto é,

8
28
TN
=
3
3 |
N’

onde:
n
2. Ti
F = i=1
n
e
f: n
x.
=) X Varp(z)  noy  of

0%(:?) = Varp(Z) = Varg — 2 -

Como se pode observar, a média amostral tem a mesma eSperanca
que X, no entanto, sua variancia é (1/n) da variancia de X. Por esta razdo diz-se
que quanto maior o tamanho da amostra (n) menor sera a varidncia da média e

consequentemente, melhor a estimativa de up.
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O Erro-padrao da média, que é a medida de precisao mais comum,

¢ obtido por:

or(Z) =/ Var(z) = \/%2; (7)

Na maioria das vezes nio se conhece o verdadeiro valor de 0%, tendo-se apenas a
sua estimativa (6%). Logo, a estimativa nao-viesada da varidncia da média é dado
por:

Sz -z &

03(%) = Var(z) = “-Dn  n (8)

E, conseqiientemente, a estimativa do erro padao da média é obtida por:

5) = Var(a) = || ZE T /2 ©

Quando n é suficientemente grande, independente da distribuicao
dos dados originais, a distribui¢do da média amostral aproxima-se de uma dis-

tribuicado normal. Essa aproximacao é garantida pelo teorema do limite central.

. o2
T~ N £
T ( HF, n )

onde ~ indica distribuicdo aproximada e, quanto maior a normalidade dos dados

Isto é:

originais maior a aproximacao. Dessa forma, usando a tabela da distribui¢ao normal,

podem-se encontrar intervalos de confianga para pr ou realizar testes de hipoteses.

Nao é objetivo demonstrar o teorema do limite central, no entanto,
sera ilustrado graficamente a distribuicao amostral da média e da razao de dua va-
riaveis aleatdrias da populagao apresentada no Exemplo 2. Através das Figuras 2, 3
e 4 pode-se verificar que a medida que o tamanho da amostra aumenta a distribuicao
da média das variaveis aleatodrias tende a normalidade, enquanto que a distribui¢ao

da razao de duas variaveis aleatdrias nao segue necessariamente a mesma regra.
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Exemplo 2:

Seja uma populagao com as varidveis aleatérias: V={120, 50, 70, 80, 100, 20} e
W={80, 20, 50, 50, 70, 30}. Dessa populacao extrairam-se amostras aleatoérias,
com reposi¢ao, de tamanhos n=1, n=2 e n=3. Os histogramas de freqiiéncia sao

apresentados nas Figuras 2, 3 e 4.

£(x) f(x)

£(x) f(x) £(x)

f(x) f(x) f(x)

w 7]

Figura 4: Histogramas das distribui¢des amostrais de v, w e = com n=3

gl
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Observando a expressao (9) pode-se verificar que 67(Z) representa
uma estimativa dos erros padrées das médias de todas as amostras de tamanho n,
extraidas de uma populagao cuja distribuicao é F'. Isto quer dizer que, se houvesse
possibilidades de se retirarem todas essas amostras, poder-se-ia calcular o valor de
6r(Z) diretamente pelos erros padroes das médias amostrais de cada uma dessas

amostras.

Naturalmente, devido & simplicidade analitica das expressées (7)
e (8) nao faz sentido aplicar este principio para obter a estimativa do erro padrao
do estimador, quando este é a média amostral. Entretanto, em situagoes onde o
interesse consiste em uma estatistica que possui forma analitica mais complicada,
como no caso da mediana, coeficiente de correlacao, etc., a obtencao do erro padrao
do estimador, diretamente pela variancia dos valores amostrais, a partir de todas
as amostras possfveis, é uma alternativa que pode ser adotada para evitar a com-
plexidade que estes estimadores apresentam, quando se deseja obter uma medida de

precisao para os mesmos.

O problema é que a distribuicdo F' é desconhecida e portanto é
impossivel éxtrairem—se todas as amostras possiveis da populagao original. To-
davia, € possivel obterem-se repetidas amostras de outra populacao, cuja distribuicao
aproxima-se da verdadeira F'. Ksta é a idéia bésica do método “Bootstrap”, que
consiste em se trocar a distribuicao desconhecida F', que descreve uma populagao
que nao pode ser reamostrada, por uma distribuicao empirica F , que descreve uma

populacao conhecida, que pode ser reamostrada exaustivamente.
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3.5 Estimativa “Bootstrap” do Erro Padrao de um Esti-
mador

Seja x=(z1,Zs- - %,) uma amostra aleatdria, de tamanho n, com

distribuicao de probabilidade F', desconhecida, isto é:
X, XX, M F

Além disso, a esperanca e variancia de F' sdo, respectivamente, ur € 0.

F(z) = Prob{X; < z;}

Suponha que se deseja estimar um parametro =t(F') da populagéo
F', com base nos dados da amostra observada, ou seja, é:s(x). Mas, como obter
uma medida de precisao para 0 sec a distribuicdo F' da populacio que foi extraida
a amostra é desconhecida 7. Como foi visto anteriormente, em situagoes como esta,
exceto para o caso da média, é complicado fazer inferéncias sobre o parametro 6.
No entanto, através do método “Bootstrap”, proposto por EFRON (1979), que sub-
stitui as solugoes analiticas complexas ou inexistentes pelo poder de processamento
dos computadores, podem-se fazer inferéncias sobre o parametro #, de modo relati-

vamente simples.

A seguir serd descrito o procedimento “Bootstrap” para a obtengao
da estimativa da variancia da estatistica Z. O uso da média amostral é para demon-
strar a eficiencia do método “Bootstrap”, uma vez que a variancia da mesma pode
ser obtida através de ex;;ressées simples e dessa forma torna-se possivel uma analise
comparativa. Todavia, os conceitos aqui empregados poderao ser estendidos para

outras estatisticas mais complexas.
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3.5.1 Escolha de F

O procedimento “Bootstrap” baseia-se no fato de se obter uma
distribuicao empirica F , que reproduza o mecanismo probabilistico, gerador dos
dados originais. F é um estimador de F' que melhor se aproxima da distribuicao

verdadeira da populagao.

Dado um minimo de suposi¢oes sobre a distribuicao F', uma es-
colha para F' é feita através do estimador de verossimilhanga nao-paramétrico, que
coloca massa de probabilidade (%) em cada uma das observagoes T1,T2 - - Tp, que

representa a propor¢ao amostral dos valores observados menores ou igual a x. Isto

é:
n
~ o e R
F(il?) = i=1 - #( = )
n n
Fx) 17 [ =l [FE) Y =
/ .
- |
1.5+ 0.5 J
[
W |
P -
0d ==~ ”-‘)—J 0 —_;lL
400 500 500 " 200 00 500
TRAT. A TRAT. B

Figura 5. Dados do Exemplo 1. A linha cheia indica a distribui¢do empirica e a

linha pontilhada, a distribuigao acumulada dos dados F'(z) = ® (z—_ﬁ>

o
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Os gréficos da Figura 5 mostram as distribui¢des empiricas F'(z)
para os dados dos tratamentos A e B (Exemplo 1), juntamente com as distribui¢oes

tedricas, que em ambos os tratamentos, trata-se da distribuigao normal padronizada.

Através da Tabela 2, mostrar-se-4 que as distribuicoes das médias
amostrais seguem o principio que coloca massa de probabilidade (i—) em cada ob-
servagao. Nesta tabela encontram-se os valores observados para todas as possiveis
amostras de tamanho n=2, da populagao apresentada no Exemplo 2, bem como, a
distribuicao de probabilidade das médias amostrais © e w. Pode-se verificar que
para a obtencao das referidas estatisticas, assim como a obtengao da esperanga e
variancia de V e W, considera-se o principio que coloca massa de probabilidade (%)

em cada observacao.

N ,
XY a4 X Wi gg9
=1 . ¥ _ i=1 _ v
V#———N = =173,33 e W = N =6 = 50
— o v 1 1 . _ _
E V] =Y Vipr(s)] = 31200+ 4+ 22(20)=73,3 . V=EV)
i=1
— 2 1 1 . - -
E W] => Wlpr(s)] = 3-6(80) +oee 36(30) =50 o W=E_W)

Var[V] =Y [V-E,(V)]? =1055,5 ¢ Var[W] = iv:[W——EC (W))? = 433,33

i=1 i=1

1
—+---+(20-73 3)2 s = 521,78

Var, (V) = Z[V B(V)Plpr(s)] = (120-73,3)

— |4
Vary(V) = ar(V) 105;5, 5
n

= 527,78

Var (W) = Xn:[w ~ E(W)?[pr(s)] = (80 — 50)2% -+ (30 — 50)2% = 216,67

=1

Var, (W) = Var(W) 4332, 33
n

= 216,67
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Tabela 2: Distribuicao de probabilidades das possiveis amostras, de tamanho n=2,
para as varidveis aleatérias V e W da populagao apresentada no Exemplo 2, extraidas

sob um plano amostral de amostra aleatéria com reposi¢éo (plano C)

Amostra | Probabilidade de Varidveis Valor obser. | Varidveis Valor obser.
{s} {s} {v1 e v} 0 {w; e wy} w
{lel} 1/36 {120 € 120 } 120 {80 ¢ 80 } 80
{1e2} 1/36 {120 e 50} 85 {80 €20} 50
{1e3} 1/36 {120e 70} 95 {80 e 50 } 65
{led} 1/36 {120 e 80} 100 {80 ¢ 50 } 65
{leb} 1/36 {120 ¢ 100 } 110 {80 e 70} 75
{le6} 1/36 {120 e 20} 70 {80 €30} 55
{2el1} 1/36 {50e120} 85 {20 80 } 50
{2e2}" 1/36 {50e 50} 50 {2020} 20
{2e3} 1/36 {50e 70} 60 {20 e 50 } 35
{2e4} 1/36 {50e 80} 65 {20 e 50 } 35
{2e5} 1/36 {50100} 75 {20e 70 } 45
{2e6} 1/36 {50e 20} 85 {20e 30} 25
{3el} 1/36 {70e120} 95 {50 e 80 } 65
{3e2} 1/36 {70e 50} 60 {50 e 20 } 35
{3e3} 1/36 {70e 70} 70 {50 e 50 } 50
{3e4} 1/36 {70e 80} 75 {50 € 50 } 50
{3e5} 1/36 {70e100} 85 {50 e 70} 75
{3e6} 1/36 {70e 20} 45 {50 e 30 } 40
{4el} 1/36 {80e120} 100 {50 e 80 } 65
{42} 1/36 {80e 50} 65 {50 e 20 } 35
{4e3} 1/36 {80e 70} 75 {50 e 50 } 50
{4ed} 1/36 {80e 80} 80 {50 e 50 } 50
{4eb} 1/36 {80e100} 90 {50 e 70 } 60
{4e¢6} 1/36 {80e 20} 50 {50 ¢ 30 } 40
{5el} 1/36 {100 e 120 } 110 {70 e 80 } 75
{bHe2} | 1/36 {100 e 50 } 75 {70 e 20} 45
{be3} 1/36 {100e 70} 85 {70 e 50 } 60
{bed} 1/36 {100 e 80} 90 {70 e 50 } 60
{Heb} 1/36 {100 e 100 } 100 {70 e 70 } 70
{5e6} 1/36 {100 e 20} 60 {70 e 30} 50
{6el} - 1/36 {20e120} 70 {30 e 80 } 55
{6e2} 1/36 {20e 50} 35 {30 e 20} 25
{6e3} 1/36 {20e 70} 45 {30 e 50 } 40
{6ed} 1/36 {20e 80} 50 {30 e 50 } 40
{6eb} 1/36 {20e100} 60 {30 e 70} 50
{6e6} 1/36 {20e 20} 20 {3030} 30
v 20 35 45 20 60 65 70 75 80 8 90 95 100 110 120
probfV=") |5 % 3 3 % % 36 % @ B % i ¥

20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80

vV -5y L 2 L 4 4 2 8 2 3 4 1 3 1
prob(W =w) | 55 5 336 36 36 36 36 36 36 3636 36

g
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3.5.2 Estimativas “Bootstrap” do Erro-padrao da média

A partir da escolha de F (estimador de verossimilhanga nao-para-
métrico) e da amostra observada x=(z1,%s - - - &, ), inicia-se o processo “Bootstrap”.
Isto é, com E fixa, seleciona-se na amostra observada, uma amostra aleatéria
x*=(z}, x5 - x}), com reposigao, de tamanho n. Essa amostra x* é denominada
Amostra “Bootstrap” e caracteriza-se por reuzar a propria amostra observada X.
Logo,

® * * iid £

Xz Xy ~F
De posse da amostra “Bootstrap”, estimativas “Bootstrap” Exata
das estatisticas de interesse serao obtidas, realizando-se nessa amostra sob dis-
tribuigao F', as mesmas operagoes matematicas que seriam feitas na amostra original
sob distribui¢ao F'. Considerando o caso em que o parametro de interesse § = t(F’)

é a média populacional, estimada por 8 = s(x). Entao,

@) Oh _ Brle= Er@P _ Br(@) - [Be(e)f

n n

Como F' é desconhecida torna-se impossivel obter os valores dos momentos Ep(z)?
e [Fr(z)]2. Mas trocando-se F' por F' e x por x* obtém-se a estimativa “Bootstrap”

Exata da variancia de Z, conforme descrito abaixo.

n _ - o2
0}2300t($) - 0-?3*('7’.) - TF =

Bp(z*)?—En(z*)? _
n

n

> a2 o n ~
e S mimE)?  (nel) g2
- n - n? T n n

Portanto,

@) = C N (1) (10)

B, consequentemente,




31

Comparando-se a expressao (10) com a expressio (8), pode-se ve-
rificar que a expressdo da estimativa “Bootstrap” exata da variancia da média é

semelhante & expressao da estimativa nfo viesada da variancia de Z, a menos do

fator (—n—;i)

A estimativa “”Bootstrap” exata, para o caso da média é facil
de ser obtida, mas o mesmo nao ocorre quando a estatistica de interesse possui
uma formula analitica complicada. Nesses casos, pode-se aplicar o principio visto
anteriormente, ou seja, obter o erro padrao do estimador, diretamente pelos valores
amostrais a partir das variancias estimadas de todas as amostras possiveis. Todavia,
este procedimento s6 podera ser adotado quado se conhece a populagao, para que

seja possivel se extrairem todas as amostras possiveis.

No o caso em questao, a distribuicao F' é desconhecida e portanto
nao se pode extrairem todas as amostras possiveis da populagdo original. Mas,
adotando-se o método “Bootstrap”, que troca a distribuicao F', desconhecida, por
seu estimador F' , que descreve uma populacao que pode ser reamostrada exaustiva-
mente, pode-se obter a estimativa do erro padrao do estimador diretamente pelos

valores das varidncias amostrais, como sugerido no paragrafo anterior.

Segundo EFRON & TIBSHIRANI (1993), para uma amostra ob-
servada de tamanho n tem-se m = (2"7:1) amostras “Bootstrap” distintas. Onde
m representa o nimero de amostras nao ordenadas de tamanho n extraidas com
reposi¢do. Por exemplo: sendo n=2, {z; e x5}, entdo m=3, que sdo as amostras,
{z1 e 21}, {71 € 22} € {my € T2}, j4 que as amostras {z; e T2} € {T2 e ;} sdo

iguais.

Dessa forma, obtendo-se a estatistica de interesse de cada amostra
“Bootstrap”, para todas as m amostras “Bootstrap” distintas tem-se a estimativa
“Bootstrap” Exata para o parametro de interesse. Sejam as m amostras “Bootstrap”

distintas denotadas por z*; = {z{,23-- - 2%}, entdo a estimativa “Bootstrap” exata
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da varidncia de uma estatistica de interesse f=s(x) é obtida por:

~

Vary(0%) = o2(6%) = 62(0) = i[t(z;) — t()°W;

onde,

i) = S Wlt(z))]

=1

W;,comyj=1,2--- (2”7:1>, ¢ a probabilidade da j-ésima amostra “Bootstrap” dis-

tinta, com W; = #,'Jn,zljl(%)” (EFRON & TIBSHIRANI, 1993)

O grande problema deste método é que m cresce muito rapida-
mente. Por exemplo, para n=20 tém-se 68.923.264.410 amostras “Bootstrap” dis-
tintas. Isto torna impraticavel a obtengao da estimativa “Bootstrap” exata. Fe-
lizmente, é sempre possivel obter, através de simulacao de Monte Carlo, descrito
no Algoritmo 1, da Figura 6, a estimativa “Bootstrap”, que é uma aproximacao

numérica para a estimativa “Bootstrap” exata.

Na pratica, usa-se sempre o algoritmo de Monte Carlo para obter a
estimativa “Bootstrap” do erro padrao de uma estatistica de interesse. Neste casos
¢é importante tomar amostras “Bootstrap” do mesmo tamanho da amostra original,
pois, segundo (EFRON & TIBSHIRANI, 1986), o algoritmo de Monte Carlo nao
converge para estimativa “Bootstrap” Exata se o tamanho da amostra “Bootstrap”

difere da amostra original.

Quanto ao nimero de amostras “Bootstrap” (B), necesséria para
estimar o erro padréo, através do algoritimo de Monte Carlo, EFRON & TIBSHI-
RANI (1993), apresentam a seguinte regras praticas: B=25 é usualmente informa-
tivo; B=>50 é suficiente para se obter a estimativa “Bootstrap” com boa precisao e

raramente necessita-se B > 200.
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Figura 6: Algoritmo de Monte Carlo para obter a estimativa “Bootstrap” do erro

padréo de uma estatistica de interesse

Algoritmo 1

1) Através de um gerador de niimeros aleatérios, seleciona-se, independentemente, um
grande nimero B de amostras “Bootstrap”, xz‘l) , X?2)’ .- -sz). Isto é, B amostras
aleatdrias simples de tamanho n , extraidas com reposi¢ao da amostra original
x ={z1,%2,"*Tn};

2) Para cada amostra “Bootstrap” (xZ‘b)) calcula-se a estatistica de interesse

0ty = s(xy,) para b=1,2,---B
3) Calcula-se a varidncia amostral dos B valores 92‘1), éz2) eee é?B), isto é,

B .
S0, -0

~2 _b=1

op(0) = B 1

onde,

5 )+

0 () = =
‘T B

4) A estimativa “Bootstrap” do erro padrao da estatistica de interesse é obtido por:
oB(0) =/ 55(0)

Pode-se verificar que quando B — o0 = 63 (0) — 6%,,,(0) = a2(F).

Na Figura 7 encontram-se os resultados de um estudo de simulacao,
aplicando-se o Algoritmo 1 para observar a convergéncia das estimativas “Boot-
strap” dos erros padroes das média Y ¢ Z, dadas no Exemplo 1, para as estimativas

“Bootstrap” exatas. Neste estudo foram considerados valores de B de 25 até 600.
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Figura 7: Estimativas “Bootstrap” do erro padrido de Y e Z, em funcio do niimero

de amostras “Bootstrap” (B). A linha horizontal da primeira e segunda figura re-

presentam as estimativa “Bootstrap” exatas, respectivamente, 16,95 e 17,37

Na Tabela 3 encontram-se os valores dos parametros das populagoes

apresentadas no Exemplo 1, juntamente com as estimativas nao viesadas, estimati-

vas “Bootstrap” exatas e as estimativas “Bootstrap” obtidas através do Algoritmo

1 com B=200. Diante dos valores apresentados nesta tabela, pode-se verificar que as

estimativas “Bootstrap” apresentam valores muito préoximos as estimativas “Boot-

strap” exatas e estimativas nao viesadas.

Tabela 3: Resultados comparativos, obtidos a partir dos dados do Exemplo 1

Estatistica ~ Parametro Estimativa Estimativa Estimativa
de interesse populacional nao viesada  Bootstrap Exata Bootstrap
0 or@) =\ 0r0) = Z Gnen®) = EIE om0
] 18,90 18,31 16,95 17,02
z 17,68 18,57 17,37 17,22
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3.6 Estimativa “Bootstrap” do Erro Padrio do Coeficiente
de Correlacao

Considere o pardmetro de interesse 0=¢t(F') como sendo o coeficiente
de correlagao linear entre duas variveis aleatdrias Y e Z, que pode ser estimada a
partir dos dados observados através da estatistica ézs(a'?). De posse desta estatistica,
necessita-se agora obter uma medida de precisao para a mesma, afim de que se
possa fazer inferéncias sobre as caracteristicas da populacdo. Mas como foi visto
anteriormente, este é um caso em que ha dificuldades na obtencao de uma medida
de precisao para é, uma vez que para o coeficiente de correlagio linear nao existe

o~ . - A ~ 2

uma expressao simples que fornega o erro padrao de €, como a expressao \/; , que

fornece o erro padrao da média amostral.

Todavia, é sempre possivel obter o erro padrao de um estimador,
diretamente pelos valores amostrais. E, aplicando-se o procedimento “Bootstrap”,
através do algoritmo de Monte Carlo, mostrado na Figura 8, pode-se obter uma
estimativa “Bootstrap” do erro padrao do coeficiente de corelacgao linear entre duas

varidveiss aleatérias (éorr(y, 2)).

Exemplo 3:

Este é um exemplo apresentado por EFRON & TIBSHIRANI (1993), que se refere ao
estudo em 82 faculdades americanas de Direito. Nesse estudo, foram consideradas
as varidveis aleatérias LSAT® e GPA %. Os dado na Tabela 4, referem-se aos valores
observados das varidveis aleatérias Y e Z de uma amostra de 15 faculdades e a partir

desses dados, obteve-se o valor 0,779 para o coeficiente de correlacao amostral.
kL3 - —
2o Yizi — nyYZz
— i=1
V(g —ng?) (5 2 — n2?)

céorr(y, z) =0,776

SLSAT - nota média no exame para ser admitido na faculdade de Direito
GPA - nota média na escola anterior
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Tabela 4: Dados observados de uma amostra (n=15) das faculdades americanas de

Direito, referentes as variaveis LSAT e GPA

Faculdade | LSAT GPA || Faculdade | LSAT GPA
Yi Z; Yi Z

1 576 3,30 9 651 3,36

2 635 3,30 10 605 3,13

3 558 2,81 11 653 3,12

4 578 3,03 12 575 2,74

5 666 3,44 13 545 2,76

6 580 3,07 14 572 2,88

7 555 3,00 15 504 2,96

8 661 3,43 - - -

FONTE: Efron & Tibshirani,(1993)

Figura 8: Algoritmo de Monte Carlo para obter a estimativa “Bootstrap” do erro

padrao do coeficiente de correlagao linear

Algoritmo 2

1) Através de um gerador de nimeros aleatérios, selecionam-se, independentemente,
‘ @ » * * 4
um grande numc'aro B de amostras “Bootstrap”, X(1)X(2p " X(B)" Isto é, B
amostras aleatérias simples de tamanho n , extraidas com reposi¢ao da amostra
atual x = {x1,%a,* - Tpn};

2) Para cada amostra “Bootstrap” (x?b)) calcula-se o respectivo coeficiente de corre-
lagdo amostral  corr], éorry, -« - COTTg

3) Calcula-se a varidncia amostral dos B valores éorr}, éorrs, - - - Gorry, isto é:

B ~
3 {eorrfy,) — 0*()}
6% (corr) = =i B 1

B
——
Z CO’I"I‘(b)
=1

onde, 0 () = =g

4) A Estimativa “Bootstrap” do Frro-padrao do coeficiente de correlacio linear é

obtido por:
og(éorr) = ,/&]23(42()/?1')

Pode-se verificar que quando B — 00 = 6§ (Corr) — 6%,,,(corr) = o2 (F).
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Tabela 5: Estimativas “Bootstrap” do erro padrao do coeficiente de correlagao

linear para diversos tamanho de (B)

B 95 50 100 200 400 800 1600 3200
og(corr) | 0,140 0,142 0,151 0,143 0,141 0,137 0,133 0,132

FONTE: Efron & Tibshirani,(1993)

Na Tabela 5 encontram-se as estimativas “Bootstrap” do erro pa-
drao do coeficiente de correlagao linear para os dados do Exemplo 3, com o niimero
de amostras “Bootstrap” variando de 25 a 3200. Como a populagao da qual foi
extraida a amostra é conhecida, é possivel comparar os histogramas de distribui¢oes
amostrais, obtidas pelos dois procedimentos, ou seja, comparar o histograma da
distribuicao amostral dos dados originais para amostras de tamanho n=15, com o
histograma da distribui¢ao amostral para o caso em que foi usado o procedimento
“Bootstrap” com 3200 amostras “Bootstrap”, (B=3200). Como se pode observar,
através da Figura 9, existe grande semelhanca entre a distribu'}géo “Bootstrap” ¢ a

distribuicao amostral dos dados originais.

r—

o.n 1] [ ] 0.6 0.8 1.0 0.0 oz 0.4 1K 0.8

1.0
BootsTRap RaMnorM samples

Figura 9: O painel esquerdo mostra o histograma da distribuicao “Bootstrap” de
corr(x*) com 3200 amostras “Bootstrap”. O painel direito mostra o histograma da
distribuigao amostral de 3200 repetigoes do corr(x), onde x é uma amostra aleatéria

da populagao de N=82 faculdades americanas. FONTE: Efron & Tibshirani,(1993).
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3.7 Estimativa “Bootstrap” do Viés e Variancia do Esti-
mador Razao

3.7.1 Estimador do Tipo Razao de Média

Na inferéncia estatistica é comum encontrar situagées em que o
pardmentro de interesse é uma razio (R), formada pelo quociente entre duas va-
ridveis aleatéria (por exemplo, V e W). O parametro R é estimado pela razéo R
estabelecida na amostra.

- _ vV
p W

é um estimador de R

Logo, V=RW

gl

A distribuicio de R é, em geral, bastante complexa de ser obtida,
pois o denominador tabém é uma variavel aleatéria. Como conseqiiencia deste fato,
o estimador R possui viés e tem distribuicao bastante assimétrica em pequenas
amostras. O viés de R diminui & medida que se aumenta a amostra e, para grandes

amostras, a distribuicio aproxima-se da normal (BOLFARINE & BUSsAB, 1994).

Segundo COCHRAN (1977), nao existem expressoes exatas para o
calculo do viés € nem para o célculo da varidncia amostral da estatistica R, apenas

aproximagoes validas para grandes amostras.

A expressao aproximada do viés de R pode ser obtida, segundo

COCHRAN (1977), como se segue:

[R— R] = [g_R] _ [T}—Ru‘;]

w

Expandindo %, conforme a expansao de Taylor, temos:

1 1 _il_w_w+(w_w)2_ N
zv_W(1+_,_w;VW)_W w w2
Entao,
A v — Rw w—W (w—W)?
R =R = W.(l‘ T ‘)



Portanto: B
~ . (v—Rw (v— Rw)(w—W)
P hw ) 11
7-r1= ("5 W), 1)
onde, = indica aproximacdo. Para grandes amostras temos que w = W. Con-

siderando @ = W, o segundo termo da Expresséo (11) desapareceréd e E[R—R] = 0.

Logo, para grandes amostras, R é um estimador assintoticamente nao viesado para

A~ . v — R U . ]_ < 1 el = -
[” w} ~ _E[p— Ru]= —(V—RW)=0
%4
Considerando uma amostra pequena, onde @ # W, a expressio aproximada para

o viés de R é dado por:

ElR-R] - E [1‘; —WRw B (z‘;—Rz%(;D—W)} s 0-F {(@~Ru—;_v)(2m—W)}
- g [—Rw(w — VQ; o(w — W)} = %E [Ru—,(m — W) —o(w — W)]
- —V—Vl—g (B [Ru(@ — W) - B [o(0 - W)]) = V—{lﬁ (R B [ww —W)] - B [o(@ - W))])
Como 2
Elow-W)|=E[o-W| =Var(a) = %ﬂ
Elo(w—W)| = E|@—V)@—W)| =Cou(@,m) = p(v,®)s55s
Portanto,

- . N—n 1
E|R - R] = N (Rsi — p(v,w)svsw)

onde, & w— € a correcao de populagao finita € p(v,w) é o coeficiente de correlacgdo

amostral entre as varidveis V e W.
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A expressao aproximada para a variancia de R, segundo COCHRAN

(1977), é obtida como se segue:
Var(R) = EQR(R) = E|R - R)?

Quando n é Suﬁcientemente‘grande (segundo COCHRAN, n > 30) @ = W e tem-se

apenas o primeiro termo da Expressao (11). Logo,

. . 0—Ro_.9-Ro 1 /Sv RTuw

R R = S S T (S-S
S ;1§:(Ui—Rwi)_1Zn:dz‘;d_
R = "W W

onde d; = (v; — Rw;). Para o caso de populagoes, temos que:

N
N N N - N

"ol
I
|
5
N
Il
|
I
o

Logo, a variancia de R pode ser escrita da seguinte forma:

Var(R) = E [ E [(J— D)]2 = % Var(d) = % —Va;(di)

(d— D) 2;L

w e
Z: N2 N N

—_}_ﬂ;i >(d)? . 1 3 (v — Rw)?

Sua estimativa amostral € obtida por:

2 N 2
Var(R) = Non b, DLcfo) -

N w2 n(n—1)

T N n N 7
1 2 vP2RY wiwi R w?

—n
N nw? n—1

onde, % é a correcao de populagao finita
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3.7.2 Estimativa “Bootstrap” do Viés de Um Estimador

Suponha a seguinte situacao cldssica de andlise de dados: uma
amostra aleatéria x={z1, z9,- - -, } foi extraida de uma popula¢io, cuja distribuic¢ao
de probabilidades F' é desconhecida. Com base no dados da amostra observada x,
deseja-se estimar um parametro de interesse =t(F'). Para tanto, calcula-se a es-

tatistica ézs(x). Agora necessita-se saber a precisao de 4.

Até aqui, havia-se empregado o erro padrao como medida de acu-
racidade de um estimador, entretanto, existem outras medidas usadas na estatistica
para avaliar a precisdo de um estimador. A seguir abordar-se-3o as definicées de
tendenciosidade de um estimador como medida de acuracidade, bem como a
aplicagao do procedimento “Bootstrap” para obtencio do viés de um estimador do

tipo razao.

Considere agora a estatistica ézs(x) como:sendo a estimativa do
viés do estimador em relagao a um parametro populacional §=t(F"). Por defini¢do,
o viés de ézs(x) ¢ a diferenca entre a esperanca de 6 e o valor do parametro popu-

lacional 6.

Viésp = Viés(d, 0) = Ep[s(x)] — t(F) (12)

Embora o parametro 0 seja desconhecido, ¢(F") pode ser calculado.
Por exemplo: Quando € é a média populacional t(F)=FEr(X)=fz dF(z). Portanto,

se Ep(6)=0 entdo 0 é um estimador nao viesado pora 0.

Seguindo o mesmo processo descutido nas secoes anteriores, o mé-
todo “Bootstrap” pode ser usado para estimar o viés de qualquer estimador f=s(x).
A estimativa “Bootstrap” do viés é definida como sendo o estimador Viés; obtido

quando se substitui F' por F' e x por x* na Expressao (12). Isto é:

Viésj = Ep[s(x*)] — t(F) (13)
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Onde #(F) é um estimador “Bootstrap” de § e FE;[s(x*)] pode ser obtido por
simulacdo de Monte Carlo, como no Algoritmo 3, apresentado na Figura 10. Viés;

é um estimador “Bootstrap” de Viésp.

Figura 10: Algoritmo de Monte Carlo para se obter a estimativa “Bootstrap” do

viés de um Estimador

Algoritmo 3

1) Através de um gerador de nimeros aleatdrios, selecionam-se, independentemente,
um grande nimero B de amostras “Bootstrap” xz‘l),xa), .- -xE‘B). Isto é, B
amostras aleatérias simples de tamanho n , extraidas com reposicao da amostra
atual x = {z1,%Z9, - Tn};

2) Para cada amostra “Bootstrap” (xzb)) calcula-se a estatistica s(xzb))
3) Calcula-se a média dos B valores s(xz‘l)), s(xE“Q)) “ee s(xfB)) isto é:
B ‘
A 3> s(xg)
9*() b=l
B
4) A Estimativa ‘‘Bootstrap" do Viés é obtida por:

Vidsg = 0*(-) — t(F)

A obtencao da estimativa Boostrap da variancia do estimador Ra-

zao ¢é feita seguindo os mesmos passos do Algoritmo 1.
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Exemplo 4:
Suponha que foram extraidas as amostras x,,={20,100,120} e x,,={50,20,70}
da populacao descrita no Exemplo 2. E, a partir das amostras observadas, desejam-

se estudar as propriedades de R como um estimador da razao entre as variaveis

aleatérias Ve W,

wy V73,33
= — == = ——— = 1,4667
.V 80
e = = 1,714
@ 46,67
Viés(R) = B[R] — R = 1,47225 — 1,4667 = 0, 00558
o 6—-3 1 :
Viés(R) = TW(I’ 467 % 633,33 — 0,075 % 52,915 * 25,166) = 0,055

Var(R) = E[R— R]?> = 0,045
6—-3 1 24800 — 2% 1,714 % 11400 — (1,714)2 % 7800

Var(R) = —5= 308,672 )

= 0,3305

Tabela 6: Valor do pardmetro e suas respectivas estimativa obtidas pelas expressoes

aproximadas e as estimativas “Bootstrap” com 10 amostras “Bootstrap” (B=10)

~ Estimativa  Estimativa A Estimativa  Estimativa
Parametro . Parametro . N
aproximada “Bootstrap” aproximada “Bootstrap
Viés(R) Viés(R) Viésg(R) Var(R) Var(R) Varg(R)
0,0056 0,055 0,014 0,045 0,3305 0,3078

Conforme pode ser observado na Tabela 6 as estimativas “Boot-
strap” do viés de R e da varidncia de R apresentaram valores distantes dos valores
dos parametros. Isso deve-se ao fato de que o tamanho da amostra é muito pe-

. . td ’ . 113 » . . T, -
queno, n=3 e com isso 0 nimero maximo de amostra “Bootstrap” distintas é muito
pequeno (B=10). Conseqlientemente o processo de reamostragem é ineficiente. To-
davia, verifica-se que a obtengdo da estimativa da varidncia e do viés, através das
expressoes aproximadas € muito mais complexo que através do procedimento “Boot-

strap” e os valores encontrados pelos dois métodos sao préximos.
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3.8 Intervalo de Confianca “Bootstrap”

Como foi visto no capitulo sobre inferéncia estatistica, geralmente
ndo é suficiente avaliar determinadas caracteristicas da populagao apenas com esti-
magéb pontual. Muitas vezes, é necessario recorrer a um mecanismo de estimacao
por intervalo que possibilite avaliar o erro que se comete na referida estimagao pon-
tual. A avaliacao deste erro pode ser feita com a construcao de um intervalo de

confian¢a (IC) para o parametro de interesse, isto é, um intervalo do tipo:

li(z) ;5 lo(z)]

tal que, a probabilidade do intervalo conter o verdadeiro valor do parametro (6) seja

igual ao valor pré-fixado 1-2a, ou seja,

Plh(m) <0<h@)}=  1-2 (1)

Prob. de cobertura  Nivel de confianga

Geralmente, nas aplicagées préticas, procura-se construir IC com caudas iguais, ou
seja:

PO <li(z)}=a e P{0>hx)} =« (15)

Os intervalos de confianga que satisfazem a condicao da Expressao
(14) sao ditos exatos. Mas, infelizmente, nem sempre é possivel obter IC exatos, no
sentido de que a condi¢do da Expressdo (15) sejam exatamente iguais a a. Freqiien-

temente, na pratica, os IC sdo somente aproximados, isto é:
Plo<li(zx)}=a e P{ > k(z)} =a (16)

Nestes casos, além do IC, os limites I, e I sdo ditos também aproximados. Por
exemplo, o IC para 1 de uma determinada populacao, com variancia conhecida (¢2)

é dado por:

(l1(z) ; la(z)] = |7 - Z(1~a)\/i7—z ;T — Z(a)%
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Onde 7 ¢ a média amostral de n observagoes independentes, z, € 2(1—q) 580 respec-

tivamente o a-ésimo e o (1-a)-ésimo percentis da distribui¢ao normal padrao.

Este IC é exato somente se as observagoes xq,Zs---T, S0 nor-
malmente distribuidas com média g e varidncia 2. Mesmo que esta pressuposicao

nao seja satisfeita, ele é aproximado, uma vez que, pelo teorema central do limite

v g | _ V(X — ) _ -
P{M<X—Z(1_a)%} —P{—G——>Z(1_a) ~P{Z>Z(m)} =

P{,U,>X—Z(a)%}:P{@<Z(a)}:P{Z<Z@)}ia

onde Z é uma variavel aleatoria que tem distribui¢cao normal padrao.

Quando se trabalha com intervalos de confianga aproximados, o
primeiro questionamento que se faz é sobre a proximidade das probabilidades em
questdo na Expressdo (16), j& que quanto mais préximas, mais exatos serao os
intervalos. Outro questionamento que se pode fazer, é quao proximos estido os
limites aproximados l1(z) e l2(z) dos limites exatos, como definidos na Expressao
(15). Segundo SILVA (1995), estes dois questionamentos definem importantes pro-
priedades para avaliagao e comparagao de IC aproximados, que séo, respectivamente

a acurdcia e a corretibilidade do intervalo.

A nogao de acuricia estéd relacionada com a proximidade entre
as probabilidades de cobertura dos intervalos (—oo , O[a]) e (fla] , ) e o
nivel desejado . Portanto, quanto menores forem os ERRO; ¢ ERROy;, definidos
em (17), mais acurado serd o IC aproximado. O conceito de corretibilidade se
refere &4 proximidade de um limite de confianca aproximado com relacao ao limite

de confianca exato.
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Seja o intervalo de confianga aproximados [é[a] . (1 — a]}, onde
0la] e O[1 — a] representam, respectivamente, os limites inferior e superior de

intervalo, tais que:
P{o<blo)} =a e P{#>01—-0a]}=a

Considerem-se agora os seguintes tipos de erros

ERRO;(0]a]) = P{0 < b[a]} = a

ERRO(f[1—o]) = P{0 < 01— o]} =a (17)

ERRO;;(0[a]) = 6]e] — Begasola]

ACURACIDADE DE ORDEM 1:

Um IC aproximado para o parametro @, com probabilidade de cobertura aproximada-
mente iqual a 1-2a é denominado acurado de ordem 1, se (para duas constantes ¢;
€ Ca):

BRRO:(flo)) = 7 e BRRO,(0[1~ o)) = ==

ACURACIDADE DE ORDEM 2:
Um IC aproximado para o parametro 6, com probabilidade de cobertura aproxi-

madamente igual 1-2a é denominado acurado de ordem 2, se (para duas constantes

C; € Cg):
!

BRRO,(flo)) == e  ERRO;([1-a]) = %2.

CORRETIBILIDADE DE ORDEM 1:
Sendo ¢ uma estimativa de desvio-padrao de 6 e éemto[a] um limite de confianca
exato para 0, de nivel o, que satisfaz ~ P{0 < b.wato @]} = @. Um limite de confianca

aproximado é[a] é denominado correto de ordem 1, se
ERRO;;(Bla]) =0O(n™Y)  ou  ERROn(8la)) = O(n *?)é

desde que & seja usualmente de ordem n~/2,
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CORRETIBILIDADE DE ORDEM 2:

Um limite de confianca aproximado é[a] é denominado correto de ordem 2, se

ERRO(0la]) = O0(n~**)  ou  ERRO(fla]) = O(n )&

Os erros dos intervalos acurados de ordem 1 tendem a zero a medida
que o tamanho da amostra tende ao infinito, a uma taxa (velocidade) de 1/4/n,
enquanto que, os erros dos intervalos acurados de ordem 2 tendem a zero a medida
que n tende ao infinito a uma taxa de 1/n. A comparacao destas duas taxas fornece,
nao somente uma magnitude do erro que se comete nos intervalos, mas também, um
critério de escolha entre eles, visto que, a segunda taxa converge para zero bem
mais rapidamente que a primeira. A corretibilidade de uma ordem implica na

acuracia da mesma ordem.

A seguir, ser visto como o método “Bootstrap” pode ser usado para
a construcao de um IC de um parametro de interesse 8. Os intervalos de confianca
Bootstrap poderao apresentar melhores aproximacoes, no que tange as propriedades
descritas anteriormente, que outros intervalos baseados em métodos cléssicos, além
do que, podem ser uma alternativa implementdvel, quando existe dificuldade em .
construir os intervalos através de métodos classicos. Serao apresentados os seguintes
intervalos de confianca Bootstrap:

Bootstrap-padrao - é construido sob a suposi¢cao de normalidade da estatistica

(6-6) .
O Boot (é) !

t-Student Bootstrap - ao contririo do anterior, é construido como base na aproxi
magao pela distribui¢ao t-Student com n — 1 gl, para a referida es
tatistica;

t-Bootstrap - é construido sob a aproximagio Bootstrap para a distribuigio da
(6-9)

O Boot (é) !

aproximagao t-Student para a distribuigio da referida estatistica.

estatistica de forma anéloga ao método cléssico que usa a
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3.8.1 Intervalo Bootstrap-Padrao

Seja ogoot(é) a estimativa “Bootstrap” de O'F:\/VG/I"F(é). O in-
tervalo de confianca Bootstrap-Padréo (BootPad) para 6, com probabilidade de

cobertura 1-2a é dado por:
[é(BootPa,d) [a] ] é(BootPad) [1 - Oé]] - [é - z(laa)O-Boot(é) ) é - Z(a)UBoot (é)] (18)

onde 2(o) € Z(1—q) S80 respectivamente o a-ésimo e o (1-a)-ésimo percentis da normal

padrao, onde z,=¢ ().

A construcao deste intervalo baseia-se na aproximacao assintotica

r-27% . No,
OBoot(a)

Caso a distribuicao de T seja perfeitamente normal padrao, entao o intervalo definido

na Expressao (18) é exato, caso contrario o intervalo é somente aproximado.

Considerando os dados do Exemplo 1, seja o interesse em obter o
IC Bootstrap-Padrao para as média dos tratamentos A e B, com base nas médias

amostrais ¢ e Z , com coeficiente de confianca 1-2a:=0, 95 (a=0,025).

Para o tratamento A, temos élzg}:478, 54 e aBoot(él):16, 95. Portanto, os limites
do IC Bootstrap-Padrao serao dados por:

Opootpaal0,025] = § — 2(1- )0 Boot(F) = 478,54 — 1,96(16,95) = 445,318

0BootPaal0,975] = T — 2(a)0Boot(T) = 478,54 + 1,96(16,95) = 511,762

o IC Bootstap-Padrao para Y : [445,318 ; 511,762]

Para o tratamento B, temos é2222440, 87 e O'Boot(ég):17,37 e os limites do IC

Bootstrap-Padrao serao dados por:

0500tpaa|0,025] = 440,87 — 1,96(17, 37) = 406, 8248
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0 500tpaal0, 975] = 440,87 + 1,96(17, 37) = 474, 9152

o IC Bootstrap-Padrao para Z : [406,3248 ; 474,9152)

Como os dados do Exemplo 1 foram obtidos por simulacao e, por-
tanto, conhecem-se as caracteristicas das populagoes, € possivel se obter os intervalos

de confiancas exatos e assim fazer uma comparacao com o 1C Bootstrap-Padrao.

O intervalo de confianca exato de 8 é dado por

~ /2) n 2
l:g—Z(l_a)( % ;H—Za( %)jl

Logo, para o tratamento A temos:

N 2500

61]0,025] = 478,54 — 1,96 ( —-—;{—-—) = 441, 4995

n 12500

61[0,975] = 478,54 + 1,96 ( T) = 515, 5805
Para o tratamento B temos:

R 00

0,[0,025] = 440,85 — 1,96 ( —%%——~) = 406, 2018

T

) 50
0.[0,975] = 440,85 + 1,96 ( %——) = 475, 4082

Conforme pode-se observar através da Tabela 7 os valores dos limi-
tes obtidos através do intervalo de confianca Boot-padrao estdo muito préximos aos

valores dos intervalos de confianca exatos.
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Tabela 7: Intervalos de confianca para as média dos tratamentos A e B, do Exemplo

1, considerando um coeficiente de confianca de 95%

IC Estatistica 6 (0,025) 0 (0,975) Parametro
- % 441,50 515,58 500
Exato-Padrao 7 406,20 475,50 450
3 v 445,32 511,76 500
Bootstrap-Padrédo 7 406,82 474,92 450

Considerando agora os dados do Exemplo 3, seja o interesse em
obter o IC Bootstrap-Padrao para o coeficiente de correlagéb linear das variaveis
aleatéria Y e Z, como base nos dados amostrais, onde foi obtido éorr(y, z)=0, 776.
Uma medida largamente aceita de precisao de um estimador éorr(y, z) é a largura do
intervalo que abrange 68% da 4rea central de sua distribui¢ao de frequéncia (Dia-
cONIs & EFRON, 1993). Essa largura é obtida quando o limite inferior é 9(a:0, 16)
e o limite superior é é(azO, 84). Para obter estes limites, usando a tabela da dis-
tribui¢ao normal é necesséario conhecer o erro padrao da estatistica ¢orr(y, z), € como
foi visto nos capitulos anteriores ndo existe uma expressao simples para obtencao do
erro padrao da estatistica ¢orr e por consequéncia a estimativa “Bootstrap” exata.
Por isso usar-se-4 a estimativa “Bootstrap” obtida pelo algoritmo de Monte Carlo

com B=3200 para construgao do intervalo de confianga, conforme descrito na Tabela

8.

Tabela 8: Intervalos de confianca para o coeficiente de correlacao para os dados do

Exemplo 3, considerando-se um coeficiente de confianca de 68%

IC Estatistica 6 (0,16) 6 (0,84) Parametro
Exato-Padrao Corr(Y,Z)* 0,606 0,876 0,761
Bootstrap-Padrio  Corr(Y, %) 0,644 0,908 0,761

¢ Fonte: DIACONIS & EFRON (1993)

Como os dados populacionais s&o conhecidos (DiAcoNis & EFRON,

1993), pode-se fazer uma comparacio dos valores amostrais e valores “Bootstrap”
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com os dados originais. Conforme pode-se se notar na Tabela 8, apesar dos limites

nao coincidirem, estao muito préximos.

3.8.2 Intervalo de Confianca t-Student Bootstrap

Anteriormente discutiu-se o IC Bootstrap-Padrao em que se tinha
a suposicao de qua a distribuicao estatistica I’ era aproximadamente normal padrao.
No entanto, em pequenas amostras, pelo menos para é::i', uma melhor aproximacao
para a distribuicgo de T é dada pela distribui¢ao de t-Student com (n-1) graus de
liberdade. Isto é:

=% Lo, (19)
O Boot (9)

~ - - ’ ~ l-". ~ ’ »
se as observagoes forem normalmente distribuidas entao esta aproximacgao € exata.

Seja t,—1(a) e t,_1(1-a), respectivamente o a-ésimo e o (1-a)-

ésimo percentis da distribuicao ¢ com n-1 gl, que satisfaz
Plty1 <tha(a)}=a e Plth-1 > tn1(l—0a)} =«
Assim, sob a suposi¢ao dada em (19)
Pltn-1(a) <T<tpa(1-a)} =1- 20
Logo,
P{O—ty 1(1 — @)6Boot(0) < 0 < 6 — to 1(a)Fpout(9)} =1 — 20

Portanto, o intervalo de confianga t-Student Bootstrap (IC t-SBoot) com a proba-

bilidade de cobertura aproximadamente 1-2a: para 6, serd dado por:

(0 tn1(1 = )8B00(0) 5 0 — tn-1()FBoct(0)]
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Considerando os dados do Exemplo 1, seja o interesse em obter
os Intervalos de Confianga t-SBoot, com a probabilidade de cobertura aproximada-
mente 1-2a (@=0,025), para as médias dos tratamentos A e B, com base nas médias

amostrais 6;=§=478,54 e 0,—z=A478,54.
Para o tratamento A, tem-se 6,=478,54 e oBoot(él):16, 95. Portanto, os limites
do IC t-SBoot serao dados por:

étWSBOOT[O, 025] =g — tp1(1 — @)0Boat(T)
— 478, 54 — 2, 447(16,95) — 437,063

ét_SBOOT[O, 975] = 478,54 + 2,447(16,95) = 520,017
Para o tratamento B, tem-se 92:2300t2440, 87 e O'Boot(ég):ﬂ, 37 e os limites do
IC t-SBoot serao dados por:

0, spoor|0,025] = 440,87 — 2,365(17, 37) = 399, 790

0,_spoor|0,975] = 440,87 + 2,365(17, 37) = 481,950

Considerando-se que a estatistica T' tem distribuicao t-Student com
n-1 gl, o intervalo de confianga exato para 6, com o coeficiente de confianca 1-
20, é obtido por [HA + tn-1(a) (ﬁ) 60— t,_1(a) (ﬁ)] Como os dados dos
tratamentos A e B, do Exemplo 1, advém de distribui¢6es normais e portanto, os IC

t-Exatos apresentam valores exatos, pode-se verificar a acuracidade do IC t-SBoot.

Tabela 9: Intervalos de confianga para as média dos tratamentos A e B, do Exemplo

1, considerando um coeficiente de confianca de 95%

IC Estatistica 6 (0,025) 6 (0,975) Parametro
t Fxato Y 433,7354 523,344 500
Z 396,952 484,788 450
t-SBoot ij 437,063 520,017 500
zZ 399,790 481,950 450
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3.8.3 Intervalo de Confianca t-Bootstrap

Os intervalos de cofianga Bootstrap-Padrao e t-SBoot tinham as
suposigoes da distribuicao da estatistica T’ baseadas, respectivamente na distribuicao
normal padrao e na distribuicao t-Student. Estas suposi¢oes nem sempre sao validas
e segundo EFRON & TIBSHIRANI (1993) a t-Student ndo ajusta o intervalo de
acordo com a assimetria da distribuicao dos dados e outros erros podem acontecer

quando @ nao é a média amostral.

O intervalo de confianca t-Bootstrap para o parametro 9:S(X )
usa a aproximacao “Bootstrap” para a distribuigdo da estatistica T' e de forma
analoga aos casos anteriores obtém-se os percentis da distribuicao de T para formar
o intervalo de confianga. Isto é:

0—0  s(X)—t(F)
GBon(0) 1 /Varp|s(z)]

A aproximagio “Bootstrap” para a distribuicao de T' é obtida por:
o0 UB) (X)) u()
&Boat(0) Varg|s(z*)]

De acordo com EFRON E TIBSHIRANI (1993), a obtencao do inter-
valo de confianga é feita da seguinte forma: secjam t*(a) e t*(1-a), respectivamente

0 a-ésimo e o (1-a)-ésimo percentis da distribui¢do “Bootstrap” de T* que satisfaz
P{T* <t'(a)}=a e P{IT*">2t'(1-a)}=«a
Como as probabilidades sdo calculadas sob a distribuicao “Bootstrap” de T*, entao
Pitra) <T*<t'(l-a)}=1-2a

E, com base na distribui¢ao de T™* tem-se uma aproximagao para a distribuigéo de

T, ou seja,
Pp{t*(a)
Pr{t*(a)

rl-—a)=1-2a

<T*<
<T<L<t*(l—a)} =1—-2a

T*
T
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Logo, o intervalo de confianga t-Bootstrap, com a probabilidade de cobertura apro-

ximadamente 1-2a para o parametro 8, serd dado por:

(01— )op0a(®) ; 6—t*(@)5 500 ()]

O procedimento t-Bootstrap estima a distribuicao de T" diretamente
através dos dados amostrais e a partir dai constréem-se tabelas com os niveis de
significancia desejados. Dessa forma, os valores obtidos sao usados para construir
os intervalos de confianga da mesma forma que se usam os valores das tabelas das

distribui¢oes normal e ¢ de Studnet.

Entretanto, como ja foi mencionado, pode ser dificil calcular ana-
liticamente a distribuicao “Bootstrap” exata da estatistica T™. Neste caso a cong=
,{trugﬁo da tabela “Bootstrap” é feita através da aproximacgao Monte Carlo a partir

da geracao de B amostras “Bootstrap”, coforme mostra o esquema da Figura 11.

MUNDO REAL MUNDO BOOTSTRAP

Distribuigado de Distribuigao de
Probabilidade Dados Probabilidade Amostra

Desconhecida observados ,  Estimada Bootstrap

P _>x_(xl7x7.a"'xn)

6 =s(x) 6% = s(x*)

E statistica de Interesse Replicagao Bootstrap

Figura 11: Diagrama esquemaético da aplicacao “Bootstrap” para problemas com
estrutura de dados mais gerais. O passo crucial no processo “Bootstrap” é “= ", a
maneira pelo qual se constrdi, a partir dos dados observados x, um estimador P do

mecanismo probabilistico . FONTE: EFRON & TIBSHIRANI,(1993)



55

Figura 12: Algoritmo de Monte Carlo para obter o intervalo de confianca t-Boots-

trap de uma estatistica de interesse

Algoritmo 4

1) Através de um gerador de nimeros aleatdrios, selecionam-se, independentemente B
amostras “Bootstrap” xa),xzz), e xE‘B). Isto é, B amostras aleatérias simples
de tamanho n , extraidas com reposi¢do da amostra atual x = {z1, z2, - Zpn};

2) Para cada amosira “Bootstrap” (xz‘b)) obtém-se o valor de T(*;J), que é dado por:

x, — 0
Th = -0
9B (9(5))

onde 9&) =s(X E‘b)) é o valor de 0 para cada amostra “Bootstrap” X o € &B(éfb))

€ a estimativa “Bootstrap” do erro-padrao de 6* para cada amostra “Bootstrap”

X
3) O a-ésimo percentil de T() € estimado pelo valor {(a), tal que

HTy <P}
Sl

Para B amostras “Bootstrap”, a estimativa do ponto £*(a;) corresponde ao [B * ()]
maior valor dos Tf3, e a estimativa do ponto 1*(1— ) corresponde ao [Bx (1 — )] maior
valor dos T(*;,) Por exemplo, se B = 1000, o percentil 5% da distribuicio “Bootstrap” de
T* é estimado pelo 502 (1000%0, 05) maior valor entre os T(*b) que numa forma ordenada
corresponde ao valor T(*50). o percentil 95% é estimado pelo 9502 (1000 * 0,95) maior
valor entre os T(’;)) que numa forma ordenada corresponde ao valor T(B50)'

Se o valor obtido por [B * ()] ndo for um ndmero inteiro, segundo EFRON &
TIBSHIRANI(1993), deve-se adotar o seguinte procedimento: sendo a < 0,5 toma-se
k = [(B+1)*(a)], o maior inteiro menor ou iqual a [(B+1)*(a)] e os quantis empiricos
() e (1 — @) serdo respectivamente o k-ésimo e (B + 1 — k)-ésimo maior valor dos TGy

que numa forma ordenada correspondem, respectivamente, aos valores T(’;c) e T(*ig F1-R)"
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Usando a notacao das Figuras 11 e 12, apresentar-se-4 o intervalo
de confianca t-Bootstrap para o pardmetro u=t(F') a partir do estimador F de F,

que é dado como segue:

Z;
HE) = /:ch(:c) = i:; =z
e — —_
00 T T
GB i E(-’Ez;i)z

Como a obtencao da distribuicao de T* pode ser complexa, usa-se a aproximacao

obtida a partir dos B de T(’;,), onde,

e Gy-7__ @y-3

(b) T4 TR _ n
780 {2007’
n2

Dessa forma, o intervalo de confianca t-Bootstrap para 6 é dado por:

[0~ 1 - a)oB(0) ; 0~ i(e)on(0)] (20)

Na Tabela 10 encontram-se os valores dos percentis de T para
os dados dos tratamentos A e B do Exemplo 1, juntamente com os percentis da
distribui¢cao Normal Padrao e t-Student com 6 e 7 graus de liberdades. Pode-se ve-
rificar que os percentis da distribuicao “Bootstrap” dos 1}y sao ajustados de acordo
com a assimetria dos dados, pois para o tratamento B que tem pouca assimetria
(coeficiente de assimetria -0,43) os percentis da distribui¢ao t-Bootstrap sdo muito
proximos aos percentis da distribuigdo t-Student. J& para os dados do tratamento
A que tém maior assimetria (coeficiente de assimetria -0,61), os percentis diferem

devido ao ajuste da distribuicio t-Bootstrap a assimetria dos dados.
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Tabela 10: Percentis da distribuicao Normal Padrao, distribui¢ao t-Student com 6
e 7 graus de liberdade e da distribuicao “Bootstrap” de Ty, para os tratamentos A
e B do Exemplo 1

Percentis 2,5% 5% 10% 50% 90% 95% 97,5%
Normal Padrdo | -1,96 -1,65 -1,28 0,00 1,28 1,65 1,96
t-Student (6gl) | -2,45 -1,94 -1,44 0,00 144 1,94 245
t-Student (7gl) | -2,36 -1,89 -1,41 0,00 141 1,89 2,36
t-Bootstrap (A) | -2,39 -2,03 -1,45 0,17 3,63 5,16 6,24
t-Bootstrap (B) | -2,28 -2,07 -1,43 0,02 1,56 2,02 2,46

Na Tabela 11 encontram-se os intervalos de confianga para as me-
dias populacionais dos tratamentos A e B do Exemplo 1, baseados na distribuicao
Normal Padrao, t-Student e t-Bootstrap. Pode-se verificar as proximidades dos va-
lores obtidos pelo método “Bootstrap” aos valores da distribuicdo t-Student, prin-

cipalmente para o tratamento de menor assimetria.

Tabela 11: Intervalos de confianca para as média dos tratamentos A e B, do Exem-
plo 1, com a probabilidade de cobertura de 95%, com base nas distribui¢oes Normal

Padrao, t-Studnet e t-Bootstrap

IC Estatistica 6 (0,025) 6 (0,975) Parametro
Y 442,651 513,512 500
Normal Padrao Z 404,475 477,270 450
v 433,679 523,308 500
t-Student Z 397,047 484,698 450
Y 372,295 519,294 500
t-Bootstrap Z 398,489 480,146 450
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O intervalo de confianca t-Bootstrap apresentado em (20) é um
intervalo acurado, obtido diretamente através dos dados amostrais, sem a suposi¢ao
de normalidade dos dados. Segundo EFRON & TIBSHIRANI (1993), esse intervalo
tem acuracidade de ordem 2 mas nao apresenta a propriedade de [nvaridancia a
transformacdes mondtonas nem a propriedade de Preservacao da amplitude. Dessa
forma, para estrutura de dados mais gerais, os autores apresentam outros intervalos
de confianca baseados nos percentis da distribuigao “Bootstrap”, como o intervalo
chamado BCa ( “Bias-Corrected and aceletated”) que é um intervalo de confianca
corrigido para tendéncia e aceleracdo e o intervalo chamado ABC ( “Approzimate
Bootstrap Confidence”) que é uma aproximacao do BCa, usando o processo de
simulacao Monte Carlo. Na Tabela 12 encontram-se todos os intervalos de confianga
envolvendo o procedimento “Bootstrap”, para as médias dos tratamentos A e B do

Exemplo 1.

Tabela 12: Intervalos de confianga para as média dos tratamentos A e B, do Exem-

plo 1, com a probabilidade de cobertura de 95%.

Estatistica Parametro I Confianga 6 (0,025) 4 (0,975)
Boot-Padrio 445,322 511,755

t-SBoot 437,063 520,017

Y 500 t-Bootstrap 372,295 519,294
ABC 440,455 507,803

BCa 439,831 507,173

Boot-Padrao 406,820 474,914

t-SBoot 399,790 481,950

Z 450 t-Bootstrap 398,489 480,146
ABC 403,516 472,042

BCa 403,152 472,080
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3.9 Teste de Hipotese “Bootstrap”

3.9.1 Introducao

A inferéncia estatistica, além da estimacao por ponto e estimacao
por intervalo, compreende também o problema de teste de hipoteses. Um teste de
hipétese é uma regra de decisao para aceitar ou rejeitar uma hipbtese estatistica,
com base nos elementos amostrais. Uma hipétese estatistica é uma suposi¢ao quanto
ao valor de um parametro populacional ou uma afirmagdo quanto & natureza da

populacao.

Hipédtese nula - (Hp), é uma hipdtese estatistica formulada pelo
pesquisador e que seré testada através do teste de hipotese, com o propodsito de ser-
rejeitada. A hipdtese alternativa - (H,), é a suposi¢do a qual o pesquisador deseja

provar, que serd aceita quando rejeita-se (Hp) ou seré rejeitada quando aceita-se

(Ho).

Um teste de hipdtese comega com um teste estatistico é, tal como
a diferenca de médias (é:g — Z=37,67) dada na Tabela 1. Por conveniéncia, para
as dedugoes a seguir, assumir-se-a que hipdtese alternativa trata-se de uma hipdtese

unicaudal & direita, ou seja, espera-se rejeitar (Hp) com valores maiores que o valor

de (Ho)

Tendo observado 6, o nivel critico de significancia do teste (NC) é
definido como sendo a probabilidade de se observarem valores maiorer do que, ou

iguals, ao valor estabelecido em (Hp), quando a hip6tese nula é verdadeira, isto é,
NC = Probg, (0 > 0) (21)

onde 0* é a varidvel aleatéria gerada sob (Hp) e € é o valor observado. O menor

valor do NC ¢é a mais forte evidéncia contra (Hp), em outras palavras, é o maximo
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valor do teste para rejeitar (Hp).

O teste de hipdtese de (Hy), consiste no calculo do nivel critico de
significancia do teste (NC), verificando se ele é menor que o limiar convecionalmente
estabelecido. Formalmente, escolhe-se uma probabilidade pequena «, como 0,05 ou

0,01, e rejeita-se (Hy) se o NC é menor do que a.

Para os dados do Exemplo 1, onde os dados observados do trata-
mento A, y=(y1,y2---yn) € os dados observados do tratamento B, z=(2z1,22- - 2p)
sao amostras aleatdrias independentes extraidas, respectivamente, das populagoes

F e G, isto é,
{F—> Y =YYz Yn)

G— z=(z,23"""2%m)
F e G sao independentes e um teste de hipdtese tradicional pode ser feito a partir
da suposicdo de que F e G sao normalmente distribuidas com possiveis diferencas

de médias, ou seja,
{F ~ N(MY ’ 02)
G~ N(P'Z ) 02)

A hipétese nula é pry=p1z que sob (Hy) =(g — %) tem distribuicio Normal com os

seguintes parametros:

m

Oy ~ N(O, o’ (%Jrl)) (22)

Tendo observado é, o NC é a probabilidade de que a variavel aleatéria, é*, que tem

a distribuicio descrita em (22), exceda 6.

NC:ProbHO{Z> (_.19—_7)}:1_45(%)
OV Tm VT m

onde ¢ € a funcgao de distribuigao acumulada da varidvel Normal padrao Z e para o

Logo,

caso em que 0 é desconhecido e o tamanho da amostra nao é suficientemente grande,
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m
_g)2+2(zi_§)2
ntm—2

6
NC = Proby, {t(n+m—2) ~ (m) }

onde t(n4m—2) indica uma variavel aleatéria com distribuicao t-Student com (n +

uma estimativa para o é dado por J = \/ 2 . Logo,

m — 2) graus de liberdade.

Para os dados do Exemplo 1, um teste de hipdtese para verificar se
hé diferenca significativa entre os tratamentos A e B, com a suposi¢ao da normali-

dade dos dados, tem-se que:

67
NC = Probyg, {t(lg) > ( 37, ) } = 0, 0872 (23)

50,67,/% + 1

Com base no valor do NC=0, 0872, nao se rejeita Hy, concluindo-se portanto, que

os tratamentos A e B sao iguais estatisticamente com um nivel descritivo do teste

de 0,0872 ( “P-value”=0,0872).

Na pratica, nem sempre é simples a obtencao do NC, pois, ha
casos em que nao hé condigoes seguras para a suposicao de normalidade dos dados.
Nesses casos, podem-se obter testes de hipdtese aproximados através do método
“Bootstrap”. A seguir, serd descrito um teste de hipétese “Bootstrap” para o caso

de duas amostras.
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3.9.2 Teste de Hipotese “Bootstrap” Para o Problema de Duas Amos-

tras

Sejam as amostras Y e Z de duas possiveis distribui¢oes de prob-
abilidade diferentes e deseja-se testar a hipdtese nula (Hp) : F = G. Um teste
de hipétese “Bootstrap” é baseado em um teste estatistico §=t(z), que nio é ne-
cessariamente uma estimativa de um paradmetro populacional, conforme foi visto

anteriormente. Logo,

NC = Probg, {t(z*) > t(z)}

Como em (21), a quantidade t(z) é fixada com base nos valores
observados e a varidvel aleatdria X* tem uma distribuicao especificada pela hipotese

nula, denotada aqui por Fy, mas, se nao foi feita a suposicao de normalidade, quem

éFp?

Este problema é resolvido facilmente quando se usa o teste de
hipétese “Bootstrap”, o qual aplica o principio que consiste em estimar F por Ey.
Denotando a amostra combinada por x, seja a distribui¢ido empirica Fy que coloca
a probabilidade ﬁn—) em cada elemento da amostra x. Entao, sob Hp, Fy fornece
uma estimativa nao paramétrica da populacao que deu origem a y e z. O Algo-
ritmo 5, mostrado na Figura 13 mostra como é obtido o Nivel critico de significancia

“Bootstrap” para t(z).

Para o caso da diferenga de média do Exemplo 1, onde t(z) = 37,67,

foram geradas 1000 amostras “Bootstrap” e obteveram-se 75 valores em que t(z*) >

37,67.

Logo,
75
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Figura 13: Algoritmo para obtencgao do nivel critico de significancia “Bootstrap”

para testar Hy: F =G

Algoritmo 5

1) Através de um gerador de nimeros aleatdrios, retiram-se B amostras “Bootstrap”
de tamanho (n + m) com reposicdo da amostra combinada x. As primeiras n
observagoes sao representadas por yy,, € as m observagoes restantes representam
zZ‘b). O processo é repetido para todas b = 1,2, --- B amostras “Bootstrap”;

2) Para cada amostra “Bootstrap” (Xzb)) obtém-se o valor de t(-), que é dado por:
o) = 5oy ~ o)
3) O Nivel critico de significAncia “Bootstrap” é aproximado por:

#{t(:ﬂfb)) 2 tobs}
B

]@Boot =

Onde, tops = #(z) é o valor da estatistica observada.

Com base no valor obtido em (24) ndo se rejeita a hipdtese nula
Hy : F=G e conclui-se, portanto, que nido ha diferenca entre os tratamentos A e
B, com um nivel descritivo do teste de 0,075  ( “P-value”g,o; = 0,075). Pode-se
verificar que o valor obtido para NC Boot=0, 075 estd muito proximo do valor obtido

quando foi aplicado o teste de hipdtese usando a distribuicao t-Student que forneceu

NC=0,0872.

Teste de hipdteses mais exatos podem ser obtidos através do uso
de uma estatistica estudentizada, usando em vez de t(z)=(g§ — Z) a estatistica estu-

dentizada, descrita na Seccéo (3.1), que é dada como se segue:
) = ——F—— (25)

onde,
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No lugar de t(:I:’("b)), usa-se o valor estudentizado obtido de forma analoga a Expressao
(25). Dessa forma, repetindo-se o Algoritmo 5, com as modificacoes descritas an-
teriormente, obtém-se um nivel critico de significAncia “Bootstrap” com base nas

estatisticas estudentizadas, que é mais exato que o anterior.

Para os dados do Exemplo 1, usando-se as estatisticas estudenti-
zada, onde t(x)=1,43, foram geradas 1000 amostras “Bootstrap” e obteveram-se 87

valores em que t(z*) > 1,43.

Logo,
NClhoot = o0 = 0,087 (26)
Boot = 1000 ~
Embora, o nivel critico de significancia “Bootstrap” obtido através
de estatisticas estudentizada seja mais exato, pode-se verificar que os valores obtidos
através das Expressoes (24) e (26) sdo muito préximos, e por conseguinte sdo pro-
ximos ao valor obtido na Expressio (23) que é o nivel descritivo do teste t-Student

( “P-value”).

Como os dados dos tratamentos A e B foram obtidos através da
simulacao da distribuigao Normal e assim sendo, o valor obtido através do teste
t-Student é exato, verifica-se desse modo a exatidao do nivel critico de significan-
cia obtido através da aproximagao “Bootstrap”, principalmente quando sao usadas

estatisticas estudentizadas.
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4 Exemplo Tlustrativo

As caracteristicas climaticas da regiao amazonica, associadas a bai-
xa fertilidade dos solos, sugere que grande parte dessa regiao esteja vocacionada
para as praticas de cultivos em sistemas consorciados com culturas de ciclo longo

(perenes), numa tentativa de proporcionar um revestimento floristico mais préximo

ao padrao natural da vegetagao amazodnica.

Diante da reconhecida vocacao da regiao, o CPATU - Centro de
Pesquisa Agroflorestal da Amazoénia Oriental, unidade descentralizada da EMBRAPA,
vem desenvolvendo desde 1977 pesquisas com sistemas de (':ultivos, envolvendo sis-
temas consorciados com culturas perenes tradicionais da regiao. O exemplo ilus-
trativo usado nessa dissertagéao foi cedido pelo CPATU e refere-se ao dados do pro-
jeto “Sistemas de produgao com plantas perenes em consércio”, obtidos no experi-
mento instalado no municipio de Capitao Poco - PA, localizado a 1°38' latitude sul e
47°01" longitude Oeste, que apresenta Latossolo Amarelo de textura Argilosa (EM-

BRAPA, 1993). As caracteristicas climéiticas da 4rea experimental sdo apresentadas

na Figura 14.

er
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Figura 14: Condigoes climaticas do municipio de Capitao Poco-PA. (1981-1985)

Fonte: EMBRAPA, 1993
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O consércio 1 foi implantado com a cultura do cacau no espaga-
mento 2,5m X 2,5m e a cultura da pupunha, no espagamento 10,0m z 10,0m. No
consércio 2 a cultura do cacau foi plantada no espagamento 2, 5m z 2, 5m, enquanto
a cultura da seringueira foi plantada no espagamento 15,0m z 5,0m. No ensaio de
monocultivo as culturas do cacau, seringueira e pupunha foram plantadas, respecti-

vamente, nos espagamentos 2,bm x 2,5m; 7,5mx 2,5m e 10,0m z 10,0m.

Os dados apresentados na Tabela 13, referente ao consédrcio 1, foram
coletados nos anos de 1985 a 1989, enquanto os dados referentes ao consércio 2,
foram coletados nos anos de 1987 a 1991. Ambos os consércios foram instalados em
grandes quadras e, portanto nao dispéem de delineamento experimental. Os dados
da cultura do cacau, referem-se & producao de améndoa seca em kg/ha; os dados de
seringueira referem-se & producdo de cernambi (borracha seca) em kg/ha e os dados

da pupunha referem-se & produgéo de frutos em kg/ha.

Tabela 13: Dados de produgdo em kg/ha das culturas de Cacau, Seringueira e

Pupunha em sistemas consorciados e de monocultivos

Consdrcio 1 Consércio 2 Monocultivo

Anos
Cacau® Pupun® Cacau® Serin.® Cacau®

Sering.® Pupun.
1985 | 1048 8400 - - - - -
1986 | 1788 6920 - - - - -

1987 | 1308 7060 1648 350 1216 505 4000
1988 | 1559 5809 1185 321 805 510 3193
1989 | 1691 6400 1819 237 1976 423 4986
1990 - - 914 300 1034 420 -
1991 - - 1524 414 1697 A27 -

FONTES: ¢ SERRAO ¢f al, 1993 e °EMBRAPA, 1993
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Visando obter um estudo comparativo das produgoes obtidas nos
sistemas consorciados em relagao as produgoes obtidas nos monocultivos, a analise
estatistica do referido experimento foi realizada sobre a varidvel aleatéria LER (Land
Equivalent Ratio), definida no inicio deste trabalho através da Expressao (1), que
representa uma medida de eficiéncia do uso da terra, com bastante apelo intuitivo

e largamente empregada na literatura.
i ?71
2.
onde:
¥; € a produgao media observada do i-ésimo componente, quando cultivado de forma
consorciada, em uma determinada unidade de érea;

Z; € a produgao média do mesmo i-ésimo componente na mesma unidade de area,

quando cultivado em monocultivo.

Logo,
LERG, = 1o+ go0d = 2,962
LE'RCI(IQ%) = 1—;{;—2 + iggg = 2,293
LERCI(1987) = 1—22% + Zggg = 2,841
LERCl(mss) = % + g?gg = 3,756
LERCI(IQSQ) = % + 4613(8)2 =2,139
LBRe, =10t =2,068
LERCZ(lgss) = % + :;il) = 2,101
LERCZ(IQSQ) e %% + ?1?2); =1,481
LERCz(lggo) = % + igg = 1,598
LERc :%+414—1 868

2(1001) 1697 427
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Tabela 14: Valores do LER para o consércio 1 e o consércio 2, obtidos a partir dos

dados do exemplo ilustrativo.

Consorcio 1 Consoércio 2
LER 2,962 LER 2,048
LER 2,293 LER 2,101
LER 2,841 LER 1,481
LER 3,756 LER 1,598
LER 2,139 LER 1,868
IERCI 2,79820 mcz 1,81920
5 0,40895 52 0,07436

C1 2

Como nao ha dados das produgoes dos monocultivos nos anos de

1985 e 1986, os denominadores dos LER¢ e LERc , foram escolhidos
11085 1(1986)

aleatoriamente entre os valores existentes. E, com base nos valores apresentados

na Tabela 14, pode-se verificar que ambos os sistemas consorciados superaram, em

eficiéncia do uso da terra, os referidos monocultivos, pois, tanto o LERC1 como o

LERc, apresentaram valores superiores a 1.

Como foi discutido nas secg¢oes anteriores, os valores obtidos dos
LER tratam-se de estimativas pontuais dos referidos parametros populacionais e
portanto € necessario obterem-se estimativas por intervalos e aplicar testes estatis-
ticos para a tomada de decisdo a respeito de qual dos sistemas consorciados é o

melhor.

A inferéncia sobre os parametros serd feita, inicialmente, com o

uso dos métodos estatisticos convencionais, neste caso, aplicar-se-a a distribuigao

t-Student.

~ oty (27)
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Considerando a suposi¢do dada em (27) sobre a distribuicio da
estatistica T, o Intervalo de Confianca t-Student, com a probabilidade de cobertura

(coeficiente de confianca) de (1 — 2a) é dado por:

A s?) - s
[9 —n-1; (1-a)] ( n 30 =1 ; () ( ;)]

Como a distribuicao t-Student é simétrica, entao

~ g2
0+tpm-1;0-a) (\/ ;)}

Para os dados da Tabela (14), os IC para as médias consércio, com

IC para 6 :

um coeficiente de confianca de 1 — 2a=95%, ou seja, a=0, 025, sdo dados por:

- 0,40895 \ |

IC para LERC1 : LE'RCI +tu ; 0075) ( ’ 5 ) = 2,004 ; 3,592
[ 07436 \ |

IC para LERg, : LERc, £ ; @) ( 0, : ) =[1,481 ; 2,158]

O teste de hipédtese, onde sera testado Hy LE'RC1 = LERC2

contra H, : LERc,; > LERc,, serd obtido como se segue:

LERc, - LER
NC = Proby, {t[ miny2] > ( ©1 02) }

/1 1
8 n1+n2

7982 —
NC = Proby, { t; g1 > 2, L2 0,0068 (28)
0,49159,/% + 1

Portanto, com base no Nivel Critico de significancia (NC), conclui-
se que o consércio 1 é superior ao consércio 2, com relacao ao uso eficiente da
terra (LER) com ( “P-value”=0,0068), ou seja, a diferenca entre os dois consércios
é altamente significativa. Encontram-se, respectivamente, nos Apéndices 7.1 e 7.8,
os programas gerados no SAS para obtencgao de intervalos de confianga e testes de

hipoteses t-Student.
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Todavia, como foi discutido na Seccdo (2.3.2), o LER representa
uma variavel aleatéria, formada pela razao de variaveis aleatérias e sua distribuigao
de probabilidades nao segue a distribui¢do normal. Além disso o LER pode apre-
sentar valores correlacionados com os respectivos monocultivos e no caso especifico
deste exemplo ilustrativo, pode haver correlacao com os anos de coleta das obser-
vacgoes. Dessa forma, nao se deve aplicar os métodos estatisticos convencionais,
para se obterem intervalos de confianca e testes de hipoteses, quando a varidvel é

um LER, obtido pela razao de duas varidveis aleatérias.

Visando minimizar os problemas que o LER apresenta sobre as
correlagoes e nao normalidade, MEAD & RILEY (1981), propéem outras formas
de obtengao do LER. As alternativas sao feitas a partir do uso de outros valores
nos denominadores ao invés dos valores obtidos nas parcelas de monocultivos, de
maneira que o denominador nao seja mais uma variavel aleatéria e assim o LER
passa a ter distribuicdo aproximadamente normal. O problema é que os melhores
resultados, segundo esses autores, ocorrem quando sao usados nos denominadores
valores externos ao experimento, como a produgao média da regiao ou valores timos
pré-fixados. Todavia, nos ensaios de agroflorestas, esse procedimento pode promover
uma descaracterizagdo das informagoes intrinsecas ao experimento, visto que, esses
ensaios envolvem culturas perenes que poderao apresentar possiveis correlagoes com

o fator tempo.

Uma solugao para os problemos apresentados pela variavel aleatéria
LER, pode ser obtida com o uso dos métodos computacionalmente intensivos, como

o método “Bootsirap”.

Aplicando-se o Algoritmo 1, descrito na Figura 6 com 100 amostras
“Bootstrap” (B=100), obteveram-se as seguintes estimativas “Bootstrap” do erro
padréo das médias, 6 (LERg,) = 0,255798 e 6B(LER02) = 0, 109078, as quais

serao usadas para obtenc¢ao dos intervalos de confianca Bootstrap-Padréao e t-SBoot.
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Na Tabela 15 encontram-se os valores dos intervalos de confianca
“Bootstrap” para os LER com uma probabilidade de cobertura de 95%, obtidos
com 1000 amostras “Bootstrap”. Os dois primeiros (Bootstrap-Padrao e t-SBoot)
usam, respectivamente, os percentis da distribui¢coes Normal Padrao e t-Student, en-
quanto os trés tltimos (t-Bootstrap, ABC e BCa) utilizam os percentis da prépria
diétribuigéo “Bootstrap” dos dados. Encontram-se nos Apéndices 4, 5, e 6 os progra-

mas desenvolvidos no S-PLUS para obtencao dos referidos Intervalos de Confianga.

Tabela 15: Intervalos de Confianca “Bootstrap” para os LFE R, com um coeficiente

de confianga de 95%, obtidos com B = 1000 amostras “Bootstrap”

A A~

Estatistica 1. Confianca 6 (0,025) 0 (0,975)
Bootstrap-Padrio 2,297 3,209
t-SBoot 2,088 3,508
mcl t-Bootstrap 2,082 3,902
ABC 2,370 3,395
BCa 2,341 3,305
Bootstrap-Padrao 1,605 2,033
t-SBoot 1,516 2,122
mcz t-Bootstrap 1,054 2,122
ABC 1,590 2,019
BCa 1,605 2,033

O teste de hipdtese “Bootstrap” foi obtido a partir da aplicacao do
Algoritmo 5, descrito na Figura 13, de forma estudentizada. Neste teste; foi testada

a hipétese Hyp : LE'R(:1 = LERC2 contra H, : LER(;1 > LERCz.
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A implementacao computacional do Algoritmo 5 foi realizada atra-
vés do programa desenvolvido no Software S-PLUS (o programa encontra-se no
Apéndice 7.7). Executando o referido programa, com B=1000 amostras “Boot-
strap”, obtiveram-se 7 valores em que t(z*) > £(x). Logo,

— 7
NCpgoot = IOO—O:O,OO'? ‘

Portanto, com base no Nivel Critico de significincia “Bootstrap”
(NCBgoot), pode-se concluir que o consdrcio 1 é superior ao consércio 2, com relagao
ao uso eficiente da terra (LER) com “P-value”=0,007, ou seja, a diferenca entre os

dois consorcios é altamente significativa.

Este teste de hipotese “Bootstrap”, também pode ser facilmente
implementado através do procedimento MULTTEST do SAS (o referido prograrila
encontra-se no Apéndice 7.8). Executado o procedimento MULTTEST do SAS para
os dados da Tabela 14, com 1000 amostras “Bootstrap” (B=1000), obtiveram-se os

resultados que se encontram abaixo.

" Copyright(c) 1989 by SAS Institute Inc., Cary, NC USA.

MULTTEST PROCEDURE

Test for continuous variables: T-test of mean
Tails for continuous tests: Upper-tailed
Strata adjustment? No

P-value adjustments: Bootstrap
Center continuous variables? No

Number of resamples: 1000

Seed: 12357
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MULTTEST COEFFICIENTS

Class
Test 1 2
Y(1) 1 -1
MULTTEST TABLES
Class
Variable Statistic 1 2
LER Mean 2.7982 1.8192
Std Dev 0.6395 0.2727
N 5.0000 5.0000
Test Raw_p Adj_p
Y(1) 0.0068 0.008

Existem véarias opg¢oes para implementagao do PROC MULTTEST
do SAS. Para obter o citado teste de hipotese “Bootstrap”, através do Procedimento
MULTTEST, com o objetivo de se testar as hipéteses Hp : LERc, = LERc, e
H,: LERc, > LERCz, determinamos o contraste Y(1)=1 ~1 e solicitamos que
fosse utilizado apenas a cauda superior da distribuicao (isso foi feito através da op¢ao
uppertailed). A opg¢do nocenter foi feita para que o programa néo centralizasse,

pela média, os valores reamostrados.

Na ultima linha da saida acima, pode-se verificar que o SAS fornece
o nivel descritivo do teste t-Student, “P-value”’=0,0068, (valor igualmente encon-
trado através da Expressdo (28)) ¢ o nivel descritivo ajustado pelo método “Boot-
strap” ( “P-value”=0,008). Esse valor foi obtido a partir de 1000 amostras “Boot-
strap” (B=1000) e ¢é muito préximo ao valor encontrado através do programa
feito para o S-PLUS, que forneceu ( “P-value”=0,007). A diferenca entre os dois
valores deve-se ao fato de que os mesmos sao obtidos por reamostragem aleatéria e

consequentemente os valores reamostrados para cada Software sao diferentes.
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5 Conclusoes

De acordo com a metodologia empregada e com base nos resultados

obtidos neste trabalho pode-se chegar as seguintes conclusoes:

e A aplicacao dos procedimentos “Bootstrap”, para obtencao de estimativas de
parametros, quando as amostras sao pequenas € advém de uma distribuicao
desconhecida ou complexa, oferecem resultados confidveis. Nos dados da
Tabela 12, onde os valores dos pardmetros populacionais sao conhecidos, pode-

se verificar que o método “Bootstrap” fornece estimativas bastante acuradas.

e A anilise estatistica de experimentos agroflorestais, através do LER (Land
FEquivalent Ratio), cuja distribuicao nao é facilmente conhecida, pode ser im-

plementada a partir de métodos “Bootstrap”.

e Para o caso especifico dos sistemas agroflorestais, o LER nao parece retratar
o principal atributo considerado em agroflorestas, que é a sustentabilidade do
sistema. Por isso faz-se necesséirio o estudo de outros indices que sejam mais

adequados & analise estatistica dos sistemas agroflorestais.
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7 Apéndice

7.1 Programa SAS para obtencgao do Intervalo de Confian-
ca

data a; input trat ler;
cards;...
s
proc means data=a n mean var;

var ler;

class trat;

output out=b n=n mean=mean var=var;
proc print data=b;

title ’Intervalos de confianga para diferenga de média’;

run;
data confia;

set b; vhere _type_=1;
n=lag(n); m=n;
varial=lag(var); varia2=var;
alpha=0.05; gli=n-1;

ti1=tinv(1-alpha/2,gll);
sl=sqrt(varial/n);
medial=lag(mean) ;
limedial=medial-t1*s1;
lsmedial=medial+tl*sl;
gl2=m-1;
t2=tinv(1-alpha/2,gl2);
s2=sqrt(varia2/m);
media2=mean;
limedia2=medial2-t2*s2;
lsmedia2=media2+t2*s2;
drop trat n mean var m gll gl2 varial varia2 _type_ _freq_;
run;
proc print data=confia(firstobs=2) label noobs;
label alpha=’Nivel de significancia’ ti=’Valor critico do t para LER1’
sl="Erro padrdo LER!’ limedial=’Limite inferior LER1’
medial="Media do LER!’ lsmedial=’Limite superior LER1’
t2=’Valor critico de t para LER2’ s2=’Erro padrdo LER2’
limedia2=’Limite inferior LER2’ media2=’Media do LER2’
lsmedia2=’'Limite superior LER2’;
run;
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7.2 Programa SAS para obtencao do Teste de hipdtese t
de Student '

data a;
input trat ler;
cards;
proc means data=a n mean var;
var ler;
class trat;
output out=b n=n mean=mean var=var;
title ’Examinando o proc mean output’;
proc print data=b;
title ’Limites de confianga para diferenga de média’;
run;
data p_valor;
set b;
where _type_=1;
nxl=lag(n);
nx2=n;
x1=lag(mean);
X2=mean ;
varl=lag(var);
var2=var;
alpha=0.025;
gl=nx1+nx2-2;
dif=x1-x2;
sconj=sqrt (((nx1-1)*vari+(nx2-1)*var2)/gl);
epadrao=sconj*sqrt ((1/nx1+1/nx2));
tobs=dif/epadrao;
t=probt (tobs,gl);
NC=1-t;
drop trat n mean var nxl nx2 x1 x2 varl var2 gl t _type_ _freq_;
run;
proc print data=p_valor(firstobs=2) label noobs;
label alpha=’Nivel de significancia’
dif=’Diferenca de Medias’
sconj=’Desvio padrdo conjunto’
epadrao=’Erro padrdo da diferenga’
tobs=’t-obs’
nc=’P-Value’;
run;



81

7.3 Programa S-PLUS para obtencao da Estimativa “Boo-
tstrap” do Erro Padrao de Um Estimador

Primeiro os dados séo definido como um objeto e depois define-se uma fungio para

~

o estimador. Como neste caso o estimador é a media amostral (6 = %), temos:

leri<- c(2.962, 2.293, 2.841, 3.766, 2.139)
theta<- function(x)
1{

mean (x)

Y

A funcao que fornece a estimativa de variancia Bootstrap (o) é:

varia.boot <- function(x, nboot,theta)

{
call <- match.call()
abootx <- matrix(sample(x, size = length(x) *
nboot, replace = T), nrow = nboot)
mediax <- apply(abootx, 1, theta)
sbootx <- sqrt(var(mediax))
return(sbootx)
}

Colocando-se essas fungdes no diretorio de trabalho do S-PLUS e Executando-se a
funcdo  varia.boot(lerl,100,theta) obtém-se uma estimativa “Bootstrap”

do erro padrao da média para os dados lerl com 100 amostras “Bootstrap”.
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7.4 Programa S-PLUS para obtencao Intervalo de Confi-

anca Nao-paramétrico t-Bootstrap

Funcoes obtidas no Carnegie-Mellon University através da

INTERNET, no endereco www.stat.cmu.edu

Primeiro define-se os objetos e fungoes abaixo,

leri<- ¢(2.962, 2.293, 2.841, 3.756, 2.139)
theta <~ function(x){mean(x)}
nboot <- 1000

A fungao que fornece os Intervalos de Confianca t-Bootstrap é:

boott <- function(x, theta, ..., sdfun = sdfunboot, nbootsd = 25,
nboott=200, VS = F, v.nbootg = 100, v.nbootsd= 25,
v.nboott = 200, perc = c¢(0.001, 0.01,0.025, 0.05,
0.1, 0.5, 0.9, 0.95, 0.975,0.99,0.999),

{
call <- match.call()
sdfunboot <- function(x, nboot, theta, ...)
{

n <- length(x)
junk <- matrix{sample(x, size = n * nboot, replace =
nrow =nboot)
return(sqrt (var (apply(junk, 1, theta,...))))
}
thetahat <- theta(x, ...)
n <- length(x)
if(1V¥8) { sd <- sdfun(x, nbootsd, theta, ...)
+
else { sd <- 1
}
if(VS){ xstar <- matrix(sample(x, size = n * v.nbootg,
replace = T), arow = v.nbootg)
thetastar0 <- apply(xstar, 1, theta,...)
sdstar0 <- apply{(xstar, 1, sdfun, v.nbootsd, theta,
o <- order(thetastar0)
thetastar0 <- thetastar0[o]
sdstar0 <- sdstar0l[o]

L)

D,

e



temp <~ lowess(thetastarO, log(sdstar0))$y
sdstar0 <- exp(temp)
invsdstar0 <- 1/sdstar0
g <~ ctsub(thetastar0, invsdstar0, thetastarO)
g <~ (g - mean(g))/sqrt(var(g))
g <- g * sart(var(thetastar0)) + mean(thetastar0)
} : -
if (1VS) { thetastar0 <- NURL g <- NYLL }
if (tVS) { xstar <~ matrix(sample(x, n * nboott, replace = T),
nrow = nboott)
}
else { xstar <- matrix(sample(x, n * v.nboott, replace = T),
nrow = v.nboott)
}
thetastar <- apply(xstar, 1, theta, ...)
gthetastar <- rep(0, length(thetastar))
if(VS) { gthHetahat <~ yinter(thetastar0O, g, thetahat)
3 .
else { gthetahat <- thetahat
}
if(VS) { for(i in 1:length(thetastar)) {
gthetastar[i] <- yinter(thetastar0, g,thetastar[il)

}
}
else { gthetastar <- thetastar
}
if (1V8) { sdstar <- apply(xstar, 1, sdfun,nbootsd, theta,
) v
else { sdstar <- 1
}

tstar <~ sort{((gthetastar - gthetahat)/sdstar)[
length(gthetastar) : 1]

ans <- gthetahat - sd * tstar

if(VS) { for(i in 1:length(ans)) {
ans[i] <- xinter(thetastar0, g, ans[i])

} R

}

o <- trunc(length(ans) * perc) + 1

ansl <- matrix(ansl[o], nrow = 1)

dimnames (ans1) <- 1list(NULL, perc)

return(confpoints = ansl, theta = thetastar0, g, call)

¥

Executando-se boott(lerl, theta) obtém-se a saida

L)
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7.5 Programa S-PLUS para obtencao Intervalo de Confi-
anca Nao-paramétrico ABC

Funcoes obtidas no Carnegie-Mellon University através da

INTERNET, no endereco www.stat.cmu.edu

Definem-se o objeto para os dados, a fungao do parametro 8 e o niimero de amostras
“Bootstrap”.

leri<- ¢(2.962, 2.293, 2.841, 3.756, 2.139)
tt <~ function(p,x)

{

sum(p*x) /sum(x)

}
nboot <- 1000

A fungéo que fornece os Intervalos de Confianca ABC é:

abcnon <- function(x, theta, epsilon = 0.001,
alpha =c(.025,.05,.1,.16,.84,.9,.95,.975))
c :
call <- match.call()
#abc confidence intervals for nonparametric problems
#theta(P ,x) is statistic in resampling form, where P[i] is weight om x[il
if (is.matrix(x)) {n <- nrow(x)} else {n <- length(x)}
ep <- epsilon/n; I<~ diag(n); PO<- rep(1/n,n)
t0 <- tt(PO,x)
#calculate t. and t
t. <= t.. <~ numeric(n)
for(i in 1:n) { di <- I[i, ] - PO
‘ tp <- tt(PO + ep * di,x)
tm <~ tt(PO ~ ep * di,x)
t.[i] <= (tp - tm)/(2 * ep)
t..[1i] <= (sp - 2 * t0 + tm)/ep~2}

......................................................

#calculate sighat,a,z0,and cg ...ttt i i i e s e
sighat <- sqrt(sum(t.72))/n
a <- (sum(t.73))/(6 * n"3 * sighat~3)
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delta <- t./(n"2 * sighat)

cq <~ (tt(PO+ep*delta,x) -2xt0 + tt(PO-ep*delta,x))/(2*sighat*ep~2)
bhat <- sum(t..)/(2 * n"2)

curv <- bhat/sighat - cq

z0 <- qnorm(2 * pnorm(a) * pnorm( - curv))

#calculate interval endpoints......vivveeeneeeennn Cemtereiei it
Z <- z0 + gnorm(alpha)
za <~ Z/(1 - a * Z)"2
stan <- t0 + sighat * gnorm(alpha)
abc <- seq(alpha)
pp_matrix(0,nrow=n,ncol=length(alpha))
for(i in seq(alpha)) {abc[i]l <~ tt(PO + za[i] * delta,x)
ppl,il_PO + za[i] * delta }
limits <- cbind(alpha, abc, stan)
dimnames(1imits) [[2]] _c("alpha", "abc", "stan")
#output in list form....... ..o i i

return(limits=limits, stats=1list (t0=t0, sighat=sighat,bhat=bhat),
constants=1list(a=a,z0=z0,cq=cq), tt.inf=t., pp=pp, call=call)
}

Executando-se abcnon(lerl, tt) obtém-se os Intervalos de confiangca ABC e

Bootstrap-Padrao para os dados do lerl
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7.6 Programa S-PLUS para obtencao Intervalo de Confi-

anca Nao-paramétrico BCa

Funcoes obtidas no Carnegie-Mellon University através da

INTERNET, no endereco www.stat.cmu.edu

Primeiro definem-se os objetos e as funcao abaixo

leri<- ¢(2.962, 2.293, 2.841, 3.756, 2.139)
theta <- function(x){mean(x)}

perc95 <- function(x){quantile(x, .95)}
nboot <- 1000

A funcéo que fornece os Intervalos de Confianca BCa é:

bcanon <- function(x, nboot, theta, ...,

{

}

alpha = ¢(0.025, 0.05, 0.1, 0.16, 0.84, 0.9, 0.95, 0.975))

call <- match.call()
n <- length(x)
thetahat <- theta(x, ...)
bootsam <- matrix(sample(x, size = n * nboot, replace = T),
nrow = nboot)
thetastar <- apply(bootsam, 1, theta, ...)
z0 <- gnorm(sum(thetastar < thetahat)/nboot)
u <- rep(0, n)
for(i in 1:n) {uli] <- thetalx[ - il], ...)}
uu <- mean(u) ~ u
acc <- sum(uu * uu * ua)/(6 * (sum(uu * uu))"~1.5)
zalpha <- qunorm(alpha)
tt <- pnorm(z0 + (20 + zalpha)/(1 - acc * (20 + zalpha)))
ooo <- trunc(tt * nboot)
confpoints <- sort(thetastar) [ooo]
confpoints <- cbind(alpha, confpoints)
dimnames(confpoints) [[2]] <- c("alpha", "bca point")

return{confpoints, z0, acc, u, call)

Executando-se bcanon(lerl, nboot, theta) obtém-se a saida
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7.7 Programa S-PLUS para obtencao do Teste de Hip6tese
“Bootstrap”

Definem-se os objetos abaixo

leri<- ¢(2.962, 2.293, 2.841, 3.756, 2.139)
ler2<- ¢(2.048, 2.101, 1.481, 1.598, 1.868)
nboot <- 1000

A funcéo que fornece os O Teste de Hipdtese Bootstrap é:

testhipot<-function(y, z, nboot)

{

x <= c(y, =)

n <- length(y)

m <- length(z)

vary <- var(y)

varz <- var(z)

dif <- mean(y) - mean(z)

sconj <- sqrt(((n - 1) * vary + (m - 1) * varz)/
(n+m-2)

tobs <~ (dif)/(sconj * sqrt((1/n) + (1/m)))

booty <- matrix(sample(x, size = length(y) *
nboot, replace = T), nrow = nboot)

bootz <~ matrix(sample(x, size = length(z) *
nboot, replace = T), nrow = nboot)

varbooty <- apply(booty, 1, var)

varbootz <~ apply(bootz, 1, var)

sbootconj <- sqrt(((n - 1) * varbooty + (m - 1) *

varbootz)/(n + m - 2))

difboot <- (apply(booty, 1, mean) - apply(bootz,1, mean))

tboot <- (difboot)/(sbootconj * sqrt((1/n) + (1/m)))

nc <- tboot[tboot >= tobs]

ncboot <~ length(nc)/nboot

return(ncboot)

}

Executando-se a fungdo testhipot(lerl,ler2,1000)

obtém-se o nivel descritivo Bootstrap.
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7.8 Programa SAS, através do PROC MULTTEST para
obtencao do Teste de Hipotese “Bootstrap”

options ps=60 ls=64 nodate;
data a;

input trat ler;
cards;
1 2.962
1 2.293
.841

. 756

2
2

3

2.139
2.048
2.101
1.481
1.598

NN N R

1.868

proc multtest data=a outsamp=resposta bootstrap nocenter
seed=12357 order=data nsample=1000;
test mean(ler / uppertailed);
class trat;
contrast *Y(1)’ 1 -1;

run;





