MODELO DE SQPERFiCIE DE RESPOSTA
COM ALGUMAS VARIAVEIS AUXILIARES ADICIONAIS'
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RESUMO - Estudou-se um modelo de regressdo polinomial quadratico, através da metodologia de superfi-
cie de resposta, considerando-se algumas varidveis auxiliares adicionadas ao modelo, com vistas 2 obtencao
de férmulas que permitam avaliar o comportamento da varidvel dependente ante a inclusdo das varidveis
adicionais. Os estimadores dos parametros (tratamentos e regressao) foram obtidos através do método dos
quadrados minimos. Desenvolveu-se a seqiiéncia de operagoes para a realizacao da anélise estatistica, consi-
derando-se o modelo adaptado a um esquema fatorial completo para trés fatores e trés niveis eqiiidistantes.
Foram determinados ainda: os estimadores das variincias e covariancias dos parAmetros e a anélise da va-
ridncia.

Termos para indexagao: regressao polinomial miltipla.

RESPONSE SURFACE MODEL WITH SOME ADDITIONAL AUXILIARY VARIABLES

ABSTRACT - A quadratic polynomial model was studied, using response surface method, with some additio-
nal variables included in the model, in order to obtain equations to evaluate the dependent variable behavior
after the inclusion of the additional variables. The parameter estimators (treatment and regression) were obtai-
ned using the least squares method. An algorithm was developed to perform the statistical analysis, conside-
ring the model adapted to a complete factorial design with three factors and three levels. In addition, estimators
of variance and covariance of the parameters and variance analysis were determined.

Index term: multiple polynomial regression.
INTRODUGAO

A metodologia de superficie de resposta é comumente utilizada com a finalidade de de-
terminar as melhores condicdes ante a variagdo de fatores aplicados a determinado fendmeno.
Sua aplicagao deu-se inicialmente na inddstria quimica, tendo sido seus fundamentos formali-
zados por Box & Wilson (1951). No campo agrondmico, seu uso concentrou-se no estudo do
rendimento de cultivares como efeito de niveis de nutrientes apliados ao solo, incluindo-se
outros fatores, como: densidade de plantio e niveis de doencas (Gomez et al. 1978).

A pesquisa tem-se preocupado em buscar solucdo racional de utilizagdo de fertilizantes
pelos agricultores, buscando, também, os modos mais eficientes para planejar a procura des-
sas solugdes, a partir de delineamentos experimentais que utilizem todas as combinagoes dos
fatores, ou parte delas.

A utilizagdo de modelos matemadticos para expressar a resposta aos nutrientes, sob a forma
de superficie, teve um grande progresso a partir da introducdo dos fatoriais fracionados
(Finney, 1945) e dos delincamentos compostos centrais e compostos rotacionais (Box &
Wilson 1951, Box & Hunter 1957).

Segundo Myers (1971), as pressuposi¢oes bésicas para o estudo de supericies de resposta
sd0: a fungdo existe, mas € desconhecida, sendo as varidveis envolvidas quantitativas e conti-
nuas; a fun¢do pode ser aproximada dentro de uma regido de interesse, e as varidveis inde-
pendentes sdo controladas pelo experimento e medidas sem erro.

Cochran & Cox (1957) consideraram que o método mais informativo para analisar os re-
sultados de um ensaio fatorial depende da natureza dos fatores: se estes representam variaveis
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quantitativas, a andlise mais informativa consiste em relacionar as respostas como fungdo
dessas variaveis.

Box & Draper (1959) discutiram vérias razdes na escolha de um delinenmcento para o es-
tudo de superficies de resposta; incluem simples interesse na superficie, estimagdo de para-
metros e discriminacgao entre modelos.

Vdrios trabalhos sdo relatados na literatura a respeito das aplicagdes da superficie de res-
posta no campo agrondmico. Entre outros, Campos (1967), Vieira (1970) e Costa (1977) ve-
rificaram que as estimativas dos pardmetros obtidas nas superficies ajustadas sdo pouco pre-
cisas, com intervalos de confianga bastante amplos, dificultando, desse modo, a recomenda-
¢do de férmulas e predicdo de rendimentos. Por outro lado, uma anélise, considerando varid-
veis auxiliares que estdo linearmente relacionadas a varidvel dependente, pode contribuir para
aumentar a precisdo experimental e, conseqiientemente, obter estimativas mais eficientes,
como ocorre nas andlises de covariancias (Cochran 1957).

Desse modo, o objetivo do presente trabalho foi apresentar um método de andlise de um
modelo de regressdo polinomial quadratico, adaptado a um esquema fatorial completo para
trés fatores com trés niveis eqiiidistantes, considerando-se algumas varidveis auxiliares adi-
cionais, através da metodologia de superficie de resposta.

MATERIAL E METODOS

A metodologia de superficie de resposta foi aplicada a um ensaio fatorial completo 3, com niveis eqiii-
distantes de trés quaisquer fatores A, B e C (por ex. N, P,0s e K,0), levando-se em consideragio algumas
varidveis auxiliares adicionais, usando-se o seguinte modelo matematico:

; 2 2 2
y"k= ago +ai10X1 + azo0X2 + aszopxs + aiixXl + az2X + azsXi + ai2XiXz +
1]

+ bity + ... + bt + e..
a13X1X3 + az3X2Xs3 1t 5'H ijk

onde:

Xy representa os niveis de N (fator A);

X, representa os niveis de P,Os (fator B);

X3 representa os niveis de K,Os (fator C);

ago representa a média geral;

a1, a0, . . . , Ap3 520 0s coeficientes dos paradmetros;

t,, representa o valor da h-ésima varidvel auxiliar adicional (h = 1,2, ..., H);
by, € o coeficiente de regressao associado a h-ésima varidvel auxiliar adicional;
eijk é o erro experimental associado a Yijk tal quee ~ N (0, G?).

Para facilidade de célculos, os valores dos niveis de nutrientes e das varidveis auxiliares adicionais foram
transformados, respectivamente, para:

X = (di-d)/qeth—: Wh - Wh

onde:

d; sdo os valores dos niveis de nutrientes, (i = 1, 2, 3), associados 2s varidveis X1, X, e X3;
d média desses valores;

q diferenca entre os niveis;

Wp, sdo os valores da h-ésima varidvel auxiliar adicional;

Wy, média desses valores.

Os parametros correspondentes aos efeitos quadraticos puros nao sio independentes da média; desse mo-
do, fez-se nova parametrizagao, e o modelo ficou da forma:
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y =a'oo + a10X1 + axoXz + azoxs + ari1[xi- (Zx)/n] + azo[x3 - (Zx3)/n]+

2 2
a33[x3-)Ix3)/n]l +a12X1X2 + a13X1X3 + 823X2X3 + b1ty + ...+ thH-+e

sendo: n é o nimero de niveis;

2
a'oo = ago + a11(Zx1)/n + a2, (Ix3)/n + as33(¥x3)/n
Em forma matricial, o modelo adotado, é:

Y=XB+¢e,

onde: Y é o vetor das observagdes, X & a matriz dos coeficientes dos pardmetros, [3 é o vetor dos parimetros
e & & o vetor dos erros experimentais, sendo que § ~=N(}, G21). Y

O sistema de equagées normais obtido através do método dos quadrados minimos é dado por X’XB

= X’Y e, pode ser parcionado de modo conveniente, em ”
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onde:
X1 € a matriz dos valores assumidos por X1, X, € X3, de dimensdo N x p;

X, éamatriz dos valores das varidveis auxiliares adicionais, de dimensao N x H;
T vetor dos efeitos de tratamentos, de dimensaop x 1;

b vetor dos coeficientes de regressdo associados as variveis auxiliares adicionais, de dimensdo H x 1;
N ¢ o mimero total de observagdes e p o nimero de pardmetros de tratamentos.

O sistema de equagGes acima pode ser representado por:

- - - = -
R T T T |
X » -
i
i L b ]
X . i - ‘
onde:

R matriz diagonal dos coeficientes dos tratamentos (modelo original), de dimensao p x p;

Ty matriz dos totais de tratamentos relativos s varidveis auxiliares adicionais, de dimensdo p x H;

L matriz das somas dos quadrados e dos produtos das varidveis auxiliares adicionais, de dimensao H x H;

T vetor dos totais de tratamentos da varidvel dependente, de dimensao p x 1;

B vetor das somas de produtos da vari4dvel dependente com as varidveis auxiliares adicionais, de dimensao H
45 I
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MODELO DE SUPERFICIE DE RESPOSTA

Para facilidade de notagdo, os indices relativos aos tratamentos foram suprimidos em algumas matrizes,
na indicagdo de somatdrios. 1 € o nimero de repeticdes; t,, 00 soma das parcelas que possuem o nivel g dos
fatores B e C simultaneamente da h-ésima varivel auxiliar adicional; Yo. . soma das parcelas que possuem
o nivel ¢ do primeiro fator (A) da varidvel dependente; os demais, por analogia.

RESULTADOS

Considerando-se que as matrizes R e L s3o ndo-singulares, o vetor dos estimadores dos
efeitos de tratamentos ajustados para a regressio linear é dado por:

T=RI!T-R!TH

sendo que, no caso especifico considerado, os estimadores sdo:

639

_ lyy..
—7—7- l_]k
Yz..—Yo.. _ Bl(tlz..—t10..)+52(t22..—t20..)+...+6n(tnz..—tHo..)
18 18
= 5 = vk D e
Y.2.-Y.0. _51(t1-2- 1:1-0-)+32(t2-2- tz-o')+ +JH(tH'2- H-o-)
18 18
Yooo=Yeoy By(ty.ep=ty..0) +bp(tp.ep=tp..g) + ... +Dp(tH..p = tH. )
18 18
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18 18
Yooe+ Youe = Y550 = Yo
0l A 1202 20 = [B1(ty00. + t122. —t102. —t1p0.) +
- - 2
"'+BH(tHuu-+tH22- o, tHzo-)]/l
YoeortY, ., =-Y,..,-Y,.
8 L 28 120 2 270 [F1(t1o-0+t12.2—ti0.2-t12.0) +
- -t )1/12
“'+BH(tHo-o+tH2.z s Hz_O)]/
Yiing# Yasg— Yego = Y
2 = 7 02 ¥ 20 _ [6,(tq.00+ty.22-ty.02-t1.20) +
5 - - 12
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O vetor dos estimadores dos coeficientes de regressio € dado por:

E sendo: E =1L - T'R =-B-T'R !
L 5 . TxR TXeI:Z0 ]} TXR '}‘ou

1
1 — -
SQRes t SPRes t t SPRes t t SPRes Yt
1 12 1 H 1
SQRes t SPRes t t | E =| SPRes Yt
2 2 H ~0 2
Simetrica SQR .
i QRes tH ) L SPRes YtH

ou seja, E € a matriz das somas de quadrados e de produtos do residuo das varigveis auxiliares
adicionais, e E & o vetor das somas de produtos do residuo da varidvel dependente com as va-
ridveis auxiliages adicionais.

Andlise da variancia

A soma d= quadrados de pardmetros é obtida por:

SQP = B' X'Y' = T'T+b6'B=T'R T+ b'E
~ ~ o~~~ ~ ~ ~0

onde: T'R™'T € a soma de quadrados de tratamentos e, b’E, a soma de quadrados de re-
gressao linear.
A soma de quadrados de residuo ajustada para regressao serd:

SQR(aj) = Y'Y - T'R 'T - B'E

~ o~ ~0

As somas de quadrados dos tratamentos, ajustada para regressao linear, foram obtidas uti-
lizando-se o método do residuo condicional (Graybill 1961). Por exemplo, para o efeito de
nitrogénio quadrdtico, o modelo matemadtico reduzido € o seguinte:

x fazz[x%— (Zx3)/n] + a33[x%— (£x3)/nl +a, X x_+

1
Y =a'go+a xl+a20x +a303 127172

10

+ ... + bt + @
+a) g% X, + 3, XX, + bty H H >
| 8

com as mesmas especificagdes do modelo completo.
A forma matricial desse modelo reduzido é Y = ZQ + &, cujo sistema de equagdes nor-
mais § ZZQ = Z’Y ou
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X!X, X%, s Iy

X3X, X%, B, %Y

onde: X, matriz formada pela exclusdo da coluna relativa ao efeito de nitrogénio quadrdtico
da matriz X,;

To vetor T sem o efeito de nitrogénio quadritico.
Representando o sistema de equagdes normais por:

R T = i
0 %0 Io Lo
T "

Too L b, B

onde: R, matriz diagonal dos coeficientes dos tratamentos na auséncia de nitrogénio quadr4-
tico;
Txo matriz dos totais de tratamentos relativos as varidveis adicionais na auséncia de
nitrogénio quadritico;
T, vetor dos totais de tratamentos da varidvel dependente na auséncia de nitrogénio
quadritico.

Sabendo-se que as matrizes R, € L sdo ndo-singulares, os estimadores dos efeitos de tra-
tamentos ajustados para regressio linear, do modelo reduzido, sdo dados por:

To = Ro'To-Ro'T_ 6o

ou ainda:
s 1
ago = —2Y..
00 T 277 ik
S Yz..—YO.._b"l"(tlz..— B el + BE(E gamu— Bpgen Mo wtbfilEnios — By i o)
e 18 18
5* _Y‘2‘“Y'0‘"_b7]'_:(tl‘2'_tl‘O')+b>§(t2'2'—tZ'O‘)+"'+b§(tH'2'-t’H‘O')
it 18 8
? T Yo.p=Y..p bif(ty..p-E1.00) +bF(E, .y =ty g )t tbH(Ey ., = tyay)
30— 18 18
skl Y.g.=2Y.7.+Y¥.5. b¥(ty.q.- ty.y.+t1.p.)+. . 4bf(tg.g. - 2Eg.q . + Eg.5.)
22 18 18
5,53=Y--o_2Y~-l+Y-°0_buf(tl--0_tl~-l+tl--2)+-~-+bﬁ(tH‘-0—Zt,H--l+tH--2)

18 18
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- Yoo.+Y22.-Ygp2.~-Y290.

als = W) - [bi(t100. + t122. = t102. = t120.) + ...
""*ba(tHOO--‘Ltsz-_tHoz-—tHN.)]/lz
at; = YO'O+Y2'21;2Y0'2_Y2'0- [b¥(t10.0 + t12.2 = t10-2 = t12.0) + ...
"'+bﬁ(tHo-o+tH2-2_tﬁo-z—tHZ-o)]/lz
gk o YepnF Xeag _Y'OZ_Y'ZO—[b*(tl.oo + t1.22 - t1.02 = t1.20) + ...

a3 12

#(t t = =y 2
+bH( H-oo+ He22 tH-oz H-zo)]/1

Os estimadores dos coeficientes de regressao, para modelo reduzido, sera:

KB S
by = (ET) E?

d: E¥ =L -T'R,'T * B - T' RGY
onde 1 M. e Ep = B TXORO T, R
ou
r -
SPRes t,Y +(Y°"_2Y1""'YZ“)(t_lO--‘Ztll--+t12..)
54
E’g= SPRes th +(Y0""2Y1--+Y2--)(§zo..—2t21..+t22..)

. (Yo..—ZY]_..+Y2..)(tno..—2tn1..+tH2..)

=
(€y19.. 2€55..46,,..)2 (tyg..=2t; .04ty 5..)(E 4. .-2t,, =2 -
SQRes (14_% SPRes t1t,+ —12 1100%81p- ) (Ey0. =285, . +Ep5. ) ... SPRes tjt , Gao-- 2ty .4%75..) (Egp- . =2Cp; - o +Eyo. . )
4 54 H 54
(Epper 5265000 2 lbgpa)? (t, =2, bt ) (b .. =2E], . . #CY,. 0 )
" SQRes t B . s s 20 21 22 9 1 2
Bf - QRes t, + 5 .. SPRest,ty + =
o mu thge. = 2bpy. . )i
Simétrica SQRes ¢, + (_.L_EH;A_*'_EHZ_.)_ J
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sendo, E*; a matriz E, + A, onde A é uma matriz constituida pelas somas de quadrados e de
produtos das varidveis auxiliares adicionais do efeito de tratamento que se pretende ajustar
(no caso, efeito de nitrogénio quadrético). E*, é o vetor E, + A*, onde A* é um vetor cons-
tituido pelas somas de produtos da varidvel dependente com as varidveis auxiliares adicionais
do efeito de tratamento que se pretende ajustar.

A soma de quadrados de pardmetros do modelo reduzido para o exemplo em questdo (sem
o efeito de nitrogénio quadratico) é dada por;

SQP(r) = 8'2'Y =

r )

=7
0To + ?6? = ToRy Ty + BE}

onde: T'oR™,'T, € a soma de quadrados de tratamentos do modelo reduzido, e, b’yE*, a soma
de quadrados de regressao linear na auséncia do efeito a ser ajustado (no caso, nitrogénio
quadratico).

Assim, a soma de quadrados de nitrogénio quadrdtico ajustada para regressao linear, € ob-
tida pela diferenga:
SON"(aj) = SOP - SQP(r) = T'R T + B'E, - TBR;ITO - BlEX

ou, simplificando

OP=

SQN"(aj) = SQN" + B'E, - b}E?
Para os demais efeitos, procede-se de maneira andloga.

Por definicdo, sabe-se que Dy = E['?; - E(’f)][f - E(DT € a matriz de dispersdo dos efeitos de
tratamentos ajustados. Dai, obtem-se:

> que € a matriz dos estimadores das varidncias e covarian-
cias dos efeitos de tratamentos ajustados pela regressao.

De modo andlogo, tem-se que Dy, = E7'a?, que € a matriz dos estimadores dasvariancias
e covaridncias dos efeitos dos coeficientes de regressao.

643

TABELA 1. Esquema de anilise da variancia para os efeitos de tratamentos ajustados de acordo com a regressio linear.

Fontes de variagdo GL S.Q.

Pardmetros p+H TRIT +BE,
Tratamentos (aj) p-1 TR!T  +bEg-a00ZY-5B
Nit. Lin. (aj) 1 SQN’ +b'Eo-bo-bBoES
Fosf. Lin. (aj) 1 SQP'  “+b'Eo-BiE]

Pot. Lin. (aj) 1 SQK’ +b'Eq - b2E>
Nitrog. Quad. (aj) 1 SQN” 1 bB'Eg-b3E}

Fosf. Quad. (aj) 1 SQP”  +B'Eg-b4ES

Pot. Quad. (aj) 1 SQK"”  +BH'Eq-bsEZ
Int. N’ x P’ (aj) 1 SON'x P’ +B'Eg - b6Eé

Int. N’ x K’ (aj) 1 SON’ x K’ +B'Eg - B7E7

Int. P’ x K’ (aj) 1 SQP’ x K’ - B'E¢ - b3E$
Residuo (aj) N-p-H YY - TR'I-BEo
Total N Y

p = nimero de parametros de tratamentos (no caso p = 10).
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Exemplo numérico

A titulo de ilustracdo, considerou-se um conjunto de dados ficticios de um experimento de
adubagdo, em esquema fatorial 3%, sem repeti¢io. Os dados observados (Tabela 2) de produ-
¢do de massa seca (y), nimero inicial de plantas (w,) e pH do solo antes da aplicagao dos tra-
tamentos (w;), foram submetidos a andlise da varidncia (Tabela 3) de acordo com modelo

proposto; foram, também, obtidas as estimativas dos pardmetros e respectivos desvios-pa-
dréo, (Tabela 4).

TABELA 2. Valores observados de producio de massa seca (y), niimero inicial de plantas (w1) e pH do slo (w,) em
funcao dos niveis de tratamentos.

Soma
Tratamento y Wy w,  Tratamento y W1 w,  Tratamento y Wy Wy
y Wi Wg
000 40 55 7,1 100 53 56 5:9 200 68 54 57 161 165 18,7
001 140 63 6,9 101 349 64 4,4 201 342 65 48 831 192 16,1
002 230 65 5,0 102 216 55 6,2 202 269 58 7,3 775 178 18,5
010 41 62 7,0 110 92 54 5,6 210 Tt 55. 6,4 210 171 19,0
011 166 63 6;1 111 326 63 5,2 211 390 64 52 880 190 16,5
012 150 66 5,0 112 412 57 6,8 212 300 56 7,2 862 179 19,0
020 50 57 6,9 120 62 56 8,0 220 71 54 6,8 183 167 21,7
021 153 59 6,2 121 353 64 4,9 221 326 61 6,2 832 184 17,3
022 299 60 4,8 122 255 58 8,2 222 282 58 80 836 176 21,0
Soma 1269 550 55,0 2178 527 .552 2125 525 57,6 5572 1602 167,0

TABELA 3. Somas de quadrados e de produtos das varidveis produciao de massa seca (y), niimero inicial de plantas
(w1) e pH do solo (w,), e a andlise da variincia.

Somas de quadrados, dé produtos e valores do teste F

Fontes de
variagéo ot
0% F WiWq WaWo ywi yWo WiW, yy(aj.) F(aj)

Total 26 402818,2956 3243,6720 30,3141 5984,6667 -1128,6482 -62,13333

Tratamento (9) 344658,6111 11,19% 280,5278 18,9533 5268,2222 -626,3694 -45,6360 299755,0402 13,90
A 1 40707,5556 11,90** 34,7222 0,3756 -1188,8889 123,6444 -3,6111 50274,6324 20,98
B 1 -392,0000 < 1,00 3,5556 2,4939 -37,3333 31,2667 -2,9778 6585,7030 2,75
c 1 204586,7222 59,80 50,0000 0,0200 3198,3333 -63,9667 -1,0000 195516,2771 81,57
A 1 17137,8519 5,01" 8,1667 0,0896 -374,1111 -39,1926 0,8556 13684,7826 5,71
B” 1 1557,4074 < 1,00 6,0000 0,3424 96,6667 -23,0926 -1,4333 179,3916 < 1,00
c” 1 78814,2407 23,04 170.6667 6,0669 3667,5556 -691,4870 -32,1778 19557,5907 8,16"
A'xB' 1 705,3333 < 1,00 0,7500 1,56408 -23,0000 -32,9667 1,0750 705,3502 < 1,00
A'xC 1 630,7500 < 1,00 5,3333 8,0033 -58,0000 71,0500 -6,5333 13227,7100 5,62*
B'xC' 1 126,7500 < 1,00 1,3333 0,0208 -13,0000 -1,6250 0,1667 23,6026 < 1,00

Residuo 17 58159,6845 2963,1442 11,3608 716,4445 -502,2788 -16,4973 35953,0958

QM. resfduo 3421,1579 -

Regresséo 2 22206,5913 11103,2957 4,63

QM. resfduo (aj.) 15 = 2396,8729

CV (%) 28,34 23,72
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TABELA 4. Estimativas dos pardmetros para modelos
sem e com as varidveis auxiliares adicio-
nais e respectivos desvios-padrao.

Estimativa = Estimativa ajustada =

Percenens desvio-padrao desvio-padréo
ago 206,3704 * 11,2565 206,3704 £ 9,4219
aro 47,5557 * 13,7864 53,9365 * 11,7769
azo 4,6667 = 13,7864 21,1236 * 12,7435
aso 106,6111 * 13,7864 105,1445 = 11,6417
an -53,4444 *+ 238787 -48,0349 £ 20,1023
855 -16,2111 * 23,8787  -5,5523 * 20,2945
g -114,6111 * 23,8787 -70,1710 £ 25,0008
a2 -7,6667 * 16,8848 8,1792 * 15,0769
ars 7,2500 * 16,8848 43,3584 * 18,4572
855 3,2500 * 16,8848 1,4061 = 14,1503
by -0,00439 = 0,9030
b, -44,2180 * 14,5841
r 0,8556 0,9107
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