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ix.

MODELO DE SUPERFICIE DE RESPOSTA COM ALGUMAS
VARIAVEIS AUXILIARES.

AUGUSTO RAMALHO DE MORAIS

Prof. VIVALDO FRANCISCO DA CRUZ

- Orientador -

RESUMO

A procura de delineamentos que possibilitassem estudos
mais eficientes de respostas a variacao de - fatores aplicados a de-
ferminado fenémeno, iniciou-se com R.A. Fisher e, prolonga-se pelos anos,
nos varios campos de pesquisa.

Com o objetivo de se verificar‘a relacao entre a produ
cao e niveis de adubacao, através do uso da metodologia de superficie de
resposta, estudou-se um modelo de regressié polinomial quadratico, tendo-
-se a preocupacao de considerar algumas variaveis auxiliares adicionaisao
modelo, com vistas a obtencao de formulas que permitam avaliar o coﬁpofpg
mento da producao ante a inclusao destas ultimas.

Desenvolveu-se, usando o método dos quadrados minimos, a
sequencia de operacoes para a realizacao das analises estatisticas consi-
derando-se o modelo adaptado a um esquema fatorial completo, para tres fa
tores em tres niveis eqiidistantes. Sao dados: o calculo das estimativas

dos parametros do modelo, de suas variancias e covariancias; a analise da



variancia e os testes de hipoteses, os intervalos de confianca para os
parametros e as respostas esperadas.

Em seguida, foi aplicada a metodologia a dados  prove-
nientes de um experimento de adubacao N-P-K, em cafeeiro onde, se conside
rou a producao como variavel dependente e, altura da planta, diametro da
copa e numero de internodios como variaveis auxiliares adicionais.

As principais conclusoes obtidas foram:

1. Os parametros (aii’ i, i' = 0, 1, 2, 3) do modelo com uma variavel au-
xiliar, serao estimados com maior precisao do que no modelo original

(sem a variavel auxiliar) quando a reducao da variancia residual des-

2

te, dada por (o? - 01), for maior do que o acrescimo [SQa ,/R(z’)]Oi,

1
11

dado pela inclusao da variavel auxiliar ao modelo; ou seja,

2 SQa'..,
o ii
> 1 +
Gi R(z2?)
onde: SQa'ii,: € a soma de quadrados dos parametros (a'ii,, i, i' =0,
1, 2, 3), relativa a variavel auxiliar;
R(z2): é a soma de quadrados de residuo, relativa a variavel

auxiliar;

0" eo0;: sao asvariancias residuais dos modelos sem e com a va-

riavel auxiliar, respectivamente.

2. As variaveis auxiliares que mais contribuiram para a reducao da varian

cia residual (0?) foram: altura da planta seguida de diametro .da copa

nos exemplos considerados.



Xi.

3. As estimativas da variancia dos parametros (aii" i, i'' =0, 1, 2, 3),

sao dados pela expressao:

_ QMa!.,
V(aii') = "“L" [1 + _"'——}_1""]03 y
C. R(z2)

onde: QMa!. . - . . . -
Q ii' : quadrado medio do parametro (aii,) relativo a variavel

auxiliar;
Cj : coeficiente dos termos quadraticos, lineares e interagoes,

respectivamente 6, 18 e 12.

- 2 . . o« - . .
0,%: estimativa da variancia residual.
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RESPONSE SURFACE MODEL WITH SOME AUXILIARY VARIABLES

Augusto Ramalho de Morais

~-Author—

Vivaldo Francisco da Cruz

~-Adviser-

SUMMARY

The development of designs that provide mofe efficient
approach studies to invéstigate response by variation of other factors was
initiated by R.A. Fisher in agronomy, and extended to other research
areas.

In order to study the relationships between yield and
fertilization 1evels; the response surface methodology was applied to a
type of quadratic polynomial reéression model, with orthogonal polyqomials

“of fifst and second degree, considering somes auxiliary variables for
the obtention of formulae for the evaluation of their effect in the
model.

The least square procedure used in order to
stééistical analysis according to a-model adaptate to factorial design,

for three factors at three equally spaced levels. The estimates of

parameters in the model, their variances and covariances, the analysis



of variance and the tests of hypothesis, the confidence intervals for

parameters and expected values are given.

The methodology was applied on N; P,0s5, and K0 experiment

with coffee~tree fertilization, where dependent variable is yield and

auxiliary variables are plant height, treetop diameter and internode -

number.

The principal conclusions obtained were:

1. The parameters (a,., , i, i' = 0, 1, 2, 3) of the model with one auxi
11 -

liary variable will be estimated with greater precision than those in
the original model when the reduction of the residual variance, given

2 2 4 . -
by (o° - 01), were greater than the quantity lSQa{i./R(zz)‘of due to the

inclusion of the auxiliaryvvariable in the model; that is, when

R(z2)
where:

SQa!., : sum of squares of parameters (aii" i, 1i' = 0,1,2,3),
relative the auxiliary variable;

R(z?) sum of squares of residual, relative the auxiliary

X}

variable;

o’ e 03 : residual variances of the models without and with

auxiliary variable.
3

2. The additional auxiliary variables that contributed to decrease the - -

reduction in residual variance were: treetop, diameter and height plant.

3. The expression of the estimated parameters variance are:

Ma:., .
Va,.) = — |1+ —22|5%
11 C R(ZZ) 1

3



Xiv.

where: QMaii, : mean square of parameters (aii,), relative the auxiliary
variable;
Cj : quadratic, linear and interaction terms coefficient 6, 18,

and 12, respectively.

g1 * residual variance estimative.



1. INTRODUCAO

A metodologia de superficie de resposta e essencialmen
te um conjunto de técnicas estatisticas usada em pesquisas com a finalida
de de determinar as melhores condicoes, e tambem, dar maior conhecimento
sobre a natureza de certos fenomenos. E composta por planejamento e anéli
se de -experimentos, que procura relacionar respostas com niveis .de fato-
res quantitativos.

Sua aplicacao deu-se inicialmente na industria quimica.
No campo agronomico, o uso se concentrou no estudo do rendimento dé culpi
vares como efeito de niveis de fertilizantes aplicados ao solo; posterior
mente incluem-se outros fatores como densidade de plantio, controle de
doengas, etc.

Com o crescente aumento do uso de fertilizantes, pesqui
sadores e economistas tem-se preocupado em buscar solucao racional de uti
lizacao destes pelos agricultores. Pesquisa-se, também, quais os modos

mais eficientes para planejar a procura dessas solucoes a partir de deli-



neamentos experimentais que utilizem todas as combinacoes dos fatores em
estudo ou parte delas.

Desenvolveu-se, no = presente -trabalho, & analise de

um modelo de regressao polinomial quadratico adaptado a um esquema fato
rial completo, para tres fatores em trés niveis equidistantes, consideran
do-se algumas variaveis auxiliares adicionais, através da metodologia de
superficie de resposta, com vistas a abtencao de formulas que permitam a-
valiaf o comportamento da producao (variavel dependente) diante da inclu-
sao das variaveis auxiliares ao modelo.-

E dada a séqﬁéncia de 6perag5es para a realizacao da a-
nalise estatistica, com solucoes especificas para esse delineamento.

Como exemplo, estudou-se a relacao entre a producao de
cafeeiro e niveis-de adubacao N-P-K onde, se considerou altura da planta,
o diametro da copa e o numero de internodios como variaveis auxiliares a-
dicionais na explicacao das producoes observadas.

De modo especifico incluiu-se nos objetivos a verifica—
cao da hipotese relativa a influencia das variaveis auxiliares adicionais
na variavel dependente. No caso de rejeicao da ﬁipétese da nao influencia

das variaveis, determinar quais delas devem ser consideradas em futuros

experimentos desse tipo.



2. REVISAO DE LITERATURA

Apresentar-se-a nesse capitulo, primeiramente, uma revi
sdo de trabalhos referentes ao uso da analise de covariancia e, em segui-
da outra relacionada ao ajustamento de superficies de resposta a dados ex
perimentais. Isto tendo em vista que nao encontrou-se, na literatura dis-
ponivel, referencias sobre ajuste de modelos de superficie de resposta

"que tratassem do modelo proposto neste trabalho.

2.1. ANALISE DE COVARIANCIA

A analise de covariancia tem sido muito bem estudada,
principalmente nos-delineamentos experimentais inteiramente casualizados
e blocos casualizados. A seguir apresenta-se algumas referencias sobre a

técnica e uso da analise de covariancia.



A primeira ilustracao do metodo da covariancia na lite-
ratura, foi apresentada por Fisher (1932), segundo COCHRAN (1957), onde a
variavel auxiliar (x) constituia a producao de cha por parcela, obtida
num periodo préliminar e a varidvel dependente (y) constituiu a producio
de cha no final do ensaio, apos aplicacao dos tratamentos.-

KEMPTHORNE (1952) fazendo um estudo sobre a analise da
.covariancia, apresentou um modelo matematico com dois critérios de classi
ficacao, com uma observagao por parcela e ausencia de interacao. Supos a
presenca de um atributo (x) sujeito a variacao associada a cada parcela
experimental, e admitiu a seguif a ausencia do efeito de tratamentos le-
vantando a hipotese de que os efeitos de tratamentos sejam nulos e, a se-
guir testa o modelo matemético‘completo.
’ OSTLE (1954) apresentou um estudo teorico sobre a anéli
se da covariancia, onde abordou um modelo matematico dg um experimento fa
torial com dois fatores no delineamento em blocos completos casualizados,
apresentando formulas para calculo das somas de quadrados e de produtos ,
teste F para os fatores e sua interacao e para variancias das medias ajus
tadas. Considerou um exemplo, obtido de Wishart (1950) onde comparou o
fornecimento de trés racoes a leitoes de ambos os sexos medindo o peso i-
nicial (x) e o ganho de peso (y).

As principais finalidades do uso da analise da covarian

cia, segundo COCHRAN (1957), sao:

a) aumentar a precisao nos experimentos casualizados;
b) remover os efeitos de variaveis perturbadoras;

c) contribuir para esclarecer a natureza dos efeitos de tratamentos;



d) ajustar regressoes em classificacoes multiplas;

e) analisar dados quando algumas observacoes sao perdidas.

0 mesmo autor considerou que as pressuposicoes basicas
requeridas para que o uso da analise de covariancia seja valido, sao uma
extensao daquelas necessarias para uma analise da variancia, que podem

ser resumidas em:

a) os efeitos dos tratamentos, dos blocos e da regressao devem ser aditi-

vos;

b) os erros experimentais devem ser independentes e normalmente distribui

dos, com média zero e variancia constante.

ZELLEN (1957) e DIAS (1981) estudando a analise de cova
riancia intrablocos, com p variaveis auxiliares, para delineamentos em

blocos incompletos equilibrados, consideraram o seguinte modelo matemati-

co:
Yij =m+ t. + bj + W§1awx£?) + eij ’
onde:
Yij = valor observado da variavel dependente;
m = media geral;
£, = efeito do i-ésimo tratamento;
bj = efeito do j-ésimo bloco;
a = efeito do w-ésimo coeficiente de regressao linear;



(w) - . . - ey
x..” = valores da w-esima variavel auxiliar;
1]
e.. = erros experimentais, supostos independentes e normalmente.

ij
distribuidos com média © e variancia o2.

KATTI (1965) e SEARLE (1971) estudaram a analise de co-
variancia para qualquer tipo de delineamento, com p variaveis auxiliares,

utilizando o seguinte modelo matematico:
Y=XB8B4+72Zb + E ,

onde:
Y = vetor das m observacoes da variavel dependente;

X = matriz de incidencia correspondente ao delineamento em

questao;

B = vetor dos parametros correspondentes aos efeitos envolvi-

dos no modelo proposto;
Z = matriz dos valores das p variaveis auxiliares;
b = vetor dos coeficientes de regressao;

E = vetor dos erros experimentais, onde E ~N(®, o®I).

Para obterem as solucoes, os autores consideraram o mo-

delo acima reescrito, da seguinte maneira:

Y = XB* + (Z -~ XA)b + E

onde A é uma matriz escolhida tal que X'(Z - XA) = 0.

SNEDECOR e COCHRAN (1967) afirmaram que quando as varia



veis independentes estao relacionadas linearmente com a variavel dependen
te, o uso da analise da covariancia pode conduzir a estimativas mais pre-
cisas, podendo assim obter-se comparacoes mais eficientes entre médias dos
tratamentos; tais consideracbes foram também feitas:por WINER (1970) e
MONTGOMERY (1976).

WINER (1970) desenvolveu a analise de covariancia pafa
uma experimento fatorial pxq, com m observacoes por parcela, onde conside

rou o seguinte modelo matematico:

Y.. = o, . 0p., . X..
U+ '1+BJ+ 8\13‘“8(13

ik - X) + e

k jk
onde:
sdao os valores observados;

U: média geral;

O:: com 1

1,2,.... , p, € o efeito do fator o;

i
sz comj =1,2, ... , q, € o efeito do fator B;
aBij: e o efeito da interacao @ x B;
B: € o coeficiente de regressao;
Xijk: sao os valores da variavel auxiliar;

X: média dos valores da variavel auxiliar;

eijk: sao os erros experimentais.

' PIMENTEL GOMES (1978) para as analises de covariancia
nos delineamentos em blocos completos casualizados, com uma variavel auxi

liar, sugeriu, para o calculo da soma de quadrados de tratamentos ajusta-



da para regressao, o seguinte procedimento:

SQT* = R'(y?) - ARGy SQRES*
R'(x2)
onde:
R'(y2) = R(y?) + SQT(Y);
R'(x?2) = R(x?) + SQT(X);
R'(xy) = R(xy) + SPT;

R(y2) e SQT(Y) sao as somas de quadrados de residuo e de trata
mentos, relativas a variavel dependente, respec

tivamente;

R(x2) e SQT(X) sao as somas de quadrados de residuo e de trata
mentos, relativas a variavel auxiliar, respecti

vamente;

SQRES* ¢ a soma de quadrados do residuo ajustada para regres-

sao.

O mesmo autor, considerou que o procedimento de utili -
zar-se uma estimativa média para a variancia da diferenca entre duas mé-
dias de tratamentos, ajustadas para regressao, s6 devera ser usado
quando os tratamentos nao produzem efeitos significativos na variavel au-

xiliar.



2.2, AJUSTAMENTO DE SUPERFICIES DE RESPOSTA

Nao obstante ser desconhecida a forma matematica da fun
cao que melhor se ajuste aos dados de producao, € possivel, utilizar mode
los estatisticos que dela se aproximam com precisdo razoavel. A seguir sdo
apregentg@psq}gunstrabalhps que mostram o uso dos modelos de superficies
de resposta.

Segundo N.A.S.-N.R.C. (1961) a primeira tentativa de se
explicar a producao como uma funcao da fertilidade é considerada com a
"lei do minimo" proposta por Juétus von Liebig, em 1855; mas segundo revi
sdo apresentada por MEAD e PIKE (1975) surgiu com Fechner, em 1860, no
campo de probites.

Mitscherlich (1909) segundo N.A.S.-N.R.C. (1961) foi um
dos primeiros a especificar que a relacao funcional entre aplicagoes de
fertilizantes e resposta na producao é curvilinea, acrescentando que o
crescimento de plantas segue uma curva baseada em aumentos decrescentes.
Tambem, W.J. Spillman, em 1923, chegou a uma funcao de crescimento expo-
nencial, equivalente a de Mitscherlich, estudando resultados de experimen
tos de adubacao em algodoeiro, na Carolina do Norte.

Nas tltimas décadas, grande tem sido a contribuicao da
estatistica por intermédio do uso dos delineamentos experimentais, nas
pesquisas, de um modo geral. Segundo Abeywardena (1966), citado por DAVI-
LA e BENITES (1979), ANDRADE (1977) e ARNOLD et alii (1979), a utilizacao
de modelos matematicos para expressar a resposta de nutrientes, sob a for
ma de superficie, teve . um grande progresso a partir da decada de cin-

quenta, apos a publicacao dos artigos de Box e Wilson (1951) e de Box e



10.

Hunter (1957). .

BOX e WILSON (1951) estudaram delineamentos com a fina-.
lidade de determinar o ponto de resposta maxima, em ensaios com diferen-
tes niveis de k fatores, usando o menor nimero possivel de observacdes.
Discutiram o comportamento de alguns delineamentos experimentais propos-
tos, denominados "Planejamentos Compostos", que a principio foram utiliza
dos na industria quimica e, atualmente sao usados em outros campos de pes
quisa, dos quais destaca-se a agricultura. A suposicao predominante neste
artigo, € que a resposta pode ser aproximada, em uma regido de interesse,
por um polinomio, nos niveis doé varios fatores ou variaveis envolvidas.

BOX e HUNTER (1957) desenvolveram os delineamentos rota
cionais para k fatores, considerando a propriedade de que é constante a
variancia da resposta estimada em pontos equidistantes do centro. Propuse
ram os seguintes requisitos para um delineamento de superficie de respos-

ta:

. deve permitir o ajustamento de um polinomio que se considera adequado,
para representar a funcao verdadeira, tanto quanto possivel, dentro da

regiao de interesse;
* deve permitir a verificacao da adequada representatividade do polinomio;
* nao deve conter um excessivo numero de pontos experimentais;
» deve permitir a‘disposicao em blocos;
+ deve possibilitar a extensao a um polinomio de grau mais elevado.

HADER et alii (1957) apresentaram um estudo de delinea-

mentos e métodos estatisticos para caracterizar a superficie de resposta,



1.

onde consideraram um ensaio de producao de alface afetada por tres micro-
nutrientes: cobre, molibdenio e ferro, em cinco concentracoes diferentes,
em delineamento rotativo de segunda ordem. A analise da variancia mostrou
efeito altamente significativo para os componentes lineares e quadrati-
cos; entretanto, os parametros apresentaram erros padroes “~relativamente
grandes.

COCHRAN e COX (1957) consideraram que o metodo mais in-
formativo para analisar os resultados de um experimento fatorial depende
da natureza dos fatores. Se todos estes, representam variaveis quantitati
vas, o método mais informativo ae analise consiste em relacionar as res-
postas como funcao dessas variaveis.

Box e Draper (1959), citados por MEAD e PIKE (1975) dis
cutiram varias razées na escolha de um delineamento para estudar a super-
ficie de resposta. As razoes incluem simples interesse na superficie, es-
timacao eficiente dos parametros do modelo e possivel discriminacao entre
diferentes modelos e, consideraram ainda, que diferentes delineamentos po
deriam ser usados para diferentes objetivos.

HEADY et alizi (1961) ajustaram quatro funcoes de produ-
cao aos dados de tres ensaios de adubacao: a) N e P em milho; b) P e K

em trevo vermelho e ¢c) P e K em alfafa’

Os autores verificaram que a.funcao de raiz quadrada re

presentou melhor os dados, pois a ela correspondeu o menor desvio de re-
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gressao e o maior coeficiente de determinacao, para os tres ensaios.
CAMPOS (1967) estudou a regressao polinomial quadratica
ajustada aos dados de ensaios fatoriais 3®, de adubacao NPK, na cultura

do milho, usando o seguinte modelo matematico:
2 2 2
Y = apg + aji1xy + 322X2 + 833X3 + a32X31X2 4+ 833X31X3 + a,,X2X3 +

+ aijuXi + a24X2 + azuX3z + e >

onde:
X1, X2, X3 representam as doses codificadas de N, P,0s e K,0, res

pectivamente;
ag, ail, ... , azy SA0 OS parametros;

Y a producao e, e os erros experimentais.

0 autor apresentou, sob o ponto de vista £e6rico, a de-
terminacao das estimativas dos parametros e de seus respectivos interva-
los de confianca, os niveis otimos de N, P,0s5 e K,0, as estimativas e os
intervalos de confianca das producoes. Mostrou tambem, os cortes da super
ficie quando dois nutrientes sao fixados nas doses padroes.

Seguindo ao estudo teorico, foi aplicado o método a 50
ensaios de adubacao em milho, estudados isoladamente e reunidos em diver-
SOS grupos.

Algumas das principais conclusGes obtidas pelo autor fo

ram as seguintes:

a) Os parametros da equacao da superficie de resposta apresentaram inter-—

valos de confianca muito amplos, e consequentemente uma imprecisao nas
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estimativas dos rendimentos.

b) Ha maior evidencia de aparecimento de ponto de maximo, a medida que se

agrupam os ensaios.

c) Nao houve concordancia dos resultados obtidos para as doses economicas
aconselhaveis, nos diversos casos estudados, nao permitindo assim reco

mendacoes de formulas de adubacao.

d) Os resultados obtidos atraves de cortes de superficie, foram concordan

tes com os obtidos no seu estudo completo.

. -~ ~ . . . .. 3
e) A aplicacao da regressao polinomial aos ensaios fatoriais 3~ de aduba-

cao fol recomendada apenas para grupos de ensaios e de boa precisao.

Segundo ESCOBAR e CADY (1967) muitos delineamentos para
o estudo das superficies de resposta tem sido propostos, apresentando al-
gumas vantagens relativas de uns sobre os outros, mas parece nao existir
um criterio unico, definido como indice de eficiencia de um delineamento
sobre outro, pois o conjunto de fatores envolvidos em um experimento de a
dubacao é vasto e complexo, incluindo, variacoes de solo, de cultura e de
clima (Heady, 1956, citado por VIEIRA, 1970).

Na comparacao entre delineamentos experimentais usados
para obtencao de superficies de resposta polinomiais de segundo grau, BOX
e WILSON (1951) levaram em consideracao a precisao na estimativa dos pa;é
metros da fungao e o vicio que pode surgir pela nao adequacao do modelo.

ds delineamentos compostos centrais podem ser compara -
dos com os fatoriais 3k ou com quaisquer outros delineamentos que visem
o ajustamento dos da&osgiﬁﬁ polinomio de segundo grau, com base na efi-

ciencia (MYERS, 1971). A eficiencia de um delineamento & considerada para
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cada coeficiente do polinomio do segundo grau, podendo portanto, um deli-
neamento ser mais eficiente do que outro para determinado coeficiente e
ao mesmo tempo ser menos eficiente levando em consideracao outro coefi-
ciente.

PIMENTEL GOMES e CAMPOS (1972) baseando na comparacao
de variancias, demonstraram a eficiencia do fatorial 3° sobre o delinea -
mento composto central rotativo. A mesma metodologia tinha sido usada an-
teriormente por CAMPOS (1967) e, posteriormente por OLIVEIRA (1974) para
comparar a precisao das estimativas dos coeficientes dos modelos do grupo
fatorial 3k relativamente ao delineamento composto central para k = 2, 3
e 4.

DAVILA (1979) apresentou caracteristicas e graficos de
alguns delineamentos usados em experimentos com fertilizantes. Comparou
a eficiencia desses delineamentos com base no maior tamanho de seu deter-—
minante 'X'Xl e observou qﬁe os fatoriais 3? e 3’ foram mais eficientes ,
apesar de terem somente tres niveis para cada fator.

PIMENTEL GOMES §1Q§é} considerou a necessidade da carac
terizacao dos pontos criticos, chamando a atencao para o fato de que, a
simples solucao de equagGes, formadas com as derivadas parciais de primei
ra ordem da funcao de receita liquida, nao implica, necessariamente na ob
tencao de maximo, sendo necessario, portanto, verificar se a matriz das
derivadas parciais de segunda ordem € definida negativa. O autor mencio-
nou a existencia de varios trabalhos onde o aparecimento de pontos de mi-
nimo e de sela nao tem sido considerados e mostroﬁ que, pelo fato dos coe

ficientes dos termos quadraticos serem todos negativos, nao necessariamen

te se obtém um ponto de maximo, sendo preciso a diagonalizacao e poste-
X
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rior interpretacao dos elementos dessa matriz, mesmo nesse caso. Lembrou
ainda, que esses pontos criticos somente terao validade se estiverem den-
tro da regiao explorada pelo ensaio experimental.

ﬁORAES (1969) estudando a regressao polinomial quadrati
ca ajustada para um ensaio fatorial 3 de adubacao em milho, realizado na
Venezuela, com niveis nao equidistantes de N, P,05 e K;0, determinou as
estimativas dos parametros, as estimativas das producoes a partir da equa
cao de regressao que foram consideradas relativamente boas e os respectl
vos intervalos de confianca. Foi feita a analise da variancia da regres -
sao que mostrou efeito altamente significativo, obtido o coeficiente de
determinacao (r?2 = 0,949) e estudada a funcao de receita liquida que pos-
sui ponto de sela. Mas, considerando somente os valores contidos dentro
do intervalo estudado no experimento, o autor determinou o maximo absolu-
to e recomendou doses de nutrientes.

TEIXEIRA (1969) analisou economicamente, experimentos
que relacionam producdo de grios com populacdes de planta na cultura do
milho, para os municipios de Sete Lagoas e Capinopolis, no Estado de Mi-
nas Gerais, empregando o modelo de superficie de resposta em termos qua-
draticos, e concluiu que o efeito do nitrogenio sobre a producao foi me-
nor que o efeito de populacao de plantas, em todos os ensaios usados.

VIEIRA (1970) estudou quatro funcoes de producao aplica
das a ensaios fatoriais 32 de adubacao N, P e K, na cultura do milho. As

principais conclusoes obtidas foram:

a) Os parametros das quatro funcoes ajustadas possuem intervalos de con-

fianca bastante amplos. Entretanto a precisao das estimativas dos ren-—
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c)

d)

e)

f)

g)
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dimentos depende da grandeza relativa das variancias e covariancias das
estimativas dos parametros. Isto explica porque, apesar da  amplitude
dos intervalos de confianca dos parametros, obteve-se estimativas ra-

zoaveis para os rendimentos.

Nos casos estudados, as doses economicas de nutrientes, apresenta-
ram diversificacao, de tal ordem, que nao permitiram a recomendacao de

uma formula de adubacao.

No caso de regressoes polinomiais, a medida que se procede ao agrupa -
mento dos ensaios apareceram maior numero de pontos de maximos; isto
se justifica pela maior precisao das medias dos tratamentos. Para a re-
gressao assintotica o valor de c; dg eduagéo de Mitscherlich, obtido

de grupos de ensaios merecem maior confianca.

Dos tres modelos de regressao polinomial ajustados, dois revelaram - se
praticamente iguais nos resultados: o modelo quadratico e o de grau
3/2; o mesmo resultado obteve COSTA (1977) e indicaram o uso do modelo

quadratico, pois apresenta maior facilidade de calculos.

Dos tres modelos polinomiais, o modelo de raiz quadrada apresentou

maior coeficiente de determinacao.

A aplicacao de regressao polinomial aos ensaios fatoriais de adubacao
foi recomendada para grupos de ensaios, cuja analise estatistica dos

experimentos fatoriais mostre efeitos quadraticos significativos.

Para determinar a dose economica de nutrientes, no caso de tres ni-
veis, recomendou o uso da lei de Mitscherlich. Mas, se existirem inte-

racoes significativas de nutrientes ou queda da producao devido a adu-
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bacao excessiva, recomendou a regressdao polinomial, preferencialmente

o modelo de raiz quadrada.

CAMPOS e ARAUJO (1971) estudaram o ajuste de uma super-—
ficie de resposta, considerando o modelo quadratico com e sem as intera-
coes lineares, a dados de ensaios fatoriais de adubacao NPK, na cultura
do milho. Verificaram que as estimativas dos parametros correspondente as
interacoes, nao sendo significativas, dao suporte metodologico para o es-
tudo das superficies desprezando-as, fato esse evidenciado por apresenta-
rem, ambos os modelos, coeficiente de determinacao de 987%.

Observaram que, embora os intervalos de confianca dos
parametros sejam relativamente amplos, ha um estreitamento muito acentua-
do, no caso dos rendimentos culturais. Esse estreitamento é mais acentua-
do no caso do modelo sem as interacOes, em decorrencia das formulas que
estimam as variigcias para os dois modelos.

As pressuposicoes basicas, segundo MYERS (1971) para o

estudo de superficie de resposta, podem ser resumidas em:

* a funcdo existe, mas e muito complicada ou desconhecida, sendo as varié
veis envolvidas quantitativas e continuas;

+ a funcao pode ser aproximada, dentro de uma regiao de interesse;

* as variaveis independentes sao controladas pelo experimento e, medidas

Sem erro.

0 autor considerou que o sucesso dos modelos de super-
ficie de resposta dependem de que a funcao de producao seja aproximada a

través de uma regressao polinomial de baixo grau, e, que se as interacoes
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lineares entre os nutrientes forem pouco expressivas, o modelo polinomial
quadratico pode ser simplificado, conforme estudos de CAMPOS e  ARAUJO
(1971) e LIMA (1980).

BALAAM (1973) cbnsiderou quatro tipos basicos de deli -
neamentos experimentais como delineamentos de superficie de resposta, que
sao: fatorial completo, fatorial fracionado, composto central e delinea -
mento rotacional. Apresentou uma breve revisao sobre analise de regressao
polinomial, seguida de uma caracterizacao dos delineamentos em questao.

VIEIRA et ali? (1971) fizeram um estudo comparativo de
tres funcoes na interpretacao econometrica de experimentos de . adubacao
NPK, na cultura do milho. As principais conclusoes obtidas pelos autores

foram:

» as variancias das estimativas dos parametros sao amplas;

» quando a andlise estatistica de ensaios fatoriais nao mostrar interacoes
significativas dos nutrientes devem ser pesquisadas as regressoes a uma

s0 variavel, que considerem o efeito de cada nutriente isoladamente;

» os resultados deste trabalho, bem como os obtidos por CAMPOS (1967) e
VIEIRA (1970), para os mesmos dados experimentais, confirmam a observa
cao de Heady (1956), citado por VIEIRA (1970), de que as respostas das
culturas aos diferentes nutrientes ndo obedecem sempre a uma funcao de
forma algébrica particular. Assim, o modelo matematico da funcao ajusta
da deve exprimir o fonomeno biologico de variacao da producao com a va-

riacao da adubacao.
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MENEGUELLI (1976) estudando o ajustamento das funcoes
quadratica, raiz quadrada, Mitscherlich e linear a um ensaio de adubacao,
na cultura do milho, com os nutrientes N e P,0s, nas doses 0, 125, 250 ,
375 e 500 kg/ha, através da técnica de simulacao para a geracao de experi
mentos constatou que a funcao raiz quadrada foi a que apresentou melhores
resultados, pois suas rendas liquidas forneceram menores erros medios, se
guida da funcao quadratica.

ANDRADE (1977) apresentou um estudo sobre a metodologia
de superficie de resposta, baseando em trabalhos desenvolvidos por Box e
outros autores. Concluiu que pafa o uso do meétodo de maxima inclinacao as
cendente, os tipos de planejamentos mais adequados sao os Compostos Rota-
cionarios, devido ao fato de que nao se conhecendo a verdadeira funcao de
resposta, deve-se usar um planejamento que permita verificar qual o grau
mais adequado do polindmio a ser ajustado e, também, faca com que as va-
riancias das respostas estimadas, por pontos equisdistantes do centro, se
‘jam iguais.

COSTA (1977) fez um estudo comparativo de tres modelos
de regressao polinomial ajustados aos dados experimentais de 27 ensaios
fatoriais 3® de adubacao NPK na cultura do arroz, conduzidos no Estado de
Goias. Os modelos de regressao foram: polinomial quadratico, de grau 3/2
e de raiz quadrada.

Considerando os ensaios individuais e os ensaios dis =~
postos em cinco grupos, e somente os modelos quadratico e raiz quadrada ,
o autor concluiu que tanto os valores de F das regressoes como os coefi-
cientes de determinacao, foram concordantes em ambos os modelos, em todos

os casos estudados. As doses economicas obtidas nos cortes, foram bastan-
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te proximas das encontradas atraves das superficies, e seus intervalos de
confianca muito amplos. Em alguns casos os modelos apresentaram doses eco
nomicas fora do intervalo estudado, dificultando a recomendacao de aduba-
cao.

MONTEIRO (1978) estudou o comportamento de trés funcoes
de producdo usadas em ensaios fatoriais 3, de adubacao NPK, na cultura
do amendoim. Para os modelos polinomial quadratico, polinomial de grau
1/2 e lei de Mitscherlich, determinou as estimativas dos parametros, dose
economica dos nutrientes e suas respectivas variancias. Para os modelos
polinomiais determinou as variﬁﬁcias, intervalos de confianca para os pa-
rametros e rendimentos e ainda, fez cortes nas superficies.

As principais conclusoes obtidas pelo autor foram:

+ os valores do teste F e os coeficientes de determinacao, apresentaram

concordancia nos dois modelos polinomiais;

» as doses economicas obtidas através dos cortes da superficie foram bas-

tante semelhantes as obtidas pela lei de Mitscherlich;

« com o grupamento dos ensaios, houve um melhor ajuste das funcoes aos da

dos experimentais;

* recomenda-se o uso da regressdao polinomial quadratica ou a lei de Mits-
cherlich, para grupos de ensaios de boa precisao, na determinacao das

doses economicas de nutrientes, para o caso de tres niveis.

MORAIS e GONTIJO (1978) estudaram o efeito da adubacao
NPK, na cultura do arroz, em quatro diferentes localidades do Estado de

Minas Gerais, usando um fatorial 5° adaptavel a um delineamento composto
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central modificado. Determinaram para tres locais as equacOes de superfi
cie de resposta para diversas caracteristicas como producao de graos, al-
tura da planta, etc. Obtiveram as equacoes de superficie para cada nu-
triente, considerando o corte das superficies para os outros dois nu-
trientes em suas doses padrao (60 kg/ha), e ainda, os pontos de maximos.

SHIROSE et alii (1978) apresentaram uma aplicacao da me
todologia de superficie de resposta com a finalidade de determinar a me-
lhor combinacao de niveis de acucar e sal, na pacoca de soja, usando o de
lineamento composto central rotacional. Obtiveram um coeficiente de deter
minacao de 97,437% e, os niveis 84,96% e 0,487 de acucar e sal, respectiva
mente.

SILVA (1978) estudando a interpretacao economica de en-

saios de adubacdo na cultura do milho, no Estado de Pernambuco, atraveés

do uso da superficie de resposta em ensaios fatoriais 3%, obteve resul-:?

tados nosquais os parﬁmetrondas interacoes do modelo polinomial %
quadratico raramente apresentaram significancia; na maioria das vezes as1
producoes observadas situam-se dentro do intervalo de confianca dos rendi
mentos, principalmente quando o coeficiente de determinacao e alto.
Obteve as doses economicamente aconselhaveis de N, P,0s
e K,0 atraves dos cortes da superficie; considerou que a obtencao de maxi
mos torna-se problematica quando os grupos sdo constituidos de poucos en-
saios, e ainda, que os intervalos de confianga para doses economicamente
aconselhaveis quando os termos quadraticos sdo nao significativos deram
resultados absurdos.

VIEIRA (1978) considerou que as quantidades economicas

de nutrientes, recomendadas com base em ensaios de boa precisao, conduzi
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dos no mesmo local e no mesmo ano agricola, variam grandemente, sugerin-
do que € razoavel admitir que a variancia da quantidade economica de nu-
triente € relativamente alta, mesmo para ensalos conduzidos em condigoCes
bastante homogeneas.

RIBOLDI (1978) estudou o ajuste dos modelos de regres-
sao polinomiais, raiz quadrada e raiz 3/4 utilizando o método dos polino-
mios ortogonais, a dados experimentais de ensaios fatoriais 3’ incomple -

tos, na cultura do milho, e constatou que:

» as producoes médias dos tratamentos estimadas, foram concordantes com

as producoes médias observadas, para ambos os modelos;

* ambos os modelos podem conduzir a equacOes com numero diferente de para

metros;

* omitindo o tratamento testemunha obteve-se equacoes de regressao dife-

rentes das obtidas quando o mesmo foi considerado;

» nos casos de extrapolacoes, as equacOes obtidas conduziram a previsoes

satisfatorias.

NAGAI et alii (1979) estudando o modelo polinomial qua-
dratico com vistas a interpretacao economica de ensaios de adubacao em al
godoeiro, no Estado de Sao Paulo, obtiveram resultados onde o coeficiente
de determinacao foi de 95% para um grupo de oito ensaios, sendo significa
tivos os coeficientes lineares para N e K,0 e quadratico para K,0 e, ain-
da observaram desvios padroes muito elevados.

Com os dados de um ensaio de competicao de variedades

de milho, adubacao e densidade de plantio no municipio de Governador Vala
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dares, no Estado de Minas Gerais, PIRES (1979) estudou economicamente oOs
niveis otimos dos fatores de adubacao e densidade e o comportamento de
doisconjuntos de variedades. Verificou que pelas equacoes de rendimentos ,

v

em condicOes semelhantes as do experimento, as variedades hibridas tendem &

gerar melhores resultados que as variedades de poiinizagéo aberta e, o ni
vel otimo de densidade gira em torno de 60 mil plantas por hectare. Devi-
do a nao significancia dos termos quadriticos nas equacbes estimadas nao
obteve-se os niveis otimos dos nutrientes.

LIMA (1980) estudando 22 ensaios fatoriais 3? incomple~
tos de adubacao NPK, na cultur; da mandioca, observou que apenas houve e-
feito linear dos nutrientes; que os niveis otimos dos nutrientes | foram
bastante discrepantes de um ensaio para outro, e ainda, que os intervalos
de confianca obtidos para as doses economicas foram amplos.

ROJAS (1980) discutiu as caracteristicas basicas que de
vem reunir os ensaios de fertilizantes, analisou os critérios desenvolvi-
dos para a obtencao de delineamentos otimos e apresentou recomendacoes
para experimentos com k = 2, 3, ... , 8 fatores, nos quais a funcao de
resposta € quadratica.

NICOLELLA (1981) estudou a utilizacao de superficie de
resposta na interpretacao de ensaios de adubacao NPK, conduzidos em plan-
tacoes de cacau, variedade Catongo. Considerou o ajuste do modelo polino
mial quadratico com e sem interacdes e abordou, principalmente as estima-
tivas dos parametros e dos rendimentos, seus intervalos de confianca, e
ainda, os niveis otimos de nutrientes atravées de cortes dag superficies

fixando dois dos nutrientes.
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3, MATERIAL E METODO

3,1, MATERIAL

O material experimental usado como exemplo de aplicacao
é proveniente de um ensaio de adubacao mineral (NPK) e organica em cafeei
ros (Coffea arabica L.) foicedidopor GUIMARAES et alii (1976). O expe
rimento foi instalado no municipio de Machado, MG, em Latossolo Vermelho-
Escuro, fase cerrado, usando-se a variedade Catuai CH 2077-2-5-44 a um es
pacamento de 4x1 m, uma planta por cova e o delineamento experimental usa
do fol inteiramente casualizado em esqueﬁé fatorial 3°. Foi feita uma ca=
lagem em toda a area e os niveis de adubacao foram: 19 ano - 0; 15 e 30 g
de N, O; 78 e 156 g de P,05 e O; 15 e 30 g de K,0 por cova. A adubacaode
29 ano de 0; 30 ek60 g de N e O; 30 e 60 g de P,0s por cova: A adubacao do
39 ano de 0; 60 e 120 g de N e 0; 60 e 120 g de K,0 por cova. As fontes fo

ram sulfato de amonio e nitrocalcio alternadamente, superfosfato simplese
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apatita de Araxa com 507 de cada um e, cloreto de potassio.

Foi considerada como variavel resposta, a producao em
gramas de cafe em coco por quatro plantas, e como variaveis independentes
os niveis de nitrogenio (N), fosforo (P,0s) e potassio (K,0), e como va-
ridveis auxiliares: altura da planta (cm), diametro da copa (cm) e nimero

de internddios, medidas na epoca da ultima adubacgao.

3.2. METODO

Apresenta-se, nesse capitulo, o desenvolvimento da meto
dologia de superficie de resposta, em forma matricial, aplicada a um en-

. . 3 4 . s o .
saio fatorial completo 3°, com niveis equidistantes.

a. MODELO MATEMATICO

Apresentar-se-a o método de superficie polinomial de
resposta usado em ensaios de adubacao N-P-K, em esquema fatorial 3x3x3,
com doses equidistantes, levando-se em consideragcao algumas variaveis au-
xiliares adicionais, usando o seguinte modelo matematico:

y = ago + aix X?l + anxi + 833X§ + a32X1X2 + 8713X31X3 4+ as3XzX3 + a10X3
(a.1)

+ 890Xy + azgXs + biz + ... + btt + e ,
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onde: xj: representa as doses reduzidas de nitrogenio (N);
x,: representa as doses reduzidas de fosforo (P,05);
X,: representa as doses reduzidas de potassio (K,0);
com t=1,2, ... , t, sao os coeficientes de regressao da varia-
vel dependente sobre a t-esima variavel auxiliar;
Z.. ,..., t.. @ s30 os valores reduzidos assumidos pelas variaveis
1jk 13k
auxiliares.
Para facilidade de calculos os valores das doses de N,
P,0s e K,0 foram codificados como sendo -1, 0, 1, atraves da seguinte

transformacao:

[N

onde: Di: sao os valores das doses de nutrientes;
D : média desses valores;

q : diferenca entre as doses.

Fez-se tambem:

zijk = Vijk -V (i,3,k = 0,1,2)

b4
sendo:
Vijk’ com i,j,k=0,1,2, valores da primeira variavel auxiliar;

V: media desses valores;

€,

ik = Yijk T
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sendo: Uijk: valores da t-esima variavel auxiliar;

U: média desses valores.

Pelas caracteristicas desse modelo (a.1) os parametros
correspondentes aos efeitos quadraticos puros nao sdo independentes da me
dia, sendo necessaria nova parametrizacao para que se tenha tal indepen -
déncia (DAVIES, 1960; JORGE, 1980).

Assim, o modelo geral em que a variavel x (m=1,2,3) e a
gora uma variavel reduzida e os componentes quadraticos ficam ortogonais
a média, sera:

Tx rx2 Ix2

=3l .2___ 2 2 2__3
y=abo + a11(x} ) +a,, (x2 ) +a,, (x2

n n n

) + aiX1X; +

(a.2)

+ d313X3X3 + d23X2X3 + ajygXy + d20X2 + a3pX3 + byzZ + ... + btt + e ,

sendo: m: numero de doses de cada nutriente;
y: variavel aleatdoria dependente das variaveis X1, X2, X3, Z,...,t}
Y ~ - .
app, @11, 8225---,330, b1,..., b , sao parametros a determlnar;
t

. 2
e: erro experimental, suposto e ~ N (0, 0,).

0 desenvolvimento da metodologia do modelo de superfi-
cie polinomial de resposta, linear nos parametros, esta baseado principal
mente em definigoes, formulas e conceitos extraidos de BOX e WILSON
(1951), GRAYBILL (1961), MYERS (1971), CAMPOS (1967), HOFFMANN e VIEIRA
(1977), JORGE (1980) e DRAPER e SMITH (1981).

Em forma matricial, o modelo apresentado (a.2), sera:
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Y =XB +¢ |,
onde:

Y: vetor das observacoes, de dimensao (Nx1);
X: matriz dos coeficientes, de dimensao (Nxp+t);
B: vetor dos parametros, de dimensao (p+tx1);

€: vetor dos erros experimentais, de dimensao (Nx1).

Observacao: Para facilidade de notacao considerou-se nos modelos que

=z, t..., =te yijk = y.

zijk ijk

A matriz X, tambem chamada '"matriz das variaveis inde-

pendentes', fica sendo:



1/3
1/3
1/3
1/3
1/3
1/3
1/3
1/3
1/3
-2/3
-2/3
-2/3
-2/3
-2/3
-2/3
-2/3
-2/3
-2/3
1/3
1/3
1/3
1/3
1/3
1/3
1/3
1/3

1/3

1/3
-2/3
1/3
1/3
-2/3
1/3
1/3
-2/3
1/3
1/3
-2/3
1/3
1/3
-2/3
1/3
1/3
-2/3
1/3
1/3
-2/3
1/3
1/3
-2/3
1/3
1/3
-2/3

1/3

1/3
1/3
1/3
-2/3
-2/3
-2/3
1/3
1/3
1/3
1/3
1/3
1/3
-2/3
-2/3
-2/3
1/3
1/3
1/3
1/3
1/3
1/3
-2/3
-2/3
-2/3
1/3
1/3

1/3

2000

2010

2020

2001

2011

2021

2002

2012

2022

2100

2110

2120

2101

2111

2121

2102

2112

2122

2200

2210

2220

2201

2211

2221

2202

2212

2222

29.

tooo
toao
tozo
tooa
to1a
toz2a
tooz2
toi2
to22
tioo
tiao
ti2 0
tioa
tin
ti2a
tio2
tii2
tiz2
tao00
ta10
t220
ta01
ta1a
ta21
t202
ta12

to22
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b. ESTIMATIVAS DOS PARAMETROS

0 sistema de equagbes normais obtido através do método

dos quadrados minimos, sera: X'XB = X'Y , ou seja,

onde:

XI:

B':

T - ¥
XX, XX, T XY
= (b.1)
XX, XX, a XY

. vetor das observacoes, de dimensao (Nx1);

: matriz da forma [X: X2] ;

matriz dos valores assumidos por X3, X, e X3, de dimensao(Nxp);

: matriz dos valores das variaveis auxiliares, de dimensao (Nxt);

vetor da forma [T', a'] ;

: vetor dos efeitos de parametros, de dimensao (px1);
: vetor dos coeficientes de regressao, de dimensao (tx1);
: vetor dos erros experimentais, de dimensao (Nx1);

: numero de observacoes;

numero de parametros do modelo polinomial, em relacao a varia

vel respostas;

: numero de variaveis auxiliares (ou coeficientes de regressao).

Representando o sistema de equacoes de (b.1) por

i

(b.2)

=3
=
)
N
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onde:
27 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 6 0 0 0 0 0 0 0 0
6o 0 6 0 0 0 0 0 0 O
0 0 0 6 0 0 0 0 0 0
, o 0 O o0 12 o0 O O 0 O matriz diagonal
R=X1Xy=1 O 0 0 0 0 12 0 O 0 o0 dos coeficientes
do modelo origi-
0 0 0 0 0 0 12 0 0 0 nal;
0 0 0 0 0 O 0 18 0 ‘0
0 0 0 0 0 0 0 0 18 0
0 0 0 0 0 0] 0 0 0 18
0 0
(zo,,-221, +22,)/3 (to, -2ty  +t2 /3
(.0,-22,2,42,2)13 (0,260 0t,2)/3
(z,,0-22 14z, 2)]3 (t,, 0-2t 1+t 2)/3
(zoo,+222 202 ,~Z20%) . (too,+t22 ~to2, ~t20,)
IX=X;X2= (2o, o+z2 2-20_2~Z2,0) (to,o+tz 2-to 2-t2, o)
(z_ 00+2z,22-2_02-2_20) (t oo+t 22-t_o2-t 20)
(z2, ,-20,.) ’ (tz, -to,.)
(z,2,-2 0,) (t,2,-t 0,)
(z,.2-2z_,0) (£, 2=t _, 0)

(matriz dos totais de tratamen
tos relativos as variaveis au

xiliares;



_ oyt
L= szz
¥

T = X41Y
1

Z=X2Y

A .o Lzt
Lzt ‘e rt?
Ly

(No=2N1+N,) /3
(Po-2P1+P2) /3
(Ko=2K14K2) /3
(NoPo+NzP2"NoP2;N2Po)
(NoKo+N2K2~NoK2-NKp)
(P0K0+P2K2—P0K2szKo)
(N2-No)

(P2-Po)

(K2-Ko)
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matriz das somas de quadrados e
de produtos das variaveis auxi-

liares;

vetor dos totails de tratamentos

da variavel dependente;

. vetor das somas de produtos da variavel depen-

. dente com as variaveis auxiliares;
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vetor das estimativas dos efeitos de tratamen-

1}
L]

[\
[
N

aij tos;

b2 vetor das estimativas dos coeficientes de re-

W)
"

- gressao linear.

Observacao: Quando do uso dos termos "efeitos de tratamentos' ou simples -

mente 'tratamentos' referem-se aos parametros (apo, aii, 222 »

ay2, 413, @23, 4190, 820 € ase).
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Do sistema de equagoes normais (b.2), obtem-se:

-

RT + Tx5 =T (b.3)

T;(% +1a =72 (b.4)

Considerando, por hipotese, que a matriz R € nao singu-
lar, de (b.3), tem-se:
-1_- -1 -1
R RT + R Txa = R T
logo
-1 -

T=R"T-R'T 3 (b.5)
X

que € o vetor das estimativas dos efeitos de tratamentos ajustados para a
regressao linear.

Substituindo o valor de T de (b.5) em (b.4), tem-se
- -1 - -
T'"@®R7'T - R7'T.E) + 13 =z
X X
(L - TR )3 =12-TRT
X X X

fazendo: L-TR T = E;

Eg

N
1
H
»
=
|

=]
I

obtem-se:

Ela

Eg



sendo:
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E1 uma matriz nao-singular, de dimensao (txt), tem-se:

i = E; Eg (b.6)

que € o vetor das estimativas dos coeficientes de regressao.

c. ANALISE DA VARIANCIA

c.1. Soma de quadrados de parametros

A soma de quadrados de parametros (SQPy), & obtida por:

SQPy = B'X'Y = [T' a'] | T | =7T'T+a'z (c.1.1)
Z
-~ -1 -1 -
Em (b.5) tem-se que 7= R T - R Txa .
Logo, a soma de quadrados de parametros em (c.1.1) fica
SQPo = (T'R™ - &'T/R )T + 3'2
11 bl | 151
=T'R T +a'(z - TXR T)
-1 -
=T'R T + 3a'Ey com (p+t) g.%., (c.1.2),
-1 -
onde: T'R T: soma de quadrados de parametros (tratamentos);
a'Eyp : soma de quadrados de regressao linear.
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c.2. Soma de quadrados de residuo ajustada

A soma de quadrados de residuo ajustada para regressao

[SQRES(aj)], é obtida por:

1

SQRES = Y'Y - SQPy = Y'Y -T'R T - 2a'Ey

(aj)
= R(y?) - a'Ep com (N-p-t) g.%., (c.2.1),

onde: R(y2) = Y'Y - T'R_lT.

d. SOMA DE QUADRADOS DE PARAMETROS AJUSTADA

A soma de quadrados de parametros ajustada para regres-
sao, pode ser obtida, utilizando o principio do residuo condicional. Con-
siderando o modelo matematico seguinte, onde nao aparecem o efeito de pa-

rametros (tratamentos):

y = 850 + b1z + ... + btt + e (d.1)

onde: y, ago, b1, b., z, t e e possuem as mesmas especificacoes as do mo
N o

delo em (a.2).

A forma matricial do modelo (d.1) reduzido e:
Y=X8+€

onde: X = [X11, X2] , sendo X;; um vetor coluna de 1 (uns);

B' = [5003 a']



Utilizando o método dos quadrados minimos, obtem-se

sistema de equacOes normais, seguinte: X'XR = X'Y , ou seja:

— '
X11X11 X11X2° ago X311Y
1 4 — = 1
X2 X311 X2 X a X ¥
ou ainda:
N o a Ly
00
= (d.2)
! L a Z
onde: N : nimero de observacoes;

® : vetor de zeros, de dimensao (tx1);
: vetor dos coeficientes de regressao, de dimensao (tx1);
apo: média geral;

L e Z: sao semelhantes as do modelo completo em (b.2).
Desenvolvendo (d.2), obtém-se:

lNEOO + da = Iy (d.3)

q)"a-oo + L—a- = 27 (d.ll)

ou simplesmente:

I
M
<

{ Nago
La = Z

Sendo L uma matriz nao-singular, de dimensao (txt),

estimativas dos parametros (agg e a) serao:

37.

as



38.

age = (Zy)/N e 7 =17z

A soma de quadrados dos parametros (g;o, Di, wes s bt)

relativo ao modelo (d.1) reduzido (SQP,), onde SQPl(EOO, E), sera:

Ly
SQP; = [ago a') = apgoly + a'Z (d.5).
Z
Assim, a soma de quadrados de tratamentos, [SQTRA(aj)] s

ajustada para regressdo linear € obtida pela diferenca entre (c.1.2) e

(d.5), ou seja:

SQTRA

L]

(a3) = S - SQ =

-1 _ _ _
=T'R T+ a'Ey - agoly - a'Z, com (p-1) g.%., (d.6)

ou também:

SQTRA = SQTRA + 3a'Ep - a'Z ,

(aj)

onde: SQTRA = T'R_lT - Eooﬂy
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Tabela 1 - Esquema de analise da variancia.
Fontes de Variacao G.L. 5.Q.
. -1 -

R(apo, @11, +++, azs, a) p+t T'R T + a'Ey
R(aoo, a) t+1 ggoﬁy + ;'Z

. =1 - —_ —_
Tratamento (aj) p-1 T'R T + a'Eg - agely-a'z

L . . "1 -

Residuo (aj) . N-p-t Y'Y - T'R 'T - a'Ey
Total N Y'Yy

e. SOMA DE QUADRADOS DE NITROGENIO QUADRATICO AJUSTADA PARA REGRESSAO

A soma de quadrados de nitrogenio quadratico, ajustada
de acordo com a regressao linear, pode ser obtida, utilizando o método do
residuo condicional.

Considerando o modelo matematico seguinte, onde nao apa

rece o efeito de nitrogenio quadratico:

y=agg + @z2¥X2 + az3x3z + aipXiXp + a33X3X3 + d23X2X3+ 8310X1 + az20X2 +
(e.1)

+ aszg X3 + biz + ... + btt + e ,

com as mesmas especificacoes do modelo completo em (a.1).
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Usando a forma matricial ao modelo (e.1) tem-se:

Y=XB+c€e |,
onde: X : matriz da forma [Xo 'X2] ;

Xp: matriz formada por exclusao da coluna relativa ao efeito nitro

genio quadratico da matriz X;;
1 ! '
B': vetor da forma [T, , ay] ;
To: vetor T sem o efeito de nitrogenio quadratico.

Utilizando o metodo dos quadrados minimos, obtem-se o

sistema de equacoes normais, seguinte: X'XB = X'Y , ou seja:

XoXo  XoX, T XoY
Y ¥ ~ = 1 ’
XzXo XzXz a XzY
ou sendo representado da seguinte maneira:
R, T T To
X
0 _ = s (e.2)
T L a Z

onde:



Ro = XoXo =T

27 0 O O O O

0
(z,0,-22 1 ,+2,2,)/3
(Z..Q—ZZ..1+Z..2)/3
(200,+222.-202.-220_)
(Zo,o+Zz,2‘Zo,2—Zz,o)
(Z.oo+2.22-2.02-2'20)

-2 )

(z2

(z,2,-2,0,)

0 O
0 O
0 O
0 0
0 O
0 O
18 0
0 18
0 O

41.

0
0
0
0
matriz diagonal dos
0 coeficientes do mo-
0 delo original sem o
0 efeito nitrogéenio
quadratico;
0
18
0

(t,0,-2t,2,+t 2 )/3
(t,,0=2t, .+t  2)/3
(too +t22 -to2, ~t20,)
(to, o+t2, 2-to, 2~t2 o)

(t oo+t 22-t o2-t _20)

(t,2,~t,0,)

(t, . 2-t_ . o)

matriz dos totals de tratamentos

relativos as variaveis auxiliares,

na ausencia de nitrogenio quadra-

tico;



Tz . Tzt
Tzt . e P
Ly

(Po-2P1+P;) /3
(Ko=2K1+K,) /3
(NoPo+NoP o~ NoP,-N,Pg)
(N oK p+NzK,-NoK,~N,Kg)
(P0K0+P2K2;P0K24P2K5)
(N2-Ny)

(P2~Py)

(K2-Ky)

Lzy

. te com as va

Ity
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matriz das somas de quadrados e de

produtos das variaveis auxiliares;

vetor dos totais de tratamen-
tos, na ausencia de nitrogenio’

quadratico;

vetor das somasde produtos da variavel dependen-

riaveis auxiliares;
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vetor das estimativas dos efeitos de tratamentos,

-t
1]
o)
=
w

na ausencia do efeito .nitrogénio quadratico;

b, vetor das estimativas dos coeficientes de regres

sao, na ausencia do efeito nitrogenio quadratico.

Do sistema de equagdes normais em (e.2), obtém-se:

Rot + T :?5'=T0 (8-3)
X0

T T+ 1ld=2 (e.4)

X0

Considerando que a matriz Ry € nao-singular, de (e.3) ,
tem-se:
-1

~ _,l -~
R - .5
T =Ry To - Rg TXO? (e.5)

que € o vetor das estimativas dos efeitos de tratamentos ajustados para a

regressao linear. Substituindo o valor de T em (e.4) tem-se:



L4,

T' (R, 'Top - Ro T &) + Ld = 2
Xo XD

-1 - -1
- TV R T =7 ~-T'"R T
(L Txo o xo)a xR0 To

-1
fazendo: L ~-T'"Ry T = E)
X0 X0
Z-T'R Ty = Eg
Xp 0
obtem-se:
EYa = Eg

Sendo E; uma matriz ndo singular, de dimensao (txt) |,
tem-se:
i= (EDE
que é o vetor das estimativas dos coeficientes de regressao, quando esta
ausente o efeito de nitrogenio quadratico.
A soma de quadrados de parametros (SQP,) relativo ao mo

delo (e.1) reduzido, sera:

sQp, = SQp, (1, a)
- . To -
sQp, = B'X'Y = [t' a'l = T'T, + a'Z, (e.6)
Z
~ - -1 -
De (e.5), tem—se que: T = RolTo - Ry Tan. Logo:
SQP, = (TeRy' - &'T' Rg)T + a'Z =
2 (ToRp xg° 0

- ~ =1
TIRG T, + 3'(Z - T! R7 To)
0

TBREITQ + 4'E; com (p-1+t) g.%. (e.7)
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y =1 -
onde: ToR, T, : a soma de quadrados dos parametros (a;,, a,,, a33, a35 »

a13s 823, 83105 8205 2303
~ n ~ . o . -
a'Egy : soma de quadrados de regressao linear corrigida para ausen-

cia de nitrogenio quadratico.

Desse modo, a soma de quadrados de nitrogenio quadrati-
co [SQN"(aj) ], ajustada de acordo com a regressao linear, e obtida pela

diferenca entre (c.1.2).e (e.7), ou seja:

SQN"(aj) = SQP, - SQP, =

#

TR™T + 3'E, - TIRS'T, -3'EF . &
o0 — TeRy Ty -a’'E¢ , tom 1 g.8

Usando-se o seguinte artificio, somando e subtraindo

R(y2) ao segundo membro, tem-se:

SQN"(aj)

- - - -l
[R(y?) + T'R7'T] - 3'Ey - [R(y2) - @'Eg] - ToR, To ,
ou

~ . -1
SQN"(aj) = R'(y2) - 3'Ey - SQRES(aj) - ToRy To ,

onde: R'(y?) = R(y?) + T'R_IT

ou ainda

SQN"(aj) = SQN" + a'E, - a'Ep

14

que sdo as expressoes da soma de quadrados de nitrogénio quadratico ajus-

tada pela regressao linear.
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Para P", K", N'xP', N'xK', P'xK', N', P' e K' procede-

-se de maneira analoga.

f. ESPERANCA MATEMATICA DAS SOMAS DE QUADRADOS

f.1. Esperanca matematica da soma de quadrados total

Tem-se que:

Y'Y = (B'X" + ") (XB+8) = B'X'XB + B'X'e + €'XB+ e'¢e

Aplicando a esperanca matematica, e, considerando as hi

poteses: 0s erros experimentais sao independentes, as variancias dos

ros constantes e os valores das variaveis auxiliares fixos, tem-se:

f.2.

)

X3 T
E(Y'Y) = B'X'XB + No? = [1' a']| | (X% %] + NO'
Xz a

Fazendo as multiplicacoes e substituicoes, obteém-se:

1
E(Y'Y) = T'RT + 2a'T_1T + a'la + No® , (£.1.1)

]

Esperanca matematica da soma de quadrados de residuo ajustado

SQRES(aj)

Tem-se que:
E[SQRES(aj)] = E(Y'Y) —E(T'R"T) - E(3'Eo)

.. . -1 -
Inicialmente, determinaremos: E(T'R "T) e E(a'Ey).
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-1 — -
Sendo, T'R T = Y'X1R X1¥ = (B'X' + €")X1R Xi(XB+¢€)=

-l - -1 -l [ N
= B'X'X2R XIXB + B'X'XiRXi€ + €'X;R XiXB+ £'X3R Xie.

Aplicando a esperanga matematica e considerando as hipo..

teses anteriores, em ( f£.1),tem-se:

-l -1 -1
E( T'R'T) = B'X'X1R™ X1XB + trXiR X,02

substituindo convenientemente e aplicando propriedades de algebra de ma-

trizes, vira:

-1 -1
E(T'RTT) = (1'X1 + a'X2)X1R™ X1(Xy1T + Xpa) + trlpoi.
Desenvolvendo e simplificando, obtem-se:

-1 —
E(TR T) = T'RT +2a'T)1 + a'T'R %Txa«+ pod o, (£.2.1).
Sendo,
- -1 -1 - L |
a'Eg= EoE] Eg = (2' - T'R TX)Ell(Z - TRT)

S . | -1 -1
Desenvolvendo e sabendo que Z'E T;R T =T'R TxE zZ,
pois sdo matrizes de dimensao ( 1x1)e, uma a transposta da outra, e ain -
’ -1 -1 . . e e
da, que R e E; sao matrizes silmetricas, tem-se:

- o -] — — -1 -1
i'Ey = 2'E7°Z - 2T'R TXEllz + T'R lTXEl TIR-T.

Substituindo os valores de algumas matrizes e desenvol-

vendo, vira:
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- - -1 ; -1 “11
a'Ey = B'X'XzEllX;XB + B'X'X,E] X2€ + €'X2E X2XR + £'X,E1 Xz€ -
- - - -1 -1 =11
_28'X'X;R 1T E1'X3XR - 2B'X'XaRUT_E] Xze - 2€'XaR T E1 XoXB -
X ' X - X
- - - -1 -1 =11
_2¢'X,R°MT E1’Xbe + B'X'XaRCT_ET T RT'XjXR+B'X'XaR T Ei T'R Xi€ +
X X X X x

¢ e NRTT ETTRTKIXE + € R TEN TR Kie
Aplicando a esperanca matematica, considerando as hipéte
ses em (f.1), substituindo algumas matrizes e simpiificando; obtém-se:
E(3'E) = a'Eja + to? , (£.2.2)
Assim,

E[SQRES(aj)] (f.1.9) - (£.2.1) - (£.2.2)

]

logo,

E[SQRES(aj)] = (N - p - t)o} .

f.3. Esperanca matematica de correcao — C

Tem-se que:

(Zy)?2 = W'YW'Y, onde W & um vetor coluna de 1 (uns), de dimensao

(Nx1). Desenvolvendo vira:
(Ty)? = W'XBW'XB + W'XBW'e + W'eXB + W'e W'e .

Aplicando a esperanca matematica e simplificando, tem -

-se.
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E[(Sy)2] = (W'XB)? + NG% .

Logo,

B(C) = —=LEYT) _ xpy? N o+ ot , (£.3.1).
N

f.4. Esperanca matematica da soma de quadrados de nitrogenio quadrati-

co ajustada - SQN"(aj)
Tem-se que:

E[SQN"(aj)] = E(T'R'T) + E(3'Ey) - E(TgR3To) - E(3'Ep) .

Inicialmente, determinaremos:
E(TJR3'To) e E(a'Ep).
Sendo,
1 ~-1 ' -1_1 1ot ; -1_1
ToRy To = Y'XoRo XoY = (B'X' + €")XoRo Xo(XB + €).
De modo analogo, ao obtido em (f.2.1), obtém-se:
- -1
E(TéRolTo) = TBROTO + ZaST' To + aoT’ Ro T ao + (p—1)0§ , (£.4.1).
. Xp X0 X0
Sendo que:

-1 _n

~ 1 =1 n -1
A'Ey = (Ep)"(EY) "Ey = (2' - ToRy TXO) (E})

-1
-— ' -
(z TxoRO To)

De modo analogo, ao obtido em (f.2.2), obtem-se:
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E(é'Eg) = apBlag+ tos , (£.4.2).
Assim,
E[SQN™)aj)] = (£.2.1) + (£.2.2) - (f.4.1) - (£f.4.2).

Substituindo as expressoes pelos seus valores e simpli-

ficando, obtém-se:
. -1 :
E[SQN"(aj)] = T'RT + 2a'T;T + a‘T;R TXa + a'Eja -
-1
-(TBR0T0+ ZaST{.To + aaT‘ Ro T. agp + aBEgao) + oi".
X0 X0 X0

Para obter-se as esperancas matematicas das somas de
quadrados ajustadas de P", K", N'xP', N'xK', P'xK', N', P' e K', procede-

-se de maneira analoga.
f.5. Esperanca matematica da soma de quadrados de tratamentos ajusta -
da - SQTRA(aj)
Tem-se que

E[SQTRA(aj)] = E(T'R™'T) + E(3'E,) - E(C) - E(a'Z).

Inicialmente, determinaremos E(a'Z).

- -1 - -1
2'2=2'1772 = Y'X,L7'X; ¥ = (B'X' + €)Xl Xz (XB + €).
Desenvolvendo e aplicando a esperanca matematica, vira:

—- - -1
E(a'Z) = B'X'X,L UXoXB + trX,L 'Xscol .

Substituindo algumas matrizes e simplificando, obtéem-se:
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-1 -1
E(a'2) = T'T L T'T + 2a'T'1 + a'la + to3 , (£.5.1)
Assim,

E[SQTRA(aj)] = (£f.2.1) + (£.2.2) - (£.3.1) - (£f.5.1)

Substituindo as expressoes pelos seus valores e simpli-

ficando, obtem-se:

E[SQTRA(aj)] = 1'CT = (W'XB)®/N + (p-1)oi , (£.5.1)

g. ESPERANCA MATEMATICA DOS QUADRADOS MEDIOS AJUSTADOS

A esperanca matematica dos quadrados médios ajustados e

obtida tomando-se como divisor das somas de quadrados de cada fonte de va
. ~ . . - . . . 2 ~

riacao, o indice da variancia residual ajustada (0}), e sao mostradas na

Tabela 2.
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Tabela 2 - Esquema de analise da variancia para os efeitos de tratamentos
ajustados de acordo com a regressao linear, com suas respecti-

vas esperancas matematicas de quadrados medios.

Fontes de Variacao G.L. Q.M. E(Q.M.)
(Tratamento, (p-1) Vig O3 + [T'CT - (W'XR)?/N}/(p-1)
Nitrog.Quad.(aj) 1 Vo ol + Ko
Fosf.Quad.(aj) 1 Vv, ol + Ka
Potas.Quad. (aj) 1 Vs, Oi + K2
Nit.LinxFosf.Lin. (aj) 1 Vs, . 0% + K3
Nit.LinxPot.Lin. (aj) 1 Vy o} + Ks
Fosf.Lin.xPot.Lin. (aj) 1 Vs O§ + Ks
Nitrog.Lin.(aj) 1 Vs 0% + Ks
Fosf.Lin.(aj) 1 v, o} + K7
Potas.Lin.(aj) 1 Ve 03 + Ke
Residuo (aj) - N-p-t Vg - a3
onde:

K, =K - (Ti'RiTi + ZaiT;iTi + aiT;iRleXiai + aiEgai) s

sendo: (i = 0,1, ..., 8 e J = 1i+1);

-1
K=T'RT + 2a'T'T + a'T'R T a + a'E,a .
X X X 4
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h. MATRIZ DE DISPERSAOC DOS EFEITOS DOS TRATAMENTOS AJUSTADOS
De (b.5) tem-se que:
- -1 -1 -
T=R T~-R Ta
X
substituindo os vetores T e a e desenvolvendo, tem-se:
- -1 - - -1 -1 -1
T =RKIXR + R 'Xie - R 1TXE1 X3X8 - RO B Xye +
-1 ot TS -1 -1 v =1
E; T
+ R TXEl TXR X1XB + R TX 1 XR Xi€
Supondo que os valores das variaveis auxiliares sao fi-
xos e E(g) = &, tem-se:
- -1 -1 -1 C_-1 - -
E(T) = R X1X8 - R T ET X;XB + R T EI IR 'X1XB .
Por definicao tem-se:
D_ = E{[T - E(D] [t - E(D]"}
Assim:
- - -1 -1 -1 -1 - -
T -EBE(1) =R Xle - R T ElXze + R TXEllT}LR Xie

entao:
—1 -1 -1 -1 -1 — - -1 -1
D, =E{(R'Xie-R T E] Xc+R T.E7 TIR '%1e) (e'X1R™T - £'XE] TR+

-1 -1 -1
+ ¢'X3RT°T E7 T'R )}
x X
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. -1 -1 .. .
sendo as matrizes R e E; simetricas. Desenvolvendo e considerando-se ,

por hipotese, que os erros sao independentes e com variancia constante ,

ou seja E(ee') = 6§I , obtém-se:

N

- - - - -1 - - - - -
R -r7'T ETTT'R ™Y+ RTUT ETITR - RTUT EY TR+
X X X X X X

=1 =1 -1 v -1 -1 =1 ¢ =1 -1 1 -1 -1 -1 1 =1
= R TE; LE; TR - R T TR -
D_=01 + <1 1L R TxEl TxR TxEl TxR + XEl N

- - - -1 v -1 -1 =1 4=l e -
- R ET'T'RTMT ETT'RTY 4 RTMT OETITRTIT BT TIRTY
X X X X X X X X

Simplificando obtém-se:

2 -1 —-1 -1 1 =1
D =0i(R + R TEITR ), (h.1).
No caso particular, de uma variavel auxiliar, a matriz

de dispersao dos efeitos de tratamentos ajustados pela regressao € mostra

da na Tabela 3, onde:

2 - ~ . - . - oq e
. Cor = (Zz)°/27 e a correcao relativa a variavel auxiliar;

. 8Qn", ... ; SQk' sao as somas de quadrados dos tratamentos relativos a

variavel auxiliar;

1 \]
. » Xp = 2Zpo0, * 222, < 202, — 220, >

, os demais valores obtém—-se por analogia;
. R(z?2) e a soma de quadrados de residuo relativa a variavel auxiliar;

. as expressoes na diagonal principal representam as variancias dos efei-

tos de tratamentos ajustados e, as fora da diagonal principal as cova -
R

c~
rianceas.
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i. MATRIZ DE DISPERSAO DOS COEFICIENTES DE REGRESSAO

- -1 ..
" De (b.6) tem-se que-a ="E; Ey+ Substituindo o vetor -Eg -

e desenvolvendo tem-se:
- o § -1 -1 — - —
3 = E; %3XB + E7 Xg€ - Eq I'R !X - EllT;R Xie .

Por definicao: D_ = E{[a - E(a)][a - E(a)]'} . Assim

considerando os valores das variaveis auxiliares fixos e E(g) = &, tem-se
-~ - -1t -1 _r . —1_ 1
a - E(a) = E1 X6 - Ey TXR X8

entao

=1 -1 -1 -1 -1 -
D_ = E{(E] X3¢ - E3 T;R X16) (¢'X,E7° - g'X3R TXE11>} ,

. -1 -1 .- . .
sendo as matrizes R e E; simetricas. Desenvolvendo e considerando - se

que os erros sao independentes e com variancia constante tem-se, por hipo

tes, E(ee') oil,. , logo

N

lw]
it

-1 - -1 -1 =1 -1, 1 -1 -1
02 (E7] X2X,E1 - E3 X2X3R T ET - E7 TR XiXpET +
-1 v -1 -7 -1
R ) .
+ Ej TX X1X1R TXEl b,
Substituindo algumas matrizes e simplificando, obtem-se

D_ = GAETY , (i.1)

-No caso de uma variavel auxiliar, tem-se

of
D =-———, onde: R(z2) e a soma de quadrados de residuo rela
T R(z2)
lativo a analise da variancia da variavel

auxiliar.
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j. INTERVALO DE CONFIANCA DAS ESTIMATIVAS DOS EFEITOS DE TRATAMENTOS AJUS

TADOS

A matriz de dispersao DT’ obtida em (h.1), também chama
da "matriz das variancias e covariancias de 1", mostra que as variancias
e covariancias das estimativas dos efeitos de tratamentos dependem do es-
quema experimental e do modelo de superficie utilizado.

= -1 -1 - =y 2 2

Sendo T=R T-R Txa,E(T)=T»eE(sl) = g1 , tem - se:
T~ N(T; DT)’ logo cada uma das estimativas dos efeitos de tratamentos te
ra a,. ~ N(a,., d,.0} onde a.,, 1 £j = 1, 2 designa o parametro

a alJ ( 139 1JOl)’ 1_]’ J 0, ’ s 3, g p

e dij o elemento da diagonal principal de DT’ correspondente ao parametro
anterior. Sabe-se, por hipotese, que‘% e s} sao independentes, logo, T e
(N-p-t)si/o3 também o sao. Desse modo, o intervalo de confianca do efeito

de tratamento aij’ com probabilidade de confianca 1 -x e, t com (N-p-t)

graus de liberdade, pode ser obtido por:

a,. - <4..<a Y/ .
a,.-t sl/di. _,a..=a.j + tu/zsl dij s> (3.1).

k. INTERVALO DE CONFIANCA DAS ESTIMATIVAS DOS COEFICIENTES DE REGRESSAO

De modo analogo, ao item anterior, obtem-se:

A

b, -t /d b, Sb_ + ty 817 , (k.1)

s d
t a2t et £ tt

onde: bt e a estimativa do t-ésimo coeficiente de regressao;

dtt’ com t=1,2, ... , t, designa o elemento da diagonal principal

de Dr’ correspondente ao coeficiente de regressao bt.
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2. VARIANCIA E INTERVALOS DE CONFIANCA DAS ESTIMATIVAS DE PRODUCAO

Para determinar as variancias dos valores observados -

considerou-se que o vetor das estimativas dos valores esperados de yijk’

representado por y, e dado por:

onde P' € o vetor linha cujos elementos correspondem a linha da matriz X

relativa a uma determinada combinacao dos niveis dos fatores, ou seja,

. 2 2 2 2 2 2
P' = [1 x3;- = Xp—- — X3— = X31Xp X1X3 X2X3 X7 X2 X3 2 ... t] .

3 3 3

A variancia de cada valor y e
VE =ve' B, @ .
Desenvolvendo a expressao (2.1) tem-se:
V(P'B) = E[P'B - P'8)* = E[P'(B- B,

como P' é uma matriz de um unico elemento, segundo HOFFMANN e VIEIRA

(1977), obtem-se:
V(P'B) = P'(X'X) 'Pd .

. ~ 2 - . . .
Como em experimentacao 03 e desconhecida, utiliza-se co

. . ~ . 2 .
mo sua estimativa nao tendenciosa, s3; = QMRES(aj). Portanto

('8 = p'x'x) s,
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A partir desta formula pode-se estimar as variancias dos

vinte e sete valores de yijk'
Como y ~ N(PB; P'(X’X)—chi),o intervalo de confianca de

yijk’ com probabilidade de confianca 1 -« e, t com (N-p-t) graus de liber

dade, pode ser obtido por:

- -1 - -1
y - ta/25f¢§v(X’x) P vy Sy + ta/zstP‘(X'X) P

ijk
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4, RESULTADOS E DISCUSSAO

Para exemplificar a aplicacao da metodologia de super-
ficie de resposta, atraves do uso de um modelo de regresséolpolinomialqui
dratico, considerando-se algumas variaveis auxiliares adicionais ao mode-
lo, tomou-se dados provenientes de um experimento em esquema fatorial 3%,
de adubagéo.N, P,05 e K,0, em cafeeiro. Os dados observados de producao
(variavel dependente),Aaltura da planta, diametro da copa e numero de in-
ternodios (variaveis auxiliares adicionais) relativos a aplicacao das viE
te e sete combinacoes de tratamentos, encontram-se nos Apendices 7; 8, 9

e 1, respectivamente.

1,1, MODELO SEM AS VARIAVEIS AUXILIARES ADICIONAIS

Usando a metodologia que se encontra em 3.2., nao consi
derando-se as variaveis auxiliares adicionais, obtiveram-se osvetores das

estimativas dos parametros (1), a analise da variancia, as estimativas das
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variancias das estimativas dos parametros e as covariancias (que sao nu-
las). A partir da estimativa s? = QMRES, da variancia residual (02?) ou
desvios de regressao, determinou-se os desvios padroes das estimativas dos
parametros considerando-se o teste t ao nivel de 57 de probabilidade e 17
graus de liberdade, e ainda os valores calculados de t para os mesmos pa-
rametros.

Os valores calculados das estimativas dos parametros ,
desvios padroes e de t encontram-se na Tabela 4, enquanto a analise da va

riancia na Tabela 5, para os exemplos de aplicacao considerados.
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Os valores calculados das estimativas das variancias

das estimativas dos parametros foram:

"Estimativas das

varisncias Exemplo ¥ Exemplo 2 Exemplo 3
ED) 28.567,75 53.780,67 647,17
‘7(511) 128.554,89 242.013,02 2.912,28
v(aii,) 64.277,44 121.006,51 1.456,14
v(a. ) 42.851,63 970,76

80.671,01
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Pelas estimativas das variancias obtidas nota-se que o
parametro da média é estimado com mais precisao do que os termos lineares,
estes com maior precisao do que os efeitos das interacoes e estas mais do
que os termos quadraticos.

Observa-se na Tabela 4 que os desvios padroes obtidos ,
em alguns casos sao relativamente grandes, em relacao aos valores calcula
dos das estimativas dos parametros e, essa grandeza se acentua nas estima
tivas dos parametros nao significativos. Assim, estimativas de parametros
que sejam proximas de zero, podem mudar de sinal, concordando com resulta
dos obtidos por varios autores, como CAMPOS (1967), MORAIS (1969) e MON-
TEIRO (1978). Nota-se que nao houve efeito significativo das interacoes
lineares, com excegao de P'xK' e N'xK' nos exemplos 2 e 3, respectivamen-
te, ocorrendo uma predominancia dos efeitos lineares e quadraticos. A nao
significancia dos parametros nos evidenciam que estes nao diferem signifi
cativamente de zero podendo, em alguns casos, serem eliminados do modelo,
conforme estudos de CAMPOS e ARAUJO (1971).

0 modelo ajustou-se melhor aos dados do exemplo 3, evi-
denciado pelos valores dos coeficientes de determinagao, os quais mostra
ram que 93,927, 80,347 e 63,13% da variacao sao explicadas pela regres -

sao, respectivamente, nos exemplos 3, 2 e 1.
b b b

44,2, MODELO COM AS VARIAVEIS AUXILIARES ADICIONAIS

Usando a metodologia que se encontra em 3.2., foram fei

tas as analises estatisticas considerando o modelo com uma e com as tres
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variaveis auxiliares adicionais. Os valores obtidos de quadrados medios e
do teste F encontram-se nas Tabelas 6, 7 e 8, respectivamente, para os e-
xemplos 1, 2 e 3.

Observa-se que a adicao de uma variavel auxiliar ao mo-
delo diminuiu moderadamente a estimativa da variancia residual, o que era
esperado, exceto quando se considerou as variaveis auxiliares altura da
planta e numero de internodios no exemplo 1 e, numero de internddios mno

exemplo 2.

Em termos percentuais, a variavel auxiliar diametro da
copa reduziu a variancia residual em 10,38; 35,97 e 4,777, respectivamen-—
te, nos exemplos 1, 2 e 3; a altura da planta em 22,28 e 2,127, respecti-
vamente, nos exemplos 2 e 3; o numero de internodios em 7,547 no exem -
plo 3.

Quando sao incluidas ou adicionadas variaveis auxilia-
res ao modelo, a S.Q. de Residuo e os graus de liberdade do residuo ficam
reduzidos, se o decréscimo da S.Q. de Residuo é maior proporcionalmente
ao decrescimo no numero de graus de liberdade, os valores da S.Q. de Resi

duo ajustada ficam reduzidos e apresentam maior eficiencia relativa.
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Das variaveis auxiliares adicionais consideradas, os re
sultados evidenciam que o diametro da copa foi a variavel que mais contri
buiu para a reducao da variancia residual, seguida pela altura da planta.
O nimero de interncdios, apesar de ter aumentado a variancia residual s
comportou satisfatoriamente, aumentando alguns valores de fontes de varia
cdo, como K" e N'xK' no exemplo 1 e, N'" no exemplo 3.

Observa-se alguns resultados bastante . interessantes,
quando da introducao da variavel auxiliar ao modelo, em relacao aos valo-
res obtidos das S.Q. de Tratamentos ajustadas. Quando da adicao da varia-
vel diametro da copa ao modelo nota-se que o efeito quadratico de potas -
sio ajustado teve seu nivel de significancia reduzido, de 1% para 107 no
exemplo 1 e 107 para um nivel bem inferior a 107 no exemplo 2. Nota- se ,
tambem, que N'xK' passou a apresentar significancia (10%) quando se consi
derou a variavel numero de internodios no modelo, no exemplo 1.

Pelos valores obtidos para o teste F, evidencia-se que
a reducao nos graus de liberdade foi maior, proporcionalmente, aos decres-
cimos da S.Q. de Residuo.

As estimativas ajustadas dos parametros pelas variaveis
auxiliares, desvios padroes, valores de t e coeficientes de regressao en-
contram-se nas Tabelas 9, 10 e 1?; respectivamente, para os exemplos 1,
2 e 3.

Observa-se que os desvios padroes foram relativamente
grandes quando comparados aos'valores obtidos para as estimativas dos pa-
rametros e maiores do que os obtidos anteriormente, em 4.1., sem as varié
veis auxiliares; o mesmo ocorrendo para os valores calculados para o tes-

te t, mas com tendéncia a serem menores.
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As estimativas ajustadas dos parametros, em poucos ca-
sos, se aproximam daguelas obtidas sem o ajustameﬁto fei£o pelas varia-
vels auxiliares. Nota-se uma maior semelhanca no exemplo 3 quando da in-
clusao da variavel altura da plaﬁta.

As estimativas dos coeficientes de regressao apresenta
ram significancia somente para as variaveis auxiliares altura da planta e
diametro da copa no exemplo 2 e, diametro da copa no exemplo 1, eviden~
ciando que estas variaveis auxiliares contribuiram satisfatoriamente na
redugéo da variancia residual.

De maneira geral, o ajustamento das estimativas dos pa-
rametros pelas variaveis auxiliares nao trouxe resultados plenamente sa-
tisfatorios, pois as estimativas dos quadrados médios ajustadas das diver
sas fontes de variacao, na maioria das vezes, sofreram reducoes e, em al-
guns casos muito acentuados, inibindo assim as redugoes ocorridas nas va-
riancias residuais. Estes fatos devem-se, talvez, a pouca precisao dos e-
xemplos considerados ou que o método nao se adapte bem ao estudo de super
ficies de resposta, ou ainda, que as variaveis auxiliares altura da plan-
ta, diametro da copa e numero de internodios estao sendo afetadas pelos
proprios tratamentos (niveis de N, P,0s5 e K,0) conforme PIMENTEL GOMES
(1978).

As estimativas das variancias das estimativas ajustadas
dos parametros se encontram na Tabela 12, para os exemplos em questao.

‘Nota-se, em comparacao com as estimativas das varian -
cias dos parametros calculados, em 4.1., que algumas estimativas ajusta-

das de variancia dos parametros foram inferiores (aquelas onde figuram o
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sinal -), evidenciando que os efeitos correspondentes a estas variancias
podem ser obtidas com maior precisao pelo modelo com a variavel auxiliar.

Os valores estimados de producao, atraves do modelo ori
ginal (sem variaveis auxiliares adicionais) e do modelo com as variaveis
auxiliares encontram-se nos Apendices 7, 8 e 9, respectivamente,para os e
xemplos 1, 2 e 3.

Observa-se que os valores estimados se aproximam satis-
fatoriamente dos valores observados, principalmente nos exemplos com me-

nor coeficiente de variagao ou maior precisao.
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5. CONCLUSOES

A aplicacao da metodologia de superficie de resposta, a
traves do uso de um modelo de regressao polinomial quadrético; a experi -
mento planejado em esquema fatorial para tres fatores e tres niveis equi-
distantes, tendo-se a preocupacao de considerar algumas variaveis auxilia

res adicionais ao modelo, levou as seguintes conclusoes:

1. Os parametros (aii" i, i' = 0,1,2,3) do modelo com uma variavel auxi-
liar, serao estimados com maior precisao do que no modelo original (sem
a variavel auxiliar) quando a reducao da varianica residual deste, da-
da por (¢ - 03), for maior do que o acréscimo {SQaii,/R(zz)]oﬁ, dado
na inclusao da variavel auxiliar ao modelo; ou seja,
o8] . SQaii,

> 1 +
ol R(z2)
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onde: SQa'.., : €& a soma de guadrados do parametro (a'ii,, i, i' = 0,

1,2,3), relativa a variavel auxiliar;

R(z2) : é a soma de quadrados de residuo relativa a variavel au
xiliar;
o’ e 0% : sao as.variancias residuais dos modelos sem e com a

variavel auxiliar, respectivamente.

2. As variaveis auxiliares que mais comtribuiram para a redugao da varian-
cia residual (0°) foram: diametro da copa seguida da altura da planta,
nos exemplos em questao. Consequentemente as estimativas ajustadas dos
-parametros se aproximaram'maiS"dés~estimativas‘do modelo original -(sem
a variavel auxiliar) ao serem ajustadas pelas variaveis auxiliares: nu

mero de internodios e altura da planta.

3. As estimativas da variancia dos parametros (a..y; i, 1i'-=0; 1, 2, 3)
ii

sao dadas pela expressao:

QMa! .,
= 1 11 2
V(ali') = [1 + }01 >
C. R(z?)
J
onde: QMaii, : quadrado medio do parametro (aii) relativo a variavel
‘auxiliar;
Cj : coeficiente dos termos quadraticos, lineares e interacoes ,

respectivamente 6, 18 e 12.
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4. A covariancia entre os efeitos ajustados de dois parametros & dada pe-
la soma de produtos desses parametros dividida pela soma de gquadrados
de residuo, relativas a variavel auxiliar. Por exemplo, a covariancia
entre os efeitos ajustados de‘nitrogénio e fosforo quadraticos, nos

exemplos considerados, é€:

]
n 1t 1
n
Cov(ai1, az2) = . -2 s

18 18 R(z?)

cujos valores foram definidos em h.
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Apendice 1 - Valores observados, relativos as variaveis auxiliares nos e-

xemplos considerados.

Trata- Altura da planta Didmetro da copa NQ de internodios
mentos 1 2 3 1 2 3 1 2 3
000 90,6 70,6 81 115,4 58,1 87 19 15 34
010 96,6 76,2 86 137,8 84,0 111 23 18 35
020 91,9 83,4 88 132,3 89,0 110 23 20 35
-001 - 92,8 76,0 - 84 ...:137,2 85,6 111 22 20 ... 35
011 96,2 88,5 92 136,5 114,2 125 24 23 31
021 104,4 89,6 97 141,0 124,8 133 22 24 36
002 95,5 76,7 86 113,6 88,9 101 20 419 31
~-012 - 103,9 88,8... 96-...134,9 119,4 127... ... 23 23 35
022 91,6 91,9 92 142,6 128,2 135~ 22 25 36
100 99,2 78,4 89 144,2 86,2 15 24 22 28
110 94,0 73,5 84 130,6 85,5 108 23 19 31
120 100,0 71,5 86 134,5 94,6 115 21 18 33
101 07,0 81,4 94 132,5 86,4 109 21 21 39
111 95,8 103,0 99  145,3 151,8 149 21 2% 33
121 01,4 99,0 100 141,0 145,9 143 23 25 33
102 94,1 84,2 89 136,7 96,1 116 22 20 35
112 99,8 105,5 103 135,1 153,1 144 23 25 33
122 99,6 104,9 102  130,1 153,2 142 23 22 36
200 94,9 62,0 78 122,2 72,8 98 22 16 33
210 89,9 71,2 81 127,4 90,5 109 22 20 29
220 87,8 76,2 82 120,1 96,2 108 21 19 32
201 94,1 85,9 90 136,6 102,9 120 24 2 34
211 105,6 103,8 105 152,1 149,1 151 24 25 37
221 88,8 94,6 92 141,0 145,9 143 23 23 35
202 97,8 81,4 90 132,0 96,6 114 26 22 36
212 95,8 93,4 95 140,2 132,5 136 23 25 35

222 91,5 106,9 99 137,5 150,2 144 24 25 33
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Apendice 6 - Representacao grafica das producoes médias nos tres niveis de
N, P,05 e K;0.



Apéndice 7 - Valores observados e estimados da producao, no exemplo 1.

Valores estimados

Valores - -
obser- Sem variaveis Com variaveis auxiliares
vados auxiliares - - "
Altura  Diametro Numero as tres
4436 5102,6 £ 1322,4 ©5109,3 4671,2° 5378,7 " 5026,2
6030 5551,0 * 1084,6 5523,9 5763,8 5484,3 5679,0
5090  5102,6 = 1322,4 5243,8 5447,5 5178,5 5188,6
5855 5462,3 * 1084,6 5502,7 5796,9 5329,3 5764,7
" 5935 '6026,0 ¥ 943,5° "'6069,2 " 5502,8 7 5826,6 " 5368,5
5680 5794,6 + 1084,6 5722,6 5701,1 5913,5 5749,6
3620 3468,1 + 1322,4 3443,7 3215,6 3530,9 3156,9
3344 4146,8 + 1084,6 4055,0 4287,4 4021,4 3935,8
4795 4030,4 * 1322,4° 4112,3 4395,8 4100,6 4839,4
6034 6056,1 = 1084,6 6017,0 6803,0 5734,8 6440,6
6305 6506,9 * 943,5 6559,0 6292,8 6396,0 - 6089,8
6835 6162,7 * 1084,6 6097,8 6348,7 6247,4 6467,0
7080 6850,4 = 943,5 6766,4 6568,8 7005,4 6583,8
7010 7416,3 = 943,5 7508,1 7387,1 7660,0 8010,0
7295 7187,0 = 943,5 7167,8 7053,9 7105,9‘ 6806,8
6760 5290,6 * 1084,6 5362,0 5642,0 5331,4 6542,8
4540 5971,5 = 943,5 5980,9 5769,3 5979,1 5714,2
5440 5857,3 = 1084,6 5837,6 5641 ,1 5816,9 5123,1
5195 5136,0 £ 1322,4 5119,6 4883,1 5220,8 4904,9
6079 5589,;1 = 1084,6 - 5628,6 -5472,6 - 5640,6 5595,1
4550  5246,9 * 1322,4 5251, 1 5148,4 5250,6 5120,3
6275 6364,8 = 1084,6 6425,1 6229,2 6350,2 6256,7
7345 6932,8 + 943,5 6816,9 6214,1 6896,1 7247,0
6265 -6705,8 iA1084,6 6761,6 6859,7 6632,1 6890,8
3715 5239,4 * 1322,4 5221,8 5160,2 5066,3 4763,4
7475 5922,5 * 1084,6 5918,9 5946,7 6136,9 6356,0
6050 5810,4 * 1322,4 5798,7 5893,7 5733,3 5760,0




Apéndice 8 - Valores observados e estimados da producao, no exemplo 2.

Valores estimados

Valores - .
obser- Sem variaveis Com variaveis auxiliares
vados auxiliares - - -
Altura Diametro Numero as tres
298 -898,5 + 1814,4 -777,0 -861,4 -991,9 -1216,1
692 1424,0 + 1488,2 1282,4 1460,3 1020,3 1667,0
958 100,8 * 1814,6 1054, 2 759,7 174,7 547,6
235 322,5 + 1488,2 -129,2 130,0 323,4 -160,6
2407 3494,0 + 1294,6 3172, 1 2937,6 3463,2 2979,3
3215 3019,7 + 1488,2 2709, 2 2953,0 3011,5 3078,9
470  -437,7 * 1814,4 -271,0 202,7 -422,5 1,9
2895  3582,8 * 1488,2 3571,7 3432,8 3599,5 3500,6
3395 395,7 + 1814,4 3793,9 752,6 4031,2 3649,9
206 464,2 = 1488,2 1209,1 1480, 1 810,9 897,6
752 2803,6 % 1294,6 2028,9 1638,3 2745,7 1380,2
912 1497,3 + 1488,2 708,3 1209,7 1414,5‘ 1078,7
"673: 1747,3 + 1294,6 1219;8 27245 1680,4- 53,4
6695 4935,6 + 1294,6 3565,2 2662,0  4709,6 2792,2
6255  4478,2 * 12946 44176 4599,7 4537,9 4879, 1
372 1049,3 + 1488,2 1080, 5 819,9 975,6 765,8
“6345  ~5086,5 * 1294,6 - '5791,8 — 6099,3 - 5164,3 - - 65041
5330  5478,0 * 1488,2 5546, 4 5498,3 5273,2 6179,3
477 -326,8 * 1814,4 -625,2 -67,6 -542,2 -209,3
2460  2029,4 + 1488,2 1748, 3 1497,0 20461 1238,7
1079 413,1 * 1814,4 1175,2 745, 4 800, 2 570,4
267 1018,4 * 1488,2 1394,3 1063,8 1100,6 923,8
5115  4223,5 + 1294,6 5214,1 6169,3 4243,6 5624,5
2160  3782,9 + 1488,2 3486,3 3975,3 3720,5 4380,6
323 795,5 + 1814,4 61,2 308, 6 356,8 173,1
4655 4436,5 * 1488,2 3668,8 3860,7 4466,8 3973,0
4595 4844,8 = 1814,4 4977,2 4604,5 4905,1 4941,0
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Apéndice 9 - Valores observados e estimados da produgao, no exemplo 3.

Valores estimados

Valores

observados Sem YaFiéveis Com variaveis auxiliares
auxlliares ~ n
Altura Diametro Numero
2166 2169 + 199 2171 2147 2192
2657 2583 + 163 2583 2601 2620
2586 2626 + 199 2628 2650 2619
2423 2482 = 163 2505 2527 2520
2953 2985 + 142 2979 2947 2907
3102 3057 + 163 3090 3083 3072
2559 2473 + 199 2478 2486 2423
2855 3006 + 163 3012 2992 3038
3306 3167 = 199 3161 3176 3183
2532 2488 + 163 2498 2577 2406
2768 2864 * 142 2854 2805 2855
3012 2869 + 163 2857 2875 2875
3028 B : 22923 * 142 . 2925 : 2846 3013
2451 3359 + 142 3357 3403 3338
3131 3423 = 142 - 3424 3420 3380
2915 2978 i 163 2973 2993 2988
~-3546 e 3472 2 142 0 o .. 3479 . 3502 ~ -~ - 3459
3590 3596 + 163 3598 3573 3625
2577 : 2557 + 199 2555 2555 2576
2734 2896 * 163 2892 2868 2859
2884 2863 * 199 2867 2859 2879
3002 3056 + 163 3085 3083 3048
3685 3483 + 142 3501 3553 3539
3593 . 3480 + 163 3504 3528 3518
3217 3232-+ 199 3231 3227 3219
3689 3690 + 163 3684 3668 3690

1+

3713 3776 199 3777 3774 3732




