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O modelo DEA-BCC é usado em situacoes onde as unidades avaliadas
er‘eg ep sdo de tamanhos bem diferentes e é necessdrio levar em conta efeitos

zonsg de escala. No entanto as propriedades deste modelo sdo, muitas vezes,
mal compreendidas. Além das conheciddas distorcoes devido a
existéncia de DMUs eficientes a partida mostra-se neste artigo a
existéncia de duas outras propriedades problemdticas: a existéncia de
eficiéncias negativas e os nunca crescentes retornos de escala. As
primeiras surgem em situacdes tipo avaliacdo cruzada, devido a
existéncia de um termo independente. Jd a inexisténcia de retornos
crescentes de escala advém da convexidade da fronteira.
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1. Introducao

Como € amplamente conhecido, os modelos DEA permitem duas formulacdes duais e,
portanto, equivalentes (LINS e ANGULO-MEZA, 2000). A formulacdo dos multiplicadores
do modelo DEA CCR (CHARNES et al., 1978) estabelece que os pesos ou multiplicadores
das varidveis devem ser calculados de forma a maximizar a eficiéncia de cada DMU. E
imposta a restricdo de que esses pesos quando aplicados as outras DMUs nao podem gerar
eficiéncias maiores do que 1 (considerando a orientacdo a inputs). Como existe a restricao
padrao de que os multiplicadores s@o todos ndo negativos, e como os valores dos inputs e
outputs sdo também ndo negativos, os pesos de uma DMU aplicados a qualquer outra
fornecem um indice de eficiéncia contido no intervalo [0,1].

No caso do modelo DEA BCC (BANKER et al., 1984), o modelo dos multiplicadores €
obtido através do dual do modelo do envelope. Como este modelo tem uma restricio de
igualdade, existe uma varidvel livre no modelo dos multiplicadores e, portanto, ndo se pode
garantir a ndo negatividade dos indices de eficiéncia quando os pesos de uma DMU sao
utilizados para outra, em situacdes tipicas de Avaliacio Cruzada (SEXTON, 1986) ou no
célculo de alguns indices de eficiéncia ndo radial (GONZALEZ-ARAYA, 2003; LINS et al.,
2004).

Neste artigo mostra-se que uma pequena alteracao intuitiva no modelo dos multiplicadores
corrige essa situacdo. No entanto, gera uma profunda mudanca no modelo dual (modelo do
envelope), a qual provoca alteragdes da fronteira e, em casos extremos, pode chegar a
provocar perda de sua convexidade.

Por outro lado, o0 modelo DEA BCC € também conhecido como de retornos variaveis de
escala. Usando o modelo suavizado, a fim de poder calcular derivadas (SOARES DE MELLO
et al., 2002; SOARES DE MELLO et al., 2004), pode-se demonstrar que o modelo DEA
BCC nunca apresenta produtividade marginal positiva, j4 que tem a exigéncia de
convexidade. Isto o descaracteriza como um modelo de retornos variaveis de escala.

Este trabalho mostra o desenvolvimento tedérico das duas afirmagdes acima, bem como
exemplos numéricos e ilustragdes graficas.

2. Eficiéncias negativas no modelo DEA BCC

O modelo DEA-BBC dos multiplicadores, orientado a inputs, € apresentado em (1), onde o é
a DMU em andlise; f, sdao os multiplicadores ndo negativos dos outputs, v;, sdo 0s
multiplicadores ndo negativos dos inputs, y,; € o ouput r da DMU j, x;; € o input i da DMU j. O
termo /4, representa o coeficiente linear do hiperplano suporte e pode assumir qualquer valor
real.

!h)@ AEEFRD )

AmEuCin B |
B 1 LR



e

XXVIIl ENCONTRO NACIONAL DE ENGENHARIA DE PRODUGAO

—— A integracdo de cadeias produtivas com a abordagem da manufatura sustentavel.
Rio de Janeiro, RJ, Brasil, 13 a 16 de outubro de 2008
ehegep
2008

DY, A,
r=1

m

Max
V. X

io”"io
i=1

sujeito a

‘ (1)
Zﬂrvyrj +/'l*o

r=1

<1,Vj
V. X.

i0”"ij
i=1

vio’ﬂm 20’/1*0 € 9{

Nas restri¢des que aplicam os pesos da DMU em anélise as outras DMUs, o primeiro termo
tem o sinal determinado pelo numerador. Caso o i+, seja suficientemente negativo, este termo
podera ser negativo.

Para o caso de apenas um output, a simples andlise do numerador do modelo (1) mostra que
os pesos de uma DMU o; aplicados a DMU o0, geram eficiéncia negativa se o output da DMU

0, for menor que —, /¢ da DMU o, (SOARES DE MELLO, 2002).

A Tabela 1 traz dados e resultados de um exemplo numérico, que ilustram a situacdo
anteriormente descrita. E importante ressaltar que, como para as DMUs eficientes existem
multiplos pesos 6timos, foram apresentados os primeiros pesos encontrados pelo software
utilizado, o SIAD (ANGULO-MEZA et al., 2005).

DMU Input Output Pesos Eficiéncia
y H Ko

4 10 0,250 0,375 -2,750 1,000

1 5 1,000 0,000 1,000 1,000

2 7 0,500 0,000 0,500 0,500

1 8 1,000 0,125 0,000 1,000

6 6 0,167 0,000 0,167 0,167

moaQw»

Tabela 1 - Dados do exemplo numérico.

Como pode ser observado, o i+, da DMU A € negativo. Quando o multiplicador do output
unico (#=0,375) e o termo independente (u:,-=-2,750) forem aplicados as outras DMUs, sdo
geradas medidas negativas de eficiéncia para as DMUs que tenham output inferior a 7,333.
Isto acontece com as B, C e E, conforme Tabela 2. Nesta tabela sdo apresentadas as
eficiéncias das DMUs quando calculadas como os pesos das outras DMUs, uma situagdo
semelhante a Avaliacdo Cruzada. A coluna indica a DMU avaliada utilizando os pesos da
DMU da linha correspondente. Por exemplo, a DMU B avaliada com os pesos da DMU A
tem uma eficiéncia —3,500. Este € um resultado que nao tem interpretacdao na teoria cldssica
de eficiéncia (COELLI e al., 1998).

| A | B | C | D] E |
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1,000 | -3,500 | -0,250 | 1,000 | -0,333
0,250 | 1,000 | 0,500 | 1,000 | 0,167
0,250 | 1,000 | 0,500 | 1,000 | 0,167
0,313 | 0,625 | 0,438 | 1,000 | 0,125
0,250 | 1,000 | 0,500 | 1,000 | 0,167

Tabela 2 - Matriz tipo Avaliagdo Cruzada para o exemplo numérico.

esliwii@liecii

3. Proposto de modelo BCC com correciao de nao negatividade

As eficiéncias negativas surgem pelo fato de as restricdoes do modelo DEA BCC orientado a
input apenas imporem que os pesos de uma DMU quando aplicados aos inputs e outputs de
outras gerem eficiéncias ndo superiores a 1. Como uma das varidveis é livre e nimeros
negativos sdo evidentemente inferiores a 1, ndo hd impedimento para surgirem efici€ncias
negativas.

Este problema ¢é facilmente resolvido restricdes adicionais: os pesos de uma DMU aplicados
as variaveis de outra sé podem valores ndo negativos para as medidas de eficiéncia. Este
modelo, aqui chamado DEA BCC corrigido orientado a input, € apresentado em (2). A forma
linear de (2) € apresentada em (3). Este modelo aplicado ao exemplo numérico da Tabela 1,
gera os resultados da Tabela 3.
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v U Lo
A 4 10 0,250 0,083 -0,417 0,417
B 1 5 1,000 0,000 1,000 1,000
C 2 7 0,500 0,000 0,500 0,500
D 1 8 1,000 0,000 1,000 1,000
E 6 6 0,167 0,000 0,167 0,167

Tabela 3 - Exemplo numérico para o modelo DEA-BCC corrigido.

Observa-se que o modelo corrigido apenas alterou a eficiéncia da DMU A. Tal fato aconteceu
por ser esta DMU a que gerava eficiéncias negativas, quando avaliava outras. De fato, o termo

U0/t da DMU A € neste modelo igual a 5,00, que é o menor dos outputs do conjunto de
DMUs.

A matriz do tipo Avaliagdo Cruzada para o modelo DEA BCC corrigido € apresentada na
Tabela 4. Observa-se que todas as avaliacdes feitas por todas as DMUs geram eficiéncias
entre 0 e 1. E interessante notar que a DMU B avaliada pela DMU A tem eficiéncia 0, o que
significa que a restricdo de nao negatividade referente a DMU B foi a restri¢do ativa no
modelo DEA BCC corrigido orientado a input da DMU A.

A B C D E
0,417 | 0,000 | 0,333 | 1,000 | 0,056
0,250 | 1,000 | 0,500 | 1,000 | 0,167
0,250 | 1,000 | 0,500 | 1,000 | 0,167
0,250 | 1,000 | 0,500 | 1,000 | 0,167
0,250 | 1,000 | 0,500 | 1,000 | 0,167

Tabela 4 - Matriz tipo Avaliagdo Cruzada para o modelo DEA BCC corrigido.

Sli-Nell--lrg

4. Interpretacao da restricao adicional

Como as restrigdes de nao negatividade s@o, na verdade, restricdes aos pesos, elas podem ser
substituidas por uma ou mais DMUs artificiais (THANASSOULIS e ALLEN, 1988;
GONCALVES, 2003). Como a DMU A foi a tnica que teve a eficiéncia alterada, a fronteira
correspondente a0 modelo corrigido € obtida com a introdu¢do de uma DMU com o mesmo
output da DMU A e input igual ao quociente entre o input da DMU A e a sua eficiéncia no
modelo corrigido. Com isto, a DMU artificial tem output de valor 10 e input 1,667.

Na Figura 1 apresentam-se as fronteiras referentes ao modelo DEA BCC e ao DEA BCC
corrigido. A fronteira em preto em preto representa a parte comum aos dois modelos; linha
continua em vermelho refere-se apenas ao modelo DEA BCC e a linha vermelha tracejada
apenas ao modelo DEA BCC corrigido.
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Figura 1 - Fronteiras do modelo DEA BCC original e do modelo corrigido.

A representacdo geométrica pode ser generalizada para qualquer nimero de inputs e outputs
de forma algébrica. Para tal, constréi-se o dual do modelo (3), conforme formulagdo (4).

Min 6,

sujeito a
Zy,, At 2 A 2 YT
j=1
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As restri¢des adicionais de (3), uma para cada DMU, geram igual nimero de varidveis de
decisao adicionais A'. Ressalta-se que quando o somatério de todos os A’ nao for igual a 0, o
somatorio dos A ndo serd unitério e, portanto, nao haverd garantia de convexidade no modelo
corrigido.

Pelo teorema das folgas complementares, o produto de A’ pela folga da restricao que lhe deu
origem deve ser 0. Em conseqiiéncia, 4’ s6 pode ser diferente de zero se a folga na restri¢ao
adicional do modelo (3) for 0, ou seja, se a restri¢do estiver ativa.

No exemplo numérico apresentado s6 a DMU A tinha a eficiéncia alterada e era a restri¢ao
relativa a DMU B que provocava essa alteracdo. Assim, com excecdo do A', para a DMU A,

todos os outros A’ sdo nulos.

6. Retornos de escala em modelos DEA BCC
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O modelo BCC (BANKER et al., 1984) também é conhecido como de retornos variaveis de
escala. No modelo de um input e um output ilustrado na figura 2 € costume considerar que a
regido AB € de retornos crescentes de escala e a regido BC como de retornos decrescentes.

o

A

CRS

C
B VRS

o[Tl

[ lw]

v
-

Figura 2. Fronteiras CRS e VRS.

No entanto, a afirmacdo anterior esbarra no conceito de retorno de escala. Retornos crescentes
de escala correspondem a produtividade marginal positiva ,ou:

A(A—Oj >0 5)
Al \ Al

Ja os retornos decrescentes de escala correspondem a produtividade marginal negativa, ou:

A (40
2l ®

Para fins de analise de retornos sera usado o modelo DEA suavizado (SOARES DE MELLO,
2002; SOARES DE MELLO et al., 2002; SOARES DE MELLO et al., 2004; NACIF, 2005).
Este modelo é o mais préximo possivel da fronteira DEA tradicional, mantém as suas
propriedades e permite o cdlculo de derivadas. Na figura 2, observa-se que a frontiera DEA-
BCC tem sempre concavidade voltada para baixo, ou seja:

2
d O <
dr’?
Ora a inequacgdo (7) € a forma infinitesimal da inequagdo (6). Tem-se assim que o modelo

DEA-BCC apresenta sempre produtividade marginal negativa, ou retornos nao crescentes de
escala.

(7

5. Conclusoes

Neste artigo mostrou-se que o modelo DEA BCC orientado a input pode gerar situacdes
paradoxais, devido a possibilidade de ocorrer eficiéncia de valor negativo, ocultas no modelo.
Mostrou-se ainda que uma pequena alterag@o intuitiva no modelo dos multiplicadores corrige
essa situacdo. No entanto, esta alteragdo no modelo dos multiplicadores gera uma profunda
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mudanca no modelo dual, o modelo do envelope, que provoca alteracdes da fronteira e, em
casos extremos, a perda de convexidade.

Finalmente, deve se observar que as situagdes aqui apresentadas ndo se aplicam ao modelo
CCR nem ao modelo BCC orientado a outputs.

Quanto aos retornos de escala, deve-se verifica se a expressao “retornos crescentes de escala”
poderd ter um significado diferente do significado econdmico cldssico. A constru¢do de um
verdadeiro modelo de retornos varidveis de escala implica no desenvolvimento de fronteira
com concavidade negativa.
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