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Resumo

Para o estudo da interacdo entre a praga “minadora das folhas de citros” e seu ini-
migo natural nativo mais frequente no Estado de S&o Paulo, é desenvolvido um
modelo matematico em termos de um sistema de equacdes diferenciais ordinarias.
Este modelo da dindmica populacional das duas espécies é analisado considerando
trés formas para a taxa per capita de crescimento natural.
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1 Introducgao

A “minadora das folhas de citros”, Phyllocnistis citrella (Lepidéptera: Gracilariidae), foi
introduzida e identificada no Brasil no primeiro semestre de 1996. Esta pequena mari-
posa é uma praga de grande potencial de danos a citricultura nacional, atacando prefe-
rencialmente folhas novas e brotagdes em viveiros.

Os danos causados a planta pelo ataque da praga, tais como a reduc¢do na taxa de fo-
tossintese, porcentagem de queda foliar, reduc¢d@o no crescimento e no desenvolvimento
de brotacgdes, afetam a produtividade e dependem do nivel de infestacdo [1]. Além
disto, as injurias causadas a folha favorecem a entrada de microorganismos no inte-
rior dos tecidos vegetais, tais como a bactéria do cancro citrico, Xanthomonas citri, uma
séria doenca que leva a erradicacdo total do pomar contaminado e, consequentemente,
a grandes prejuizos econémicos.

Em experimentos realizados por pesquisadores da Embrapa Meio Ambiente, o para-
sitbide Galeopsomyia fausta (Hymenoptera: Eulophidae) foi identificado como o inimigo
natural nativo mais frequente em termos de predacdo, com porcentagem de parasitismo
estimada entre 60 e 65% [3].

Tanto a praga como o parasitbide sdo espécies que apresentam metamorfose com-
pleta, ou seja, o ciclo de vida & composto pelas fases de ovo, larva, pupa e individuo
adulto.
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O ciclo de vida da praga vai de 13 a 52 dias, dependendo principalmente da tem-
peratura ambiente [4]. O inseto adulto ovip8de na superficie inferior da folha. O ovo
eclode dando origem a larva que penetra no tecido foliar e caminha formando galerias
em ziguezague. Normalmente apenas uma larva se desenvolve na folha. A larva cessa
seu movimento, formando na margem da folha a camara pupal de onde emergem 0s
adultos.

O inimigo natural nativo & um ectoparasita da fase de pupa: o inseto adulto do
parasitoide ovipde dentro da camara pupal da minadora; o ovo eclode dando origem a
larva que ira se alimentar da pupa da praga, ocasionando a sua morte.

Neste trabalho é apresentado um modelo matematico que visa descrever a interacdo
praga-parasitoide por meio de teorias de dinamica populacional. A utilizagdo de mo-
delo matematico permite uma avaliagdo quantitativa e qualitativa do impacto da interacdo
entre as duas populagdes. Entretanto, diante das falhas no conhecimento da descrigcdo
biologica do ciclo de vida das duas espécies, ndo & possivel asseverar hipoteses con-
tundentes, em especial sobre a reproducdo e o controle populacional intra-especifico.
Por isso, algumas hip6teses de dinamica vital serdo lancadas e estudadas. Assim, 0s
possiveis cenarios resultantes da analise da simulagdo do modelo permitem estudar a
eficiéncia do controle biolégico no campo.

Este trabalho é estruturado da seguinte forma: na secéo 2 é apresentado um modelo
de dinamica populacional, incorporando uma dindmica vital genérica. Nas sec¢des 3, 4
e 5 sdo apresentadas trés diferentes fungdes para a dinamica vital e dos respectivos mo-
delos sdo obtidos os pontos de equilibrio e as condi¢cbes de estabilidade. Finalmente, na
secdo 6 sdo apresentadas algumas comparacoes e discussdes dos resultados analiticos.

2 Modelo matematico geral

O fendbmeno bioldgico da interacdo praga-parasitoide é descrito por um modelo com-
partimental simplificado, considerando como variaveis dindmicas as fases adulta (M) e
de pupa (P) para a praga e as fases adulta (G) e de larva (L) para o parasitbide. Ao consi-
derar apenas estas quatro fases do ciclo vital, que estdo diretamente envolvidas no pro-
cesso de predacdo, é possivel obter importantes resultados analiticos para o fenbmeno
modelado matematicamente. Esta hipotese de trabalho consiste em englobar as fases de
larva para a praga e de pupa para o parasitdide, de forma apropriada, em parametros
do modelo

O modelo incorporando a dinamica vital genérica é descrito por um sistema de
equacdes diferenciais ordinarias, dado por

9L = &y (M)M — (a1 + 112) P — fi(P,G)

Ol = oy P — M (1)
L — o(G)G — (a3 + pu)L + fo( P,G)

dG

at O[gL - M3G7
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cujos parametros sao descritos abaixo.

Os parametros relacionados a praga sdo a, i1 € uo, que Sdo as taxas de, respectiva-
mente, pupas que ddo origem a individuos adultos, mortalidade do individuo adulto
e mortalidade da pupa. As fungbes ¢,(M) e f1(P,G) correspondem a taxa per capita
de crescimento natural da popula¢do da praga e fun¢do de predacéo do parasitoide so-
bre a praga, respectivamente. Observe que a fase de larva estd embutida no parametro
®y(M).

Os parametros relacionados ao parasitoide sdo as p3 € 14, quUe S8o as taxas de, res-
pectivamente, larvas do parasitoide que, passando pela fase de pupa, vao originar in-
dividuos adultos, mortalidade do individuo adulto e mortalidade das fases de larva e
pupa. As funcdes ¢,(G) e fo( P,G) sdo, respectivamente, a taxa per capita de cresci-
mento natural da populagdo do parasitoide e funcdo de crescimento da populagdo do
parasitbide decorrente do parasitismo. Observe que a fase de pupa esta embutida nos
parametros oz e fuy.

Asfuncgdes f; (+) e fo () sdo aquelas que descrevem a interacdo entre as duas espécies.
Esta interacdo depende, por exemplo, do encontro entre as duas populacdes, da capa-
cidade de busca do parasitdide e de sua especificidade. Como a Galleopsomyia fausta
parasita a pupa da minadora, f; (-) € chamada de funcédo de predacdo e f; (-), ganho do
parasitismo. Estas fungdes sdo aproximadas por

fi(P,G) = kPG
f2(P7 G) = kQPGa

ou seja, &€ assumido que exista um encontro aleatorio entre o adulto do parasitoide e
a pupa da praga, e desse encontro ocorre um descréscimo na populagdo de pupas da
praga, proporcional a uma taxa k;. Em contraposicdo, para f,(P,G), a populacdo de
larvas do parasitoide é beneficiada por este encontro aleatorio, de modo proporcio-
nal a uma taxa k.. Estas aproximacgdes sdo razoavelmente boas quando as populacdes
P e G sdo abundantes, o que pode ndo ocorrer na préatica. Entretanto, a utilizagdo
de expressdes simples para descrever f; () e f» () facilita a obtencdo de importantes
resultados analiticos, nesta primeira analise da dindmica da interacdo entre as duas
populacdes. Em trabalhos futuros pretende-se explorar outras formas para f, (-) e f (+),
incorporando o que acontece no campo como, por exemplo, a busca ativa pelas pupas
da praga por parte da Galeopsomyia fausta.

Os parametros a;, as, 1, f2, ps € (g SA0 0S parametros biologicos que podem ser me-
didos através de experimentos ou de dados encontrados na literatura. As taxas de cres-
cimento natural , () e ®, (-) caracterizam as diferentes consideracdes sobre a dindmica
vital, sendo propostas trés diferentes formas.

Na apresentagéo dos pontos de equilibrio dos modelos é utilizada a notagdo N3}
para representar o i-esimo ponto de equilibrio do modelo m para as populagdes isoladas
(7 = 0) ou para a interac@o entre as populacdes (j = 1).
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3 Primeiro modelo: crescimento linear

A primeira variante do modelo considera um crescimento dependente do tamanho
das populagdes. Por isso, faz com que o termo referente ao crescimento natural das
populagdes seja linear, proporcional a taxa de oviposi¢cdo das fémeas e ao tamanho da
populacdo. Assim, este modelo é caracterizado por

O (M) = anM
{ (I)Q(G) = Oé4G,

onde o, € a taxa de ovos que vao originar pupa da praga e a4 € a taxa de oviposicao da
fémea do parasitbide.

Portanto, substituindo os termos acima em (1), a primeira variante do modelo ma-
tematico proposto é descrita pelo sistema de equacdes diferenciais ordinarias

( dP
E = ()[2]\42 — (0[1 +M2)P — ]ﬁPG
dM
P — M
dt
il (2)
i ayG? — (a3 + py) L + ko PG
dG
|~ wk TG

Este sistema dinamico sera estudado em regime estacionario.

3.1 Populagdes isoladas

No equilibrio, as quatro equagdes do sistema em (2), quando k; = ko = 0, podem ser
desacopladas em dois sistermas com duas equacdes cada. Esta situagdo representa as
duas populagdes isoladas.

Os pontos de equilibrio podem ser expressos em termos de

[051e%

Ril=—F""-—"2— 3
! pr (0 + p2) ®)
€ Q30
Ry= ——24 4
2 s (o + fiq) @)

Observe que R, refere-se a praga e R, ao parasitoide. Ambos estdo relacionados a ca-
pacidade de producdo de descendentes viaveis. Por exemplo, para R; temos: R; =
(arprt) [az (ar + p2) '], onde (ay + pp) ' € avida média da fase de pupa; ay (o + p2) ™
é a probabilidade das pupas que sobrevivem este periodo originarem adultos; y;' € a
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vida média do inseto adulto e a,u; ' € a quantidade de ovos viaveis postos por um in-
seto adulto que sobrevive este periodo de tempo. Uma interpretacdo semelhante pode
ser feita para R.
Cada uma das populacdes isoladas apresenta dois pontos de equilibrio. O primeiro
é dado pelas solugdes triviais Nj; = (0,0) e Nj; = (0,0), e o segundo é dado pelas
solucgbes nao-triviais
Niy = (P 35) = (4R Ry -
Ny = (T2, Go) = (285, B3,
onde Ny, e N}, sdo os pontos de equilibrio da populagdo da praga e Nj; e N/}, sdo 0s
pontos de equilibrio da populagdo do parasitoide.
Para as populacdes isoladas, as matrizes jacobianas dos dois sistemas sdo dadas por

Jl _ ( —Q1 — U2 QfQM ) e J2 _ ( —Q3 — U4 20640 ) ’ (6)

(631 M1 (6% —H3

onde J; é a matriz jacobiana das equagfes em (2) referentes a populacdo da praga e J; é
a matriz jacobiana das equacdes em (2) referentes a populacdo do parasitoide.

Para o estudo da estabilidade local dos pontos de equilibrio & necessario analisar o
polindmio caracteristico dado por

T (\) =det (J — AI) =0, (7)

onde det (-) € o determinante da matriz. Assim, deve-se encontrar os autovalores \; e A,
da matriz jacobiana do sistema, calculada no ponto de equilibrio em estudo. Se a parte
real de todos os autovalores for negativa, entdo o ponto de equilibro é estavel [5].

Para sistemas com duas equacdes diferenciais ordinarias, a analise da estabilidade
do ponto de equilibrio é dada pelas raizes do polindmio de segundo grau, ou ¥ (\) = 0.
Assim, para que o ponto de equilibrio seja estavel deve-se ter

tr (J[Na]) <0 (8)

det (J [Nu]) > 0, (9)

onde ¢r (-) indica o traco da matriz. Caso estas condi¢des sejam satisfeitas, o ponto de
equilibrio é estavel [5].

Assim, a partir do jacobiano no equilibrio, as condi¢des (8) e (9) mostram que as
solucdes triviais N, (populacdo da praga) e N}, (populacdo do parasitoide) sdo pon-
tos de equilibrio estaveis, enquanto que as ndo triviais Nj, (populagédo da praga) e N,
(populagdo do parasitoide) sdo pontos de equilibrio instaveis.

Analisando qualitativamente as solug¢Ges ndo-triviais N}, e N3, no plano de fase, ve-
rificamos que um pegqueno aumento nas populacfes em torno destes pontos de equilibrio
resulta em uma explosao populacional. Por outro lado, um pequeno decréscimo faz com
que as populagdes se extinguam. Por isso, 0s pontos N}, e N4, sdo chamados de pontos
de ruptura (“breaking point”).
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3.2 Interacdo entre as populacdes

Para as duas populagcdes em interacdo, obtemos dois pontos de equilibrio. O primeiro
ponto €& a solugdo trivial Nj; = (0,0,0,0), e 0 segundo, o0 n&o trivial, &€ dado por N}, =
(P27 M27 L27 GQ); onde
( P aup? (g + po) ki ps (s + p1a)

2 Adagy + kikop?  adanazay + kikoaizu?

L = (o1 + piz) ok papg (o + pa)
2— "9 L oo 112 2 Lok 2
Qa0 + RiRgfl]  QfQ0g0y + RiRaog iy

(10)
Y p(as +pa)  kopfus (antpe)  kikoping (o + pa)
2 aday alagasay + kikopias  alagadad + kikoodaupd
s (as+pa)  kopf(an+pa)  kikopips (s + )
L 2 00y adaoy + kikop?  adanazad + kiksazagp?

Note que deve-se ter L, > 0 e G, > 0 em (10). Assim, para a existéncia de N.,, é
necessaria que seja satisfeita a condigao

?2 < M3 (Oé3 + :1464)7 (11)
azky

ou seja, para 0 < P, < s (as + uy) koaz ' obtém-se valores positivos de L, e Gs; para
Py > ps (as + pg) ke !, entdo Ly e G, sdo nulos.

Para o estudo da estabilidade local dos pontos de equilibrio, & necessario analisar a
expressao da matriz jacobiana do sistema dado por (2), ou seja

—OQ — U — le 20&2]\/[ 0 —l{lp
_ aq —H1 0 0
/= koG 0 —asz—ps 204G+ kP (12)
0 0 a3 —H3

Observe gue a matriz expressa acima calculada na solugéo trivial N};, ou seja, J [N{,], &
uma matriz bloco diagonal. Portanto, & possivel analisar as condi¢cdes em (8) e (9) para
cada submatriz, obtendo condic@es idénticas a analise de Nj, e NJ;. Assim, através de
manipulagdes algébricas, resulta que N}, € um ponto de equilibrio estavel.

A estabilidade local de N\, pode ser avaliada através de processos numeéricos, de-
vido a dimenséo e complexidade da analise da expressdo (7) , com a matriz jacobiana
do sistema expressa em (12). Porém, como N{, & um ponto de equilibrio sempre estavel,
espera-se verificar numericamente que N/, é, novamente, um ponto de ruptura (“bre-
aking point”) e, dessa forma, seu equilibrio & instavel. Em relacdo a “breaking point”,
a interacdo desloca os valores de ruptura para maior e menor, respectivamente, para a
praga e parasitoide, em comparacéo aos valores das populagdes isoladas.
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4 Segundo modelo: controle intra-especifico

O segundo modelo considera que cada uma das populacdes é controlada intrinsica-
mente. Assim, as taxas de crescimento natural das duas populacdes ®;(M) e Po(G) in-
corporam um controle intra-especifico no sentido de evitar a extin¢do e a superpopulagéo.
Portanto, o modelo é caracterizado por

q)l(M) = Oég\/LM
QQ(G) - 054%7

onde 0s parametros «, e a4 apresentam o mesmo significado biolégico do modelo ante-
rior.

Portanto, substituindo os termos acima em (1), a segunda variante do modelo ma-
tematico proposto é descrita por

( dP
E = O[Q\/M_ (Oél +M2)P_k1PG
dM
e omi
il (13)
E = 0[4\/G— (Oé3+,LL4)L+I{?2PG
e
\ % = OégL — ,ugG

Este sistema dinamico sera estudado em regime estacionario.

4.1 Populagbes isoladas

De forma semelhante ao modelo anterior, no equilibrio e para as duas populagdes iso-
ladas, ou seja, para k; = ko, = 0, as quatro equagdes do sistema em (13) podem ser
desacopladas em dois sistemas com duas equagoes cada.
Cada uma das populacdes isoladas apresenta dois pontos de equilibrio. O primeiro
é a solugdo trivial N3 = (0,0) e NZ; = (0,0), e o segundo € a solugéo nao trivial
N = (P E) = (Gt P, 1Y)

a1+p2

Ny = (1. G2) = (i o, 1))

(o3+p14)

(14)

onde R; e R, sdo dados por (3) e (4), respectivamente; N2 e N, sdo os pontos de
equilibrio da populagdo da praga e NZ; e N, sdo os pontos de equilibrio da populagédo
do parasitoide.

Para as populacdes isoladas, as matrizes jacobianas dos dois sistemas sao dadas por

le(_o‘l_m 2&7) e J2:(_O‘3_“4 2%46)7 (15)
(o %1 —H1 as —H3
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onde J; é a matriz jacobiana das equagbes em (13) referentes a populag¢éo da praga e J;
€ a matriz jacobiana das equacdes em (13) referentes a populacéo do parasitoide.

Para o estudo da estabilidade local das solugdes triviais N2, e NZ;, observe que as
matrizes jacobianas dos sistemas nédo sédo definidas nos pontos M = 0 e G = 0. Ana-
lisando a primeira e a terceira equacdes de (13), quando M e G sdo proximos de zero
tem-se que

AP
dL

E >~ 064\/6.

As solucdes destas equacdes sdo dadas em termos de fungBes exponenciais do tipo e,
com a > 0 [2]. Assim, como o lado direito das equagbes & composto por um termo
estritamente positivo, tais solugdes crescem indefinidamente, caracterizando N2, e N2,
como pontos de equilibrio instaveis.

Para o estudo da estabilidade local das solugdes ndo-triviais, a partir dos jacobianos,
dados por (15), nos dois pontos de equilibrio avaliou-se as condi¢des expressas em (8)
e (9). Nao foram encontradas restricbes para que tais condi¢Oes fossem satisfeitas, ou
seja, ndo existe um valor limiar para a estabilidade dos pontos. Portanto, N3, e N2, sdo
sempre pontos de equilibrio estaveis.

4.2 Interacdo entre as populagdes

Para as duas popula¢des em interacé@o, o primeiro ponto de equilibrio é a solugédo trivial
N2 =(0,0,0,0).

No calculo das solugdes nao-triviais, & obtido um polinémio em P (Pol(P)) de quinto
grau e expressdes para M, L e G em fungéo de P dados por

(M = oy Pui?

_ — 217t
L= aza? [Mg (v + 14)° (1 — 7%’232‘124)) }

2]t (16)
— _ 2 «
G = adauz" | s (o + ur) (1—%”

\ Pol(P) = csP" + c4ﬁ4 + 03?3 + cng + ¢ P+ ¢,

onde
s = ok (an + o) iz
ea = — [4n0dkS (01 + p2)” (s + pa) 15" + on 03k ] (17)
¢ = 2uazks (an + pig) pi” [2 (cn + pa2) (s + pa)” + (o + p2) (o3 + pa)* +

ajaikips®] + dana3adks (as + pa) p3°
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¢y = — {4pnagks (o + pa) (o + pra) pi3 ' [(Q + po) (3 + pa)? + aBadkipz®] +
Gaadadks (as + pia)° 1s°}

12 _
c1 = pa [(a1 + p2) (o3 + 1) + 030dkipz®]” + donodasks (as + )’ g

co = —ayad (a3 + pus)*

Observe que cs, c3, ¢, > 0 € ¢4, c2, g < 0 e, portanto, o polindmio em P pos-
sui pelo menos uma raiz (ou trés ou cinco raizes) real positiva. Através de um algo-
ritmo numeérico é possivel obter as raizes reais positivas do polindmio em P e, conse-
quentemente, os valores correspondentes a M, L e G em (16). Cada solugdo NZ., =
(P, M;, L;, G;) corresponde a um ponto de equilibrio do modelo proposto.

Da segunda equacéo de (16) observa-se a mesma condi¢do expressa em (11), com
P no lugar de P,. No modelo de crescimento linear a condicdo (11) relacionou-se
com a existéncia do ponto de equilibrio. Neste modelo, porém, esta condi¢cdo separa
duas regides de comportamentos diferentes. Se (11) for satisfeita, entdo P tem valores
proximos aos dados por (14) e em caso contrario, P tem valores proximos de zero.

Para o estudo da estabilidade local dos pontos de equilibrio & necessario analisar a
matriz jacobiana do sistema em (13) dada por

—O — U — le Q\O}QM 0 —k'lp
o — 1 0 0
J = 18
kQG 0 —Q3 — U4 2?(/4@ + k'zp ( )
0 0 o7 —H3

Observe que a matriz acima nao é definida para a solucdo trivial. Assim, a analise da
estabilidade de N7, deve ser feita de modo semelhante a realizada para os pontos N2
e NZ;, ou seja, através da analise da primeira e terceira equacdes do sistema em (13).
Desta forma, conclui-se que o ponto N é instavel.

Para cada ponto de equilibrio ndo-trivial, obtido a partir de (16) e (17), deve-se es-
tudar a estabilidade local do ponto através de processo numérico, procedendo a analise
da equacdo em (7).

5 Terceiro modelo: capacidade de suporte do meio-ambi-
ente

A terceira variante do modelo genérico inclui um fator limitante para o crescimento
natural das populagdes, ou seja, o crescimento de ambas as populacdes é controlado
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pela capacidade do meio-ambiente. Assim, este modelo é caracterizado por

onde a5 e o, possuem o mesmo significado dos modelos anteriores e 0s parametros ¢; >
0 e co > 0 referem-se aos limites superiores que as populacdes M e G, respectivamente,
atingem decorrentes da capacidade limitada do meio.

Assim, substituindo os termos acima em (1), a terceira variante do modelo é descrita
por

( dP
E:OQM< _CMf) —(ozl—i—ug)P—klPG
M
d— = O[lp — ,LLlM
e (19)
E :Oé4G <1 — %) — (Oé3+,LL4)L+I{?2PG
dG
\ E = OdgL — ,ugG

Este sistema dinamico sera estudado em regime estacionario.

5.1 Populacdes isoladas

No equilibrio, as equacgdes do sistema (19) com k; = k, = 0 podem ser desacopladas em

dois sistemas com duas equacgdes cada, representando as duas populagdes isoladas.
Cada uma das populacBes apresenta dois pontos de equilibrio. O primeiro é a

solucdo trivial N3, = (0,0) e N3, = (0,0), e 0 segundo é dado pela solu¢édo nédo-trivial

aq

N = (PulE) = (2 [1- R ] 1= 7))
N3, = (L_Q,@) = <“§—§2 [1 — R;l] , Co [1 — R;1]> ’

(20)

onde R; e R, sdo dados por (3) e (4), respectivamente; N3, e N3, sdo os pontos de
equilibrio da populagdo da praga e N3, e Ng, sdo os pontos de equilibrio da populagéo
do parasitoide. Note que para a existéncia de N, deve-se ter R; > 1 e para a existéncia
de N, deve-se ter Ry > 1.

Para as populacdes isoladas, as matrizes jacobianas dos dois sistemas sdo dadas por

_ _ 20M _ _ 204G
J = ( (a1 4 p2) an — =2 ) e Jy = < (a3 + pa) aq — = ) ’ 1)
oy —H1 Qas —H3

onde J; & a matriz jacobiana das equagbes em (19) referentes a populag¢édo da praga e J;
€ a matriz jacobiana das equacdes em (19) referentes a populacéo do parasitoide.
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Para o estudo da estabilidade local dos pontos de equilibrio deve-se avaliar as condi-
cOes apresentadas em (8) e (9). Assim, a partir do jacobiano calculado nos pontos de
equilibrio, decorre que as solugdes triviais N3, e N3, sdo pontos de equilibrio estaveis se
Ry < 1e R, < 1, respectivamente. Caso contrario, tem-se que as solu¢des ndo-triviais
Ng, e N3, passam a ser pontos de equilibrio estaveis se R, > 1e R, > 1, respectivamente.

5.2 Interagdo entre as populagdes

Para as populagdes em interacdo obtemos dois pontos de equilibrio. O primeiro € a
solugdo trivial N7, = (0,0,0,0), e 0 segundo é asolugdo ndo-trivial N7, = (PQ, My, Lo, GQ) ,
dada por

(__ . 01041044/@ (041 + o + Czkl)
Py =— 5 (Rs — 1)
Q7020 + ClCQOéLulklkg

T = Qe (a1 + pi2 + coki)
=
06%062044 + Cngu%klkz

(Rs—1)
(22)

2

— Coli3 -1 creaptpisks (0n + po + coky)

Ly=—"=(1—-R Ry —1
2 Q3 ( 2 ) * ()[%()[20[3064 + Clcgu%agk’lkg ( 3 )

— crcapilks (g + po + cok

s = oy (1- RyY) ¢ cetibelon Ty teoks) )

2 2
L QO 0y + clcgullﬁkg

onde
ooy + coo pu pisky (o + fug)

Ry = , 23
’ agogagfer (o + po + coky) (23)

e R, é dado por (4).

Observe que deve-se ter P, > 0, M, > 0, L, > 0e G, > 0 em (22), implicando,
pelas expressdes de P, e M,, em Rs > 1. Pode-se mostrar que a coexisténcia entre as
populacdes é possivel quando R; > 1e R, > 1l ouquando Ry > 1e Ry, < 1. Esta
proximidade depende dos valores dos parametros e mais diretamente de k;.

Note que a expressao de R3; em (23) pode ser vista como o quociente de duas fungdes
lineares em k;. Analisando as condi¢gbes em que estas retas crescentes se interceptam e,
portanto, quando as condigdes de existéncia de N}, sdo satisfeitas, &€ obtido um limiar
para k; dado por

_agaup (Qq + ) — a1onasay

k* )
Y copps (0 + p1a) — ooy

(24)

Assim, para 0 < k; < k} as duas condic@es de existéncia da solugdo N}, sdo satisfeitas.
Para k; > k] a populacdo da praga é deslocada, passando a existir apenas a populagéo
do parasitdide. Note que para k; = 0 tem-se R; = R; e para k; muito grande, R3 tende
aR;'.
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Para o estudo da estabilidade local dos pontos de equilibrio deve-se analisar a matriz
jacobiana do sistema (19) dada por

— (1 + p2) — k1G az — —20‘021M 0 —k P
— Qi —H1 0 0
! koG 0 — (o3 + pa) g —2E 4P (25)
0 0 as —H3

7

Observe que a matriz expressa acima calculada na solugéo trivial N, € uma matriz bloco
diagonal. Portanto, mais uma vez é possivel analisar as condi¢des em (8) e (9) para cada
submatriz, obtendo condic@es semelhantes a analise de N3, e Nj;. Assim, tem-se que se
R; < 1le R, < 1entdo N7, € um ponto de equilibrio estavel.

A estabilidade local da solugédo ndo-trivial pode ser estudada através de processos
numeéricos, procedendo a analise da expressdo (7), com a matriz jacobiana em (25) cal-
culada no ponto N3,.

Estes resultados podem ser melhor compreendidos na proxima subsecao.

5.3 Capacidade ilimitada: (¢ c2) — oo

Para a capacidade ilimitada do meio-ambiente, ou seja, (¢ c2) — oo, 0S termos referen-
tes ao crescimento natural das populagdes passa a ser constante, proporcionais apenas
as taxas ay e ay. Assim, as fungdes @, (-) e @, (-) SA0 expressas por

(I)l(M) = (29
CI)Q(G) = Qy,
e a terceira variante do modelo genérico passa a ser caracterizada por
( dP
E = O[QM — (a1 +M2)P— ]ﬁPG
dM
W = O[lp — ,LLlM
il (26)
== asG — (a3 + pa) L + ko PG
dG
\ E = Oé3L - ,LL3G

No equilibrio, quando k; = k; = 0, as populagdes isoladas apresentam o ponto de
equilibrio trivial. Para o estudo da estabilidade local das solugdes triviais, analisando
as solugdes do tipo N(t) = ve* para cada populagdo, com A sendo os autovalores do
polinbmio caracteristico associado ao sistema linear, tem-se que se R; < 1 a solucgdo tri-
vial para a populagdo da praga € um ponto de equilibrio estavel. De modo semelhante,
se Ry < 1 a solucéo trivial para a populagdo do parasitdide também é um ponto de
equilibrio estavel.
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Ao fazer (ci,c;) — oo 0s equilibrios ndo triviais dados por (20) ndo desaparecem;
pelo contréario, todas as populacdes crescem indefinidamente, devido a ndo limitacao
dos recursos. Por isso, por exemplo, se R, > 1 e Ry, < 1, entdo a populagédo da praga
explode e a do parasitbide tende a extingado.

Para as duas populacdes em interacdo, obtemos dois pontos de equilibrio. O pri-
meiro é a solucgdo trivial e 0 segundo é a solugdo nao-trivial dada por

(= p3 (s + pg)
P=——"(1-
ks (1= Ry)
o= Qslas ) g
piosky 27)
—  pz (o + p2)
L=""_""(R, —1
" (B —1)
o= gy,
\ 1

onde R; e R, séo dados por (3) e (4), respectivamente.
Observe que esta solugdo pode ser obtida da equagéo (22), quando as capacidades do
meio sdo limitadas, tomando os limites (c; c2) — oo. Para isso, reescreve-se (22) como

‘ 2
=~ creoa i ik (o3 + fua) < /
P, = R, + 1) 1-R
2 adasazay + creaoias ik ks 3 ( 2)
7 cireoa i fizk (o3 + fia) < / )
M, = Ro+1)(1—-R
2 06%062063014 + 01020[10[3/,6%]{1]{2 3 * ( 2) (28)
2,2, 2
w7 Cop3 crcappskky (o + pg) < / >
L, = 1—R; R.+1)(1—-R
27 T ( 2') + 20203 + creapiadagkiky \ P +1)( 2)
2,92
; _ cicspipizkiks (o + fua) /
G =y (1— RS 2 (R +1)1—R,
\ 2 2 ( 2 ) + 06%062063042 -+ C1C2,u%0430(4]€1]€2 3 ( 2)
com
R — 30y (Oél + ,ug) (Rl — 1)
L=

copizky (as + pa) (1 — Ry)’

e R, e R, dados por (3) e (4), respectivamente. Assim, note que (27) pode ser obtida a
partir de (28), para ¢; c; — oo. Observe que deve-se ter P > 0, M > 0,L > 0e G > 0
em (27). Assim, para a existéncia da solugdo ndo-trivial decorre que as expressdes de P
e M sdo positivas se R, < 1 e as expressdes de L e G sdo positivas se R, > 1. Assim, a
coexisténcia so é possivel se R, > 1e Ry < 1.

No estudo da estabilidade local da solucéo trivial para as popula¢des em interacao,
verificou-se que a matriz jacobiana do sistema em (26) calculada neste ponto & uma
matriz bloco-diagonal. Assim, de acordo com as condi¢des em (8) e (9) aplicadas a cada
submatriz, tem-se que se R; < 1 e Ry < 1 a solugdo trivial &€ um ponto de equilibrio
estavel.
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A estabilidade local da solucédo ndo-trivial expressa em (27) pode ser estudada através
de processos NUMEricos.

6 Comparacao entre os modelos

O primeiro modelo apresentado considera que as populacdes da praga e do parasitoide
possuem um crescimento linear, proporcional a taxa de oviposi¢do das fémeas de cada
espécie e ao numero de individuos adultos presentes na populacdo. Ao estudar os pon-
tos de equilibrio para as populagdes isoladas (k; = ko = 0), expressos em (5), verificou-
se que a solucgdo trivial &€ sempre estavel e a ndo-trivial € sempre instavel. Uma pequena
perturbacdo em torno deste Ultimo ponto pode levar a extingdo das populagdes ou a
explosao populacional.

O segundo modelo considera uma competicdo intra-especifica que impede a ocor-
réncia de extincao e superpopulacdo. Tal competicdo é bastante comum em populacdes
de insetos, pois a superpopulagdo leva a escassez do alimento e consequente diminuicdo
do nivel populacional. Na analise dos pontos de equilibrio para as populacdes isoladas
(k; = ky = 0), expressas em (14), obteve-se que as solugdes triviais (N3, e NZ) sdo
sempre instaveis e as ndo-triviais (NG, e N3,) sdo sempre estaveis, apresentando sentido
bioldgico. No estudo da interagdo entre as populagdes (k; # 0 e ko # 0) foi obtido um
polindbmio de grau 5 para a variavel P, expresso em (17), e, portanto, obtém-se tantos
pontos de equilibrio N quantos forem o nUmero de raizes reais positivas do polinémio.
A condicdo de existéncia de tais pontos, expressa em (11), esta relacionada com a gran-
deza de k,, ou seja, estimando-se a populacdo de P em torno de 10%, tem-se que k;
deve ser menor que 10~°. Ainda, em simulagdes realizadas para a interagéo entre as
populagdes, verificou-se que pequenas oscilacdes em torno deste limite podem implicar
na extincdo de uma das populagbes. Assim, o segundo modelo parece ser extrema-
mente sensivel com rela¢do aos valores dos parametros k; e k., indicando a necessidade
de uma analise adimensional para tentar minimizar os efeitos de tais parametros.

O ultimo modelo apresentado pressupde as capacidades c¢; e ¢, referentes ao meio-
ambiente (por exemplo: alimentacdo do inseto adulto, hiperparasitas, espaco fisico, etc),
como fatores limitantes do crescimento de ambas as populagdes. Os pontos de equilibrio
para as populacdes isoladas (k; = k; = 0) estdo expressos em (20). A estabilidade de
tais pontos apresentou-se relacionada as constantes R; (3) e R (4), respectivamente. Na
interacdo entre as populagdes (k; # 0 e ky # 0), a solucdo trivial é estavel se R; < 1
e Ry < 1. O ponto de equilibrio ndo-trivial dado em (22) apresenta condi¢des de e-
xisténcia relacionadas a R; e R,. Tais condi¢Oes dependem dos parametros do modelo
e de um valor limite para k;, expresso em (24). A coexisténcia entre as populacdes da
praga e do parasitdide é possivel quando R; > 1e R, > 1ouquando R; > 1e Ry < 1.
Em resumo, basta ter R; > 1 e uma condicao fraca para R;.

Quando a capacidade do meio € ilimitada (¢, co — 00), ou seja, ndo existe saturagao,
verificou-se que o modelo 3 é simplicado, passando a ter taxas de crescimento natural
constantes. Porém, ao estudar os pontos de equilibrio para as populac¢des isoladas (k; =
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ks = 0), encontrou-se a solucgdo trivial, que é estavel se R; < 1e Ry, < 1. A outra solucéo,
a nao-trivial, € quando as popula¢des explodem, com a estabilidade dada por R; > 1 e
R, > 1. Na intera¢@o, ambas as popula¢fes sdo extintas se R; < 1 e Ry, < 1. Porém, se
R; > 1e Ry < 1, entdo as populagdes coexistem, com o ponto de equilibrio expresso em
(27).

Para a realizacdo de simulacdes sobre os modelos, deve-se estimar 0s parametros
a;s € L5, de acordo com dados encontrados na literatura ou com a realizagdo de expe-
rimentos biolodgicos. Atribuindo-se diversos valores a k; e ko, pode-se completar nu-
mericamente os estudos referentes a estabilidade dos pontos de equilibrio ndo-triviais.
Ainda, com a analise dos resultados obtidos para os pontos de equilibrio, & possivel de-
finir valores apropriados para os parametros k; e k5, para que os modelos matematicos
propostos representem o fendmeno bioloégico o mais proximo possivel da realidade.
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