Fix) >y
C (w,y) = mxin {w = x} | Fix)>vy
C=ANB C(wy)= m;n {w = x}

C (w,y) = m)zn {w = x}

Fix) >y Clwy) = n;En {w = x}

C (w,y) = rr;in {fwex} Fix)>y
C=ANB C(wy) = n;En {w = x}

Fix) >y Clw,y) = n;in {w = x}

Clw.y) = min {w=x} Fix) >y
Iic = AnB C(w,y)=n:£n{w«-x}
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CAPITULO 1

O Caso Diferenciavel

Esta monografia versa sobre a fungdo custo O seu objetivo é colocar ao alcance dos
economistas rurais, de forma unificada, as principais propriedades da fungdo custo. Esta
dividida em trés capitulos. As questdes mais delicadas foram deixadas para ouiros dois
capitulos. No pnmeiro capitulo, calculo diferencial ¢ o principal instrumento de analise.

O livro do professor Takayama (Takayama, 1991) é uma referéncia atual ao assunto,
fornece extensa lista bibliografica e contém um excelente apéndice matematico. Outra
referéncia € o livro do professor Chambers, reeditado em 1994 (Chambers, 1994). O
leitor de nivel mais avangado deve recorrer ao livro Generalized concavity (Avniel et al |
1988).

Admitimos que os mercados sejam competitivos e que os estados da natureza sejam

conhecidos com certeza, ou seja, a analise ndo incorpora o nsco.

Conhecimentos de Matematica

O simbolo w « z significa w*z = .7, w;z;, portanto, o produto de dois vetores, usamos
também a expressio wz, que significa a mesma coisa, quando x e w forem vetores. Se
forem numeros, a expressdo representa o produto de dois numeros.

O instrumento de analise é o calculo diferencial. O leitor deve recordar as condigdes de
primeira e de segunda ordem para um maximo ou um minimo. E importante saber aplicar

as condi¢des de primeira ordem de Kuhn-Tucker. Recorde-se também dos conceitos
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de fun¢des concavas e convexas, como também daqueles de fung¢des semiconcavas e
SemicCONVeXxas.

1. Pnmeiro problema: sabemos que 0 maximo ou 0 minimo existe num ponto interior
do conjunto de defini¢do da fungdo f{x) Segue-se que as condigdes de pnmeira ordem
se venficam. Se o minimo ocorrer na fronteira do conjunto de definigdo, as condigdes de
primeira ordem podem ndo se venficar. Por exemplo, f(z) = (z + 1) x > 0 Ela passa
por um minimo em x igual a zero, mas a derivada primeira, neste ponto, se iguala a dois

2. Segundo problema: ndo conhecemos qual € 0 maximo ou 0 minimo e desejamos
encontra-lo. A estratégia ¢ igualar a derivada primeira a zero e tentar resolver a equagio
resultante. Isto ndo garante, porém, que a solugdo encontrada seja um mMaximo ou um
minimo. A fun¢do y = z°, definida nos numeros reais, varia de menos infinito a mais
infinito; portanto, ndo admite nem maximo e nem minimo neste conjunto. Mas a derivada
pnmeira é nula em £ = 0. As derivadas sucessivas sdo todas nulas em z = 0 Como
a derivada segunda € negativa & esquerda de zero, segue-se que a derivada primeira €
decrescente & esquerda de 7 = 0. E facil ver que ela é crescente a direita de zero
Concluimos, assim, que o ponto £ = 0 € um ponto de inflexdo.

3. Temos de recorrer 4 condi¢3o de segunda ordem para o ponto em que a derivada
primeira ou o gradiente, no caso de fungdes de varias variaveis, se igualou a zero. Se a
condi¢do de segunda ordem se verificar, temos um maximo local ou um minimo local.
Em certas condi¢des, que devem ser verificadas, o étimo (maximo ou minimo) pode ser
global. Na presenca de restrigdes, as condigdes de primeira e de segunda ordem s3o mais
complexas de verificar

4. Se a matmz hensiana for negativa definida para todos os pontos do conjunto
de defini¢do, a fungdo € estritamente cOncava, se positiva definida, ela é estritamente
convexa. No caso de uma fun¢do real, se a derivada segunda for negativa no conjunto
de definigdo, a fungio é estritamente cdncava, se positiva, ela é estritamente convexa. A
reciproca ndo ¢ verdadeira. A fungdo f(z) = —z, definida no conjunto dos nimeros
reais, € estritamente concava; no entanto, a denvada segunda é nula em £ = 0

Uma fungdo ¢ concava, se e somente se a matriz hensiana for negativa semidefinida

no conjunto de definig#o, para uma fun¢do convexa, requer-se que a matriz hensiana seja



positiva definida.
Note-se que exage-se que a condigo sobre a matnz hensiana seja valida para todos os
pontos do conjunto de defini¢do. No caso da procura de um maximo ou de um minimo,

a exigéncia recai apenas sobre os pontos que satisfazem as condi¢des de primeira ordem.

Defini¢ao da Fun¢ao Custo

A fungdo custo é obtida da seguinte forma:
C(w,y) = min {w * z)

Restrito a:
F(z) >y

Desenvolve-se a fun¢do custo para os pregos de insumos positivos, w > 0. Depois,
estende-se a mesma para w > 0. Do ponto de vista matematico, a parte mais delicada
¢ a extensdo para pregos ndo-negativos, de modo a manter-se a continuidade da fungdo
custo em relagdo aos pregos dos insumos. Cuidaremos desse assunto no Capitulo I1. Para
que exista o minimo, requer-se apenas que F(x) seja semicontinua superior e w > 0.
Adicionamos, contudo, as seguintes restrigdes: F(z) > 0 V z > 0; F(0) = 0; e
limg, oo F(z) = 00, ez > z = F(z) > F(2). Nao ¢ dificil provar que o minimo
existe, quando F(x) satisfaz essas condi¢des e w > 0. Obviamente, trata-se do minimo

global. Para isto, seja F'(z) > y. Defina os conjuntos:

A={z:0< wxzr <w=*i}

B={z:F(z)>y)

O conjunto A é compacto, como ¢ facil de ser demonstrado. O conjunto B ¢ fechado,

porque F(x) é semicontinua superior. Por isso, o conjunto

C=ANB



é compacto. Considere-se que = pertence a C e € factivel, porque F'(z) > y. Portanto,
C(w,y) < w = z. Entre os vetores, z, de B, os candidatos ao minimo precisam satisfazer
w*z < w=7 e assim, pertencem a A. Conclui-se que o minimo ocorre em C, que é um
conjunto compacto. Como w * z € fung¢do continua de x, ela passa por um minimo em C
Dessa forma, C(w,y) é bem definida.

Admitimos, quando o calculo diferencial é usado, que F(x) tem denivadas parciais
continuas até segunda ordem, o que implica a sua continuidade Em certas circunstiancias,
podemos requerer que F(x) seja semiconcava € até semicdncava estrita. A fungdo objetiva
w * £ é convexa. Quando F(x) é semiconcava, o minimo é global, como é facil de
demonstrar. Suponha que ndo. Como F(x) € semicdncava, o conjunto B é convexo. Seja z
o minimo global e seja £ um minimo local, que, por hipotese, nao € global, ou wxZ < w*z.
Para 0 <t <1, z(t) =tZ+ (1 —t)Z pertence a B. Mas wx z(t) = tw* T + (1 —t)w* 1.
Como w * T < w * I, segue-se que w * z(t) < w* I, para 0 < t < 1. Como qualquer
vizinhanga de 7 contém algum x(t), segue-se que Z n3o € um minimo local, que contraria
hipotese feita Portanto, as condigdes de primeira ordem ddo-nos um minimo global que
pode ndo ser inico. Mas se F(x) for estritamente semiconcava e continua, o minimo sera
unico. Suponha que ndo. Agora, temos os dois minimos anteriores, porém globais, ou
seja, w* T = w= 1. Dai se segue que x(t), anteriormente definido, é também um minimo
global. Como F(x) ¢ estritamente semicdncava, tem-se F(z(t)) > ypara0 <t < 1. A
continuidade de F(x) e F'(0) = 0 indicam que existe k tal que 0 < k < 1 F(kz(t)) = y.
Portanto, w * (kz(t)) < w* % = w x Z. Que é um absurdo. O minimo fomecido pelas
condi¢des de primeira ordem €, assim, unico, quando F(x) € estritamente semiconcava e
continua. Quando F(x) € estritamente semicéncava e continua e z > 2 = F(z) > F(2),
as derivadas parciais da fungdo custo em relagdo aos pregos dos insumos existem para
todo y > F(0). Essa proposi¢io é demonstrada no capitulo II.

A fungio de Lagrange é dada por:
Lz, Mw,y) =w*z 4+ Ay~ F(z))

Tendo-se em conta que: = 1,2,... ne que 0 otimo ocorre em (I, A), podemos escrever



as condi¢des de primeira ordem para o minimo, cOmo se segue:

Li =w; — AFy(£) > 0 1.1
i+ (w; — AFy(2)) = 0 (12)
Ly=y-F(z)20 (1.3)
Ax(y— F(z) =0 (1.4)

Se admitirmos uma solug3o interior £ > 0, 1.2, acima, exige-se que:
w; = AFy(£) i=1,2, ..., n (1.5)

Usualmente, admite-se F(x) > 0, que implica ter, pela equagdo acima, A > 0, porque
w > 0, o qual, por sua vez, tendo-se em conta a equagdo 1.4, implica y = F(Z).
Admitiremos a existéncia da solugdo interior. Assim, simplificaremos as demonstra¢des

dos teoremas.

A solugdo do sistema 1.1-1.4 da-nos o vetor da demanda de insumos, ou seja, a
demanda condicionada a y fixo. Adotaremos, contudo, a terminologia demanda de insumo,
eliminando-se da express3o o qualificativo condicionada. O vetor solugdo é fungio dos

pregos (w) dos insumos e do nivel de produgdo (y). Defina

:E(w7y) = (Il(wap))z2(w1p)7 - 7$ﬂ(wap))

Conseqiientemente, C(w, p) = w * z(w, p).

Propried:;des Gerais

As propriedades gerais s3o aquelas que ndo dependem de ser F(x) diferenciavel.

Proposi¢iio 1 .

As propriedades gerais mais importantes s@o as seguinies.

1. C(w,0) =0e C(w,y) >0 paray > 0.



2. Cltw,y) = tC(w,y) para t > 0. Significa que a fung¢do custo é linearmente

homogénea nos preos dos imsumos’ .
3. C(w,y) é fun¢do concava de w. Para w > 0, ¢ fun¢do continua de w.

4 Se w° > w'. tem-se que C(w°,y) > C(w",y), ou seja, a fungdo custo € crescente

nos pregos dos insumos.

5. Sey > z temse C(w,y) > C(w, ). ou seja, para se produzir mais, ndo se gasta

menos.
6. limy_ C(w,y) = oo
7. A fun¢do custo é semicontinua inferior em .

8. Se a fun¢do de produ¢do é semiconcava estrita, as derivadas parciais em relagao

aos pregos dos insumos existem, quando y > 0.

Comentanos:

Os dois ultimos itens serdo demonstrados no capitulo . Embora, durante o desenvol-
vimento, matenha-se w > 0, as propriedades 1-7 continuam verdadeiras quando o vetor
pre¢os dos insumos tiver algumas componentes nulas, ou seja, continuam validas, quando
se estende C(w,y) em w > 0. Para se demostrar as propriedades acima, nio se exige que
F(x) seja diferenciavel e semuconcava. Exige-se, apenas, que tenha as demais propriedades
listadas, ou seja, F(0) = 0, limg, .o F(z) = 00; € F(x) é semicontinua superior em x.
Posteriormente, vamos precisar da diferenciabilidade de F(x).

Demonstragao:

Propnedade 1.

Como F(0) = 0, segue-se, pela definigdo de C(w,y), que C(w,0) < w0 = 0. Como
T 2 0, segue-se que C(w,y) nunca € negativa. Portanto, C(w,0) = 0. Se y > 0, a solugdo

do problema de minimizagdo, proposto no inicio deste trabalho, ndo pode ser z = O,

' Esta propriedade torna invalida a funcdo a + byw, + bows + ...+ banwyn + dy para representar a fungio
custo. Ela sé ¢ linear homogénca emw, se a = d = 0, Se d = 0, o custo total ndo depende do nivel de
producdo, o que ¢ dificll de se aceitar.
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porque F(0) = 0. Em consequéncia, x tem alguma componente positiva. Como w > 0,
segue-se que C(w,y) > 0 paray > 0.

Propriedade 2:

Seja t > 0. Para t = 0, ainda ndo definimos a fun¢do custo.

C(tw,y) = mzin {twxz F(z) > y}

Seja £ a solugdo deste problema. E seja 1 a solugdo do problema de minimizagdo quando

t =1, ouseja, C(w,y) =wx1i. Como F(Z) > ye F(Z) >y, temos
wrxT < wWw*xT
Tendo-se conta que £ > 0,
twxi <twi = tC(w,y) < C(tw,y) (1)

Quando t # 1, Z ¢ a solugdo do problema de minimizagdo proposto. Dai se segue que
twx I < tw * T e, portanto,

C(tw,y) < tC(w,y) (i)
Comparando-se (i) e (ii), temos:
C(tw,y) =tw * z = tC(w, y)

Propriedade 3:

Temos de mostrar que C(w,y) € fun¢do concava de w.

Seja 0 < < 1. Ew(t) = tw! + (1 — t)w? e, ainda, C(w',y) = w' xz' e
C(w?, y) = w?*z?. Finalmente, seja C(w(t),y) = w(t) * z(t). Pela definigio da fungdo
custo, tem-se:

w! x ! <w'z(t), porque F(z(t))>y
w? » 22 < wz(t), porque F(z(t)) >y

Multiplicando-se a primeira desigualdade por t e a segunda por (1-t) ¢ somando-se os
resultados, tem-se:
tw'z' + (1 — t)w?z? < w(t)z(t)

11



E, portanto,
Cltwt 4 (1= Ow? y) > (Cw' y) 1 (1= HC™ ),

ou seja, C(w,y) é cOncava em w.

Corolério | . Para w > 0, C(wy) ¢ fun¢do continua de w.

Demonstrag¢io:

Uma fung¢io concava é continua em qualquer conjunto aberto. Como o conjunto
RY, = {w: w > 0} ¢ aberto, por ser 0 €spago onde C(w,y) ¢ definida, segue-se que

C(w,y) € continua em w > 0.

Coroldrio 2 . C(w + z,y) = C(w,y) | C(z,y). lswa propriedade ¢ conhecida por
superaditividade.

Demonstracgdo:

C{w + z,y) = 2C(w/2 4 z/2,y) pela propriedade 2. Pela propriedade 3,
Clw/2+ z/2,y) 2 1/2C(w,y)  1/20(z,y)

e, assim, fica demonstrado o corolano.

Propnedade 4.

Seja w® > w". Sejam z(w®, y) e T(w",y) 0s pontos nos quais 08 respectivos minimos
ocorrem, ou seja, as solucdes dos dois problemas de minimizagdo. Como elas sdo factiveis
para se obter o nivel de produgdo y e tendo-se em conta a definigdo de minimo e que

w" < u®, segue-se que:
wxz(w,y) < w xz(w’ y) < wxz(u’y)

Conclui-se que C(w",y) < C(w°,y), que é o que queriamos demonstrar.

Propnedade S:

Sejay > z. E facil ver que {2 : F(z) >y} C {z: F(z) > z}. O minimo encontrado
no segundo conjunto nfio pode ser maior do que aquele do primeiro, porque todos os
pontos do segundo conjunto pertencem ao primeiro, o que resulta C(w, z) < C(w, y).

Propnedade 6:
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Por hip6tese, F(x) cresce sem limite com x. Logo, para qualquer y, existe x, tal que
F(z) > y. A propriedade 5 indica que C(w,y) ¢ fun¢do monétona de y. Dessa forma,
quando y cresce sem restriglo, o limite existe, podendo ser infinito. Se a fun¢do C(w,y)
fosse limitada, ou seja, ndio ultrapassasse um dado valor, o limite de C(w,y), quando y
tende para o infinito, seria finito. Como w é positivo, isto implica que x(w,y) seja também
limitado, ou seja, z(w,y) < z, para algum £ > 0 e para qualquer y > 0. Mas, para y
suficientemente grande, F'(Z) < y, o que é uma contradigdo. Assim, C(w,y) tende para o

infinito com y.

Propriedades Especificas

As propriedades s#o designadas de especificas, porque admitimos que C(w,y) tenha

derivada até a segunda ordem em w(derivadas parciais) e y.

Teorema 1 . A derivada parcial da fun¢do custo em relagdo ao pre¢o do insumo fornece

a demanda desse insumo. Formalmente,
OC(w,y) /0w~ zi(w,y)

Demonstragdo;

O teorema do envelope diz que a derivada parcial da fungo custo em relagdo ao prego
do insumo, isto é, exatamente igual 4 derivada da fung¢o de Lagrange em relagdo ao prego
do mesmo insumo, quando x e XA estdo fixados no nivel 6timo. Recordemos a fungdo de
Lagrange:

L{z, \jw,y) = wxz 4 Ay ~ F(z)) (1.6)

(9]4(93, A)/(}w. =T = BC(w,y)/awi

Comentarios:
Este teorema indica o caminho para se recuperar a fungdo de produgdo, quando a
funglio custo ¢ diferencidvel. Deriva-se a fungdo custo em relagdo ao prego de cada

insumo e obtém-se um sistema de n equag¢des em (w;, z;,¥ 7= 1,2,...,n). Eliminam-se



os W’s e, quando possivel, explicita-se y em fungdo dos x’s. Convidamos o leitor a obter

a fungdo de produgdo a partir da seguinte fung¢do de custo:
Clw,y) = wiwy,™%y® 0<a<1b>0
Resposta:
F(z) = (Afzi™)* A=a"°(1 —a)*"’
Note-se que, se b=1, a fungdo de producdo tem a mesma formula da fungdo custo. Nesse

caso, dizem-se reciprocamente duais

Teorema 2 . E simétrica e negativa semidefinida a matriz das derivadas parciais dos

insumos em relag@o aos pregos e ¢é igual a:

Oz, /0w, Oz,/0w, --- azl/&wn\

32€(w y)/aw Sw. — axz/awl arz/ng 8.’132/811),1
) i 7

01, /0w, 0z,/0wy --- 0z,/0wy,

Demonstra¢io. A obtengdo da matriz € imediata. E s6 derivar cada insumo obtido
no teorema | em relagio ao prego de cada insumo. Primeiramente, demonstraremos que
a matriz é simétrica. Pelo teorema 1, 8C(w,y)/6w; -= z,. Logo, *°C(w,y)/0w;0w; =
0z,/6w; Um teorema do calculo diferencial, o teorema de Young, afirma que, quando

as derivadas parciais sdo continuas,
*C(w,y) /ow0w, = & C(w,y)/ow,ow;,

Segue-se que Jz;/8w; = Jr,;/Ow,, ou seja, as derivadas cruzadas sdo iguais.

A matiz D(w,y) = 8°C(w,y)/0w;0w, ¢é negativa semidefinida, porque a fun-
¢do C(w,y) € concava em w. Se a matriz D(w,y) fosse negativa definida, ou seja,
w'D(w, y)w < 0 para todo w > 0, C(w,y), seria estritamente concava em R7T'. . Como ja

sabemos, C(w,y) € concava em R, se e somente se w'Dw < 0 para todow > 0.

Corolario 3 . Como a matriz D(w,y) é negativa semidefinida, um aumento do prego do
insumo T; ndo aumenlard seu consumo. Se a referida matriz for negativa definida, se o

prec¢o do insumo I crescer, teremos uma redug¢do de seu uso.
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Demonstracio:

A veracidade da proposigdo ¢ decorréncia da alternancia dos sinais dos menores princi-
pais sucessivos da matriz D(w,y), quando ela é negativa definida, sendo todos os menores
principais de ordem | menores ou igual a zero. Se os menores principais sucessivos
alternarem sinais e forem todos diferentes de zero, a fungdo sera estritamente concava (a
reciproca desta proposi¢do nio é verdadeira). Neste caso, o aumento do prego do insumo
i reduz seu consumo. Mas note-se que C(w,y) € linear homogénea em w e, portanto, nio
pode ser estritamente concava em w. Em virtude de ser C(w,y) linear homogénea em w,

tem-se:
C((w + aw)/2,9)) = C((1 + a)/2w),y) = ((1 + a)/2)C(w,y) a >0
Se C(w,y) for também estritamente concava, ter-se-a:
C((w +aw)/2,y) > 1/2C(w,y) + 1/2aC(w,y) = ((1 + a)/2)C(w,y)

O leitor, comparando as duas expressdes acima, pode, facilmente, verificar a contradigio.
O teorema 4 enunciara uma condigdo segundo a qual o aumento do pre¢o de um fator

reduzira o seu uso.

Teorema 3 . z;(w,p) 1 = 1,2,...,n é homogénea de grau zero em w e
Z(BQC(w,y)/a'w,an)(wJ) =0
j=1
Demonstragao:
Como C(w,y) é homogénea de grau | em w, segue-se que 9C(w,y)/0w; = z;(w,y)
€ homogénea de grau zero em w e, portanto, 3.7, 9z, /0w; * w; = 0, que € equivalente
ao enunciado do teorema. Dai decorre que D(w,y) * w = 0.

Exercicio: Seja f(x), £ € R", linear homogénea. Demonstre que 9 f(z)/0z, para

1 =1,2,...,n é homogénea de grau zero. Em seguida, prove que 3", fiz, = 0.

Teorema 4 . Suponha que z’'Dz < 0, quando z #* tw { um numero real qualquer,
diferente de 0. Por isto, o posto de D é n-1 e 8*C(w,y/0w,0w, = dz;(w,y)/0w; =

zii(w,y) < 0, ou seja, o aumento do prego de qualquer insumo reduz seu consumo.
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Demonstragdo:

Note-se que D(w,y) é avaliada para w e y usados no problema de minimizagao, por-
tanto, fixos. Por isso, escrevemos D no lugar de D(w,y). Pelo enunciado Dz =0 s6 para
z=tw. Isto implica que

H = {z: Dz =0}
tem dimensdo 1. Um teorema de algebra linear nos diz que o posto de D € n-1. O posto
de uma matriz é o maior determinante ndo nulo que se pode extrair dela, ou equivalen-
temente, o numero maxmo de vetores linearmente independentes que suas colunas(ou
linhas) contém.

A matriz D, como vimos, é negativa semidefinida. Podemos ordena-la de forma tal
que o determinante formado pelas primeiras n-1 linhas e colunas seja diferente de zero.
Seja S a nova matriz obtida de D, pela eliminagdo da coluna e linha n. O determinante
da matriz S é diferente de zero. Por hipotese, 2'Dz < 0 para z # tw. Todos os vetores
que tém a ultima componente nula satisfazem este requerimento, porque w > 0. Portanto,
v'Sv < 0, em que v é um vetor de n-1 componentes. Conseqiientemente, S é negativa
definida. Um teorema de algebra linear nos ensina que os menores principais sucessivos
alternam sinais. Os de ordem | sdo negativos(eles 56 tém um elemento); os de ordem 2,
obtidos pela eliminagio de n-2 linhas e n-2 colunas correspondentes, tém duas colunas
e duas linhas, sdo positivos; e, assim, sucessivamente. Como Jz;/Ow; ¢ um menor de
ordem 1, tem-se 9z1; /0w, < 0.2

Vamos, agora, especializar a fungio de produgio.

Fungio de Produgfo: Linear Homogénea

Teorema 5 . Quando a fungdo de produgdo ¢ linear homogénea, a fungéio custo Jatora-
se num produto de dois fatores C{w,y) = yh(w); um apenas depende dos pregos dos

insumos e o outro é igual a y.

Demonstragio:

2 Por sucessivas trocas de linhas e colunas, podemos levar o elemento x;; para a posi¢do de x;,. Como o
leitor pode verificar, essas trocas sucessivas de linhas e colunas ndo alteram o sinal do determminante,
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A fun¢do custo fatorara na expressio C(w,y) = yh(w) se e somente se C(w,y)/y
n3o depender de w, como o leitor pode facilmente demonstrar.

Recordemos a fung@o de Lagrange:

L(z, \w,y) = w* z + Ay - F(z)) (17)

Na equagdio acima, y e w sdo parametros. Pelo teorema do envelope, quando as derivadas

sdo avaliadas no ponto que corresponde ao 6timo:

ALy = AC(w,y)/dy = A

Numa notagdo simplificada, C,, = A As condigdes de primeira ordem requerem, no ponto

de equilibrio( recorde-se que admitimos Z > 0):

w; =AF; 1=1,2,...,n

Multiplicando-se as equagdes acima por z; e somando-se;
Zw,—:ﬁ,— = X(Z F,'.’fi)
i=1 i=1

Como a fungio de produgdo, F'(z), é linear homogénea:

C(w,y) = AF(#) = My

Porque C(w,y) = ¥ I, w;Z; e, no ponto de equilibrio, F(Z) = y. Segue-se que

~

Clw,y)/y =X

Derivemos agora C/y em relagdo a y, mantendo-se w fixo.

C,—Cly
y

A(Cly)/8y =

O numerador ¢ zero, porque C, = A = C/y. Isto mostra que C/y ndo depende de y mas,
tio-somente, de w. Segue-se que, para todo y > 0, C/y = h(w), ou C(w,y) = yh(w).
Obtivemos também outro resultado importante. Note-se que provamos qhe, para todo

y>0,
C(ws y)/y = i = Cy(w3 y)
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Corolario 4 . Quando a fungao de produgdo é linear homogénea, o cusio marginal é

igual ao cusio médio para todo y > 0 e w fixo.

Comentanos:

(a) Observe-se que, quando a fungdo de produgdo € linear homogénea, tem-se o custo
médio igual ao custo marginal para todo o campo de defini¢do da fung¢do e ndo apenas no
ponto de equilibrio da firma. Em regime de competi¢do perfeita, a firma iguala o prego
ao custo marginal, como vimos. Se o prego de mercado for menor que o custo marginal,
a firma nada produzira. Se igual, a firma pode expandir a produgdo indefinidamente, se a
renda liquida for positiva, e se tornara a tnica supridora do produto, portanto monopolista
Por isso, costuma-se afirmar que uma fun¢do de produgéo linear homogénea é incompativel
com a competigdo perfeita.

(b) Quando ndo se admite uma fun¢do de produgdo linear homogénea e se admite
competigdo perfeita, se as for¢cas de mercado trouxerem o equilibrio para onde o
custo marginal ¢ igual ao custo médio e forem ambos iguais ao preco do produto,
a renda sera exaurida no pagamento dos fatores de produgdo. Assim mesmo, isto so
vale para o ponto de equilibrio. Como C(w,y)/y = p ou py = C(w,y), no ponto de
equilibrio, a renda bruta é exaurida no pagamento dos fatores.

(¢) Esses resultados podem ndo prevalecer numa situagio que envolva incerteza.

Para o desenvolvimento que se segue, precisamos da seguinte proposi¢io:

Proposicdo 2 . Uma fungdo diferencidvel é linear homogénea, se e somente se.
flz) =3 fiz
i=1
Seja F(t) = f(tx) = tf(z) t € um numero real qualquer. Derive F(t) em relagio a t e
vira:
F'(t) = f(z) =) fitz)z;
i=1

Faga t igual a 1, e a primeira parte da proposigio fica provada.

Vamos mostrar que se
f(z) = Zfi:ri
i=1

f(x) € linear homoggénea.
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Faga F'(t) = f(tz), e t € um numero real. Derivando-se em relagdo a t, vira:
F'(t) =Y fi(tz)z:
i=1

Por hipétese,
F(t) = t(g fi(zt)z)

Portanto,
F'(t) 1

t —
=

F(t) t
Integrando-se a igualdade acima,
log F(t) = log(tk)
em que k é a constante de integragdo e k = F(1). Para isso, faga ¢t = 1. Portanto,

F(t) = f(tx) = tF(1) = tf(z), que era o que desejavamos demonstrar.

Funcdo de Produciio: Homotética

Definicdio 1 . Uma fungdo de produgdo diz-se homotética se existir uma fun¢do, R,
definida nos mimeros redis, diferenciavel, monotona crescente estrita, R(0) = 0 e se

y>0, Riy) >0e R(y) >0 e tal que:
G(z) = R(F(z))

e G(x) é fun¢do de produgdo linear homogénea e satisfaz as demais hipdteses de uma
Jungdo de produgdo. Veja a secgdo sobre a defini¢cdo da fungdo custo.
/

Como a inversa de R existe,
F(z) = R"Y(G(z))

que ¢ a definigdo a qual estamos acostumados.
Teorema 6 . A fungdo de produgdo é homotética se e somente se

C(w,y) = R(y)h(w)
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Comentario:

Note-se que a fungdo custo fatora no produto de dois fatores: um apenas depende de y
e outro, sO de w. Essa propriedade é valida em condi¢des muito mais gerais. As hipoteses
feitas garantem que, dado y, existe x, tal que y = F'(z), e, portanto, RF'(z) = R(y).

Demonstragao:

E elementar mostrar que a fatoragio acima s6 & valida, se e somente se a derivada de
C(w,y)/R(y) for nula, qualquer que seja y > 0.

Segjam w > 0 e y > 0, quaisquer.

De G(x)=RF(x), tem-se:

Portanto,
FF=Gi/Ry) :=1,2,...,n

Pelas condig¢des de primeira ordem,
w; = AF; = AGi/R/(y)

Multiplicando-se as igualdades acima por 7, e somando-se,

., G
WiT; = /\
> “RG)
Os valores das varidveis s@o aqueles do ponto de equilibrio. Ora, Y7 | Gi(£)Z; = G(z),
porque, por hipotese, G(x) ¢ linear homogénea, portanto, a igualdade acima pode ser

reescrita como: ‘
AG(2) % ( M
R'(y) R (y)

Ja sabemos que, independentemente de F(x) ser homotética,

C(w’ y) =

Cy(w: y) = A

Sga P(w,y) = C(w,y)/R(y) e derivemos a iguéldade em relagdo a y:

Cy(w,y) — C(w,y)R'(y)/R(y)
R(y)

P'(w,y) =
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Substituindo-se C,(w,y) e C(w,y) pelas respectivas expressdes acima, tem-se que o
numerador € nulo. Conclui-se que P(w,y) ndo depende de y Como w e y sdo arbitranos,

segue-se que C(w,y)/R(y) = h(w), ou,
Clw,y) = R(y)h(w)

para todoy >0 ew > 0.

O leitor tem familiaridade com o diagrama, em duas dimensdes, aquele das 1soquantas.
Ha dois insumos. Cada isoquanta mostra as diferentes combinagdes dos dois insumos que
produzem determinada quantidade do produto. Dado o prego dos insumos, a tangéncia da
linha de pregos com uma isoquanta da a combinagio de insumos que minimiza o custo de
produzir-se a quantidade de produto a que se refere a isoquanta. A medida que se varia
y, os pontos de equilibrio tragam uma curva no primeiro quadrante. Faga o diagrama.
Quando a fun¢do de produgdo € homotética, a curva se reduz a uma linha reta que passa
pela origem. Vamos formalizar essa idéia, admitindo-se uma solugdo interior do problema

de minimizagdo, £ > 0.

Teorema 7 . As duas afirmagdes seguintes sdo equivalentes, quando a fun¢do de pro-

dugdo é homolélica:
1. Seja:
LE(w) = {z >0: F(z)/F;(z) = wi/w; i # j; 1 = 1,2,...,n}

Primeira afirmagdo: Se x pertence a LE(w), segue-se que kx pertence a LE(w)
para k > 0;

2. Segunda afirmagdo:
C(w,y) = R(y)h(w)

Comentano: O sistema de equagdes que define LE(w) compde-se de n-1 equagdes e é
vélido para qualquer y > 0 e w > 0. Para dado y, ele e mais a equagio y = F(z)

determinam x, vetor que minimiza os custos. Escrevemos x(w,y) para indicar que a
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solugdo depende de w ey Seja T € LE(w). Seja y = F(r) Esta equagdo completa o

sistema que define LE(w),e 7 € uma das solugdes do problema de minimizagao
minw » r, restritoa F(r) >y
x

Demonstragao:
1 = 2 Sejaz € LE(w) Note-se que £ € o vetor a partir do qual o raio emana e

y > 0. Nosso problema ¢é encontrar C(w,y), quando y > 0. Por hipotese w > 0.
F(kz) = R™Y(C(kT)) = R '(kG(1))

Ou, tendo-se z = G(1),

Em virtudes das hipoteses feitas sobre R, dado y, existe um unico k, designado por k(y)
tal que R™!'(k(y)z) = y. Podemos escrever.

Por hipotese, k(y)z € LE(w). E k(y)Z é uma das solugdes do problema:
minw %z, st F(z) >y
Consegiientemente,
Clw,y) = wxk(y)T = R(y)(w * (2)/2)

O tltimo fator da igualdade acima, que esta entre paréntesis, €, portanto, fun¢do de w, e |

podemos escrever h(w) no seu lugar. Segue-se que:
C(w,y) = R{y)h(w)

Como w e y sdo arbitrarios, a fatoragdo € verdadeira para todow >0 ey > 0.
2 = 1. Temos de demonstrar que, se z € LF(w), tem-se kz € LF(w) para
k > 0. Existe yx tal que F(kz) = yx. E seja R7'G(z) = y,. Como 2z € LE(w),
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tem-se C(w,y,) = wx z. Mas F(kz) = R™'G(kz) = R~ '(kG(z)) = yx, porque G ¢
linear homogénea. Dai se segue que kG(z) = R(yx). Mas C(w,y:) = R(ye)h(w) =
kG(z)h(w). Contudo, G(z) = R(y,). Portanto, C(w, yx) = kR(y,)h(w) = kC(w,y,).
Em conseqtiéncia, C(w, yx) = w * (k2), que implica que kz € LE(w).

Se as duas condigdes forem equivalentes, a condi¢do 2 implica que a fungdo de
produgio ¢ homotética.

Teorema 8 . A demanda de um fator de produgdo decompde-se no produto de dois

fatores, um deles fungdo de y e outro de w, se e somente se F(x) for homotética.

Demonstragdo:

1. Sejam y > o e fixo e w > 0, variavel. Vimos que F(x) é homotética, se e somente

C(w,y) = R(y)h(w)
Sabemos que IC(w,y)/0w; = z;(w,y). Portanto,
zi(w,y) = R(y)oh(w)/0w; = R(y)hi(w)
Suponhamos, agora, que a demanda de qualquer insumo se decomponha como indicado

pela equagdo acima.

Clwy) = Y wim(w,y) = REHY wihs(w)

i=1

Como C(w,y) € linear homogénea em w,

Y wihi(w) = h(w)
1=1
Conseqiientemente,
; C(w,y) = R(y)h(w)
Quando a fungdo de produgdo é linear homogénea, R(y) =y e
zi(w,y) = yhi(w)

Essa equagdo sugere um teste para a hipotese de que a fung@o de produgdo seja linear
homogénea. Estima-se a demanda, tomando-se o logaritmo da igualdade acima e escolhe-
se uma representagdo adequada para h;(w). Se a formulagio sobreviver ao teste empirico,

as evidéncias ndo negam a hipotese de que a fungdo de produgdo seja linear homogénea.
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Maximizacio da Renda Liquida

Ha dois caminhos para se tratar deste problema. Um deles é escrever o problema de
maximizacdo diretamente e resolvé-lo. O outro caminho € proceder em duas etapas.
Primeiramente, obtém-se a fungdo custo e depois, maximiza-se a diferenca entre a renda
bruta e o custo. Seja L(w.p,y) = py — C(w,y) a fungdo Lagrange, p > 0 é o prego do
produto.

R(w,p) = mgX{py - C(w,y) y>0} = max L(w,p,y) = L(w,p,¥)

Seguiremos este caminho Admitimos w > 0 p > 0 ¢ que a solugdo do problema de
minimizacio de custo € interior. z > 0 XA > 0. Recordemos que, nestas condigdes,
F(3) = y > 0, 8C(w,y)/8y = A = A(w,y), 8C(w,y)/0w, = £, = z,(w,y) e, ainda,
que a matriz [0°C(w,y)/Ow;w;| é simétrica e, pelo menos, negativa semidefinida (ou
negativa definida). |

A solu¢do do problema de maximizagdo acima pode muito bem ndo existir no campo
dos numeros reais: pode ser, por exemplo, infinita. Experimente com a fun¢do Cobb-
Douglas, quando os expoentes somam 1. Vamos supor que a solugdo seja finita e que
y > 0, ou seja, a firma sempre produz alguma coisa no 6timo.

Segue-se:

p=0C(w,y)/0y = Mw,9)

Subsegiientemente, ndo utilizaremos 3 e sim y(w,p) para simplificar a notagio e enfatizar
que o valor 6timo € fungio de w e p. A oferta é, assim, dada por y(w,p). Para verificar-se
1sto, pelo teorema do envelope, basta derivar L(w,p,y) em relacao a p.

A condigio de segunda ordem para um maximo unico pede que —8°C(w,y)/8y? < 0.
Ou,

&*Clw,y)/8y* = M w,y(w,p))/dy > 0

Se a condigdo acima € verdadeira para todo y > 0, entdo C(w,y) € estritamente convexa
para y > 0 e a curva do custo marginal é crescente, no valor 6timo, y(w,p). Por causa da

continuidade da curva do custo marginal (admitimos a existéncia da derivada segunda em
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relagdo a y, y > 0), existe uma vizinhanga em tomo de y 6timo, y(w,p), na qual a curva

do custo marginal é crescente.

Efeito-Preco sobre a Producio Otima

Uma questdo interessante € saber o que ocorre com a produgdo 6tima, quando o prego do
fator i vana, e se permite que o produto cres¢ga. Mantém-se o prego do produto constante.
Para isto, ¢ suficiente diferenciar p = A(w,y), lembrando-se que se trata do y 6timo e

que p € dado constante.
0 =dp = 0N w,y)/0w; dw, + ON(w,y) /By dy

Dai se segue:
_ONw,y)/ow; .

7 =
OA(w,y) /%y
A condigdo de segunda ordem exige, como vimos, 3*C(w, y/dydy > 0. E tem-se:

By /w, = 1,2,...,n

A(w,y)/By = 3*C(w,y/dydy > 0

Portanto, o incremento do preco do insumo 1 tanto pode aumentar, deixar inalterada,
como diminuir a produgdo o6tima, dependendo s6 do sinal de O\ (w,y)/0w;, porque o

outro termo da fra¢do tem sinal positivo, como acabamos de ver.

Defini¢dio 2 . O fator i*'™ é normal se 8x;/dy > 0; é inferior se 3z; /8y < 0.

Teorema 9 . Um aumento do pre¢o de um fator reduz ou incrementa a quantidade otima

do produto, y(w,p), se o fator de produg¢do for, respectivamente, normal ou inferior.

Demonstragdo:

Vimos que
- t1=1,2,...,n
OA(w,y)/8y

Uma aplicagdo do teorema do envelope e do teorema de Young mostra que:

3.%//311)1' =

PC(w,y)/owidy = dxi(w,y)/dy = 8°Clw,y)/Bydw, = dX(w,y)/dw,
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Esta identidade demonstra o teorema, ja que, como vimos,
ONw,y)/0y >0

Outra questio que releva investigar € a decomposi¢do do efeito do incremento do

prego do fator 1 sobre a demanda do insumo 1, nas componentes:
Efeito Total=Efeito Pre¢o (y Constante) +Efeito Vanagao de y

Relembremos que, para y otimo, podemos escrever z; = z,(w,y) = X,(w,y(w,p))

Derivando-se a igualdade acima em relagdo a w;, vira:
Or; [Ow, = 3X;/dw; + (8X,/8y)(0y/dw,)

O pnmeiro termo, que € negativo ou nulo, mede o efeito de substitui¢do, ou seja, o efeito
de um incremento de prego sobre a demanda do insumo i, quando se mantém a produgio
constante; o segundo termo significa o efeito de escala, ou seja, o efeito da variagio do
produto. Sabemos que o primeiro efeito ¢ negativo. Temos de estudar o segundo termo
da decomposigio.

Admitindo-se que C(w,y) tem derivadas parciais continuas e pode ser derivada até a

segunda ordem, vira, tendo-se em conta o que ja conhecemos para y 4timo:

FC(w,y) /0wy = 8X,/dy = *C(w,y)/dydw, = dA(w, y)/dw,

] ) C— _ OMw,y)/ow
Anteriormente, vimos que dy/dw; A (w,y)/3y

Segue-se que
OA(w,y) /Bw;

(9,/2y) @y ) = = (0N w,y) ) (G5B

)

_ _ONw,y)/0w,)?
N w,y)/y

Ja sabemos que o denominador tem sinal positivo. O segundo termo da decomposicio

tem, portanto, também sinal negativo. O efeito total ¢, portanto, negativo.
Sem esforgo adicional, podemos demonstrar uma proposi¢do sobre a curva do custo

marginal. No ponto de equilibrio, temos:

IC(w,y)/0y = w,y)
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que define a curva do custo marginal, CM(y,w). Logo, CM(y,w) = Ay, w). Colocamos
y em pnmeiro lugar para indicar sua condi¢io de vaniavel e o vetor w € o vetor dos
pardametros. A pergunta que se faz é a seguinte: o que ocorre com CM, quando se

incrementa o prego de um insumo? O teorema seguinte responde a questio.

Teorema 10 . O aumento do prego de um fator desloca a curva marginal, CM(yw),
para cima, se o fator for normal, e para baixo, se o fator for inferior.

Demonstragdo:

Foi demonstrada a seguinte igualdade, como sempre valida numa vizinhang¢a do equi-
librio:

OMw,y)/0w; = dzi(w,y) /By = OCM (y,w) /0y
E s6 usar a defini¢io de normal e inferior para verificar que a proposigio é verdadeira.
Por exemplo, se o fator é normal 6CM /0y = Oz;(w,y)/3y > 0.

O leitor deve notar que temos invertida a ordem da diferenciagdo. Tal é possivel,
porque as hipoteses sobre a fungdo custo permitem realizar esta operagdo, ou seja, per-
mitem o uso do teorema de Young. Outro teorema que temos usado é o teorema do
envelope. Ao acompanhar cada passo da demonstragdo, o leitor deve verificar qual teo-

rema foi utilizado. Referimos ao incremento do prego de um fator. Obviamente, poderia

ter sido decréscimo.

Estimacio da Funcido Custo: Restricdes Impostas pela

Teoria

A teoria desenvolvida impde restrigdes & fungdo custo, ou seja, ela tem de satisfazer

determinadas condi¢des. Vejamos alguns casos para agugar a imagina¢do do leitor.

Funcfo Linear
Seja a fungdo custo expressa pela seguinte equagao:
C(w)y) :a()+alwl+0'2w2+---+anwn+by
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Substitua w por tw, ¢ > 0, e vira.
Clw,y) = a + t{ayw, + agwz 4 ...+ anwy,) | by

Como a fungdo custo é linear homogénea em w, precisamos ter ag -~ b — 0 Neste caso,

esta fungdo ¢é impropria para representar a fun¢do custo, porque 0 custo total ndo depende

do nivel de produgao.

Cobb-Douglas
Seja

Clw,y) = Aw{'wy* .. w"y
Observe-se que a fungio custo fatora-se no produtos de dois fatores. um apenas contém y
e outro ¢ fungdo de w apenas. Ja sabemos que a fungdo de produgdo, que é compativel, €
linear homogénea. Como a fungdo custo € linear homogénea, a soma dos expoentes tem

de ser 1,
Za,- = |
i=1

Para obter-se essa relagdo, basta substituir w por tw na fung¢do custo, como fizemos no
exemplo antenor

Exercicio:

Obtenha a demanda do insumo i. Considere trés fatores de produ¢do e encontre
8*C(w,y)/Ow;w;. Relembre que esta matriz é simétrica. Verifique as condigdes para
que isto ocorra.

Faga C(r,y) = Az*z’wy e r = (z,z,w) Designemos a matriz pedida por Q.

a(a —1)/z2 C(r,y) ba/zz C(r,y) ca/wz C(r,y)
Q = ab/zz C(r,y) b(b—1)/22C(r,y) ch/wz C(r,y)
ac/zw C(r,y) bc/zw C(r,y) clc— 1) w2C(r,y)

Por inspegdo, descobre-se que a2 matriz Q € simétrica. Para que a matriz Q seja negativa
definida, temos de inspecionar os menores principais sucessivos. Os de primeira ordem

s3o os elementos da diagonal da matriz Q: estes elementos tém de ser negativos. Assim,
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Gi <0 2= 1,23 Etemos 0 < a < 1,0 <b<lel < c¢< | Lembrese que
at bt c=1,porque a fun¢do custo é linear homogénea nos pregos dos insumos. Em
seguida, verifique o sinal dos determinantes obtidos pela eliminagdo de uma linha e de
uma coluna, ambos da mesma ordem. E tem-se 08 menores principais de segunda ordem.
Eles s3o todos positivos Finalmente, o determinante Q tem de ser negativo, o que no ¢é
dificil de mostrar. Para testar se a matnz Q é semidefinida, temos de venficar todos os
menores de uma dada ordem Ha trés menores de ordem 1, os elementos das diagonaiy
Todos eles sdo nulos ou negativos. Ha trés menores principais de ordem 2. Os trés
menores de ordem dois sdo positivos ou nulos. Finalmente, o determinante de ordem 3,
ou seja, det(Q) < 0.

Exercicio: A fungdo custo é, como vimos, crescente em w e y. Complete o exercicio

anterior, mostrando que implica¢des essas duas propriedades tém sobre os coeficientes da

fungdo custo.

A Fungido Translog

A fungdo translog tem sido muito usada em trabalhos empiricos. Os seus parametros po-
dem ser facilmente estimados, desde que os dados tenham sido gerados por agricultores
que minimizem custos. Caso contrdrio, ndo faz sentido usar a fungdo custo.

Precisamos de um lema que o leitor ndo terd dificuldade em demonstrar.

Lema 1 . Se uma fung¢do real é linear homogénea et > 0 e z > 0,

log f(tz) = logt + log f(z) (*)

Em alguns problemas, é conveniente tomar o logaritmo da fungdo. O lema diz que,
se substituirmos a variavel x por tx(note-se que o logaritmo s6 € definido para os valores
positivos), teremos de agrupar os termos que contém logt e eles igualam-se a 1, que € o
coeficiente de log?, no lema acima.

A fun¢do translog é dada por:

log C(w,y) = a0 + Y _ ailogw; +

i=]
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I/QZijlogwilogwj +

1=1y=1

Y b logw, logy +
(clogy + 1/2d(log y)?)

O termo 1/2 wisa facilitar manipulagdes.

Homogeneidade Linear

Pelo lema anterior, substituimos w; por tw, e coletamos os termos em log¢ Em seguida,

igualamos estes termos a 1, que € o coeficiente de log ¢, como indicado pelo lema.

logt =[> a +

i=1

i=1 j=1

Y blogyl(logt) + 1/22n: Z ai;(log t)?

1=1 1=1 j=1

O termo dentro do colchete tem de ser igual a 1, que é o coeficiente de logt, e o fora
do colchete, 0. Como podemos variar os pregos dos insumos e y(a formula da fungdo
translog € valida para qualquer prego de insumo positivo e y > 0), isto implica que todos
os termos que contém w;, y € w; sejam nulos. Se fizermos w; =1 2 =1,2,---,ne
y = 1, ter-se-a

Yoa =1

=1
Mas os termos dentro do colchete tém de ser nulos para w # 1:

a) Desdobrando-se a soma dentro do colchete em logw, € logw;,

i=1j=1
n n
172375 a;;logw; = 0
i=1j=1
A primeira equagdo pode ser reescrita:

> _(logwi)(ai +an+... +apn) =0

i=1
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Conseqiientemente, para t = 1,2, -+, n,
Ya;=0i=12,...,n
1=1

b) Como 320", 37 aijlogwi = 27_, 7., aijlog w;, tem-se:

iaﬁ =0 7=12,...,n
(=1
c) O coeficiente de logy tem de ser nulo. Tem-se, assim, 3. b, = 0. Se a fun¢do
de produgdio for homotética, o termo b, log w;logy ndo pode estar presente na definig¢do
da fun¢do Translog. Isto implica que b, =0 i=1,2,.- -, n

[0°C(w, y)/Bwidw;]

O teorema de Young requer que a matriz acima seja simétrica. Vejamos que restri¢do é

imposta aos coeficientes. Observe-se que:
dlog C(w,y)/0w; = 1/C(w,y) dC(w,y)/dw,
Derivando-se em relagdo a w;,

& log C(w, y)/Owidw; =

C(w,y) 8*C(w,y)/dwiw; — (3C(w,y)/0w:)(8C (w,y)/Bw;)
Clw,y)?

Equivalentemente,

FC(w, y)/dwidw; = C(w,y) (3*log C(w, y)/dwidw;)

+1/C(w,y) (0C(w,y)/0wi)(dC(w, y) /Ow;)
Na equagio acima, o segundo termo da soma & direita ndo se altera, quando se muda a
ordem de w, e w;. Portanto, para que a matriz seja simétrica, 8% log C(w,y)/Bw;0w;

tem de ser uma matriz simétrica. Tratemos agora de derivar log C(w,y) em relagdo a

wy € o resultado em relagdo a w;. A dificuldade estd com o termo que contém a soma
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dupla Ele pode ser escrto como uma matnz e ¢ so aplicar a regra de denvagao de matnz

Seguiremos. contudo, outrc caminho

n

Zn: i a,, log w, log w, - Z g(I)

=1 y=1 h=1

g(h) = log wy Z an, logw,

j:l
Ha dois casos a considerar para se obter 9(3.) | g(h))/Ouw,
h =1

Ag(v)/ow, = (l/w,)Za.J log w, + log w,(1/w,)a,

2=1

h#i
o(>_g(h)/ow, = (logw,/w,)a,

h#t h#1
A denvada que procuramos € soma das duas denvadas encontradas. Note-se que. na

segunda expressio, falta o termo A — ¢ Mas ele € uma das parcelas da pnmeira equagdo
acima. Segue-se que a derivada da soma dupla em relagao a w; e igual a’
(I/Qw‘)[ZaU log w, + Z ay, log wy  (*)]
Jj=1 h=1
Os demais termos de dlog C(w,y)0w, nao contém w; Derivando-se o resultado

encontrado em relagao a w;, vira:

(1/2)(V/wiw,)|a,; + a,,]

e a simetna buscada sO ocorrera se a;; = aj, € aqui esta um conjunto de restrigdes

adicionais. Dai se segue:
dlog C(w,y)/dwidw; = aij/wiw; = ayi /ww;

Tendo-se em conta o resultado acima, a derivada da soma dupla em relagdo a w;,

obtida em (*), pode ser simplificada, porque as duas parcelas que a compdem sio 1guals.

l/wf[i: aijlogw;|  (¥x)

=1
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Obtém-se pelo teorema do Envelope:

dlog C(w,y)/Bw; = 1/C(w,y) OC(w, y)/dw; =

C(w,y)

Tendo-se em conta (**),

dlog C(w,y)/0w; = 1/wila; + Y a;;logw; + b;log y|
3=1
Portanto,

x; n
! = 1/wila; + ai;logw; + b, lo
Clu,g) ~ /Wl 2 elogm; b logy]

Multiplicando-se por w;,
si(w,y) = wizi/C(w,y) = a; + >_aijlogw; + bilogy i =1,2,...,n
=1
O lado direito da equagdo acima € observavel. Trata-se da participagdo do fator i no custo

total. A equagdo acima permite, assim, estimarem-se seus coeficientes. Mas sé temos

n — 1 equagdes para se estimar, porque > I, 3;(w,y) = 1.

Homoteticidade

Se a fun¢do de produgdo é homotética, tem-se: log C(w,y) = log R(y) + log h(w).
Na defini¢do da fungdo de custo translog, nenhum termo pode conter produto do tipo
logwlogy. Conseqiientemente, 3, b;log w;logy = 0, o que implica que b; =0 : =
1,2,---,n. Se nés pudermos rejeitar a hipotese b, = 0 7 = 1,2,...,n, teremos rejeitado
a fungdo de produgdo homotética. Se ndo pudermos rejeitar essa hipotese, ndo € o caso
de se afirmar due a fungo de produgio seja homotética (Bemndt Christensen, 1973).

Exercicio:

Como a fun¢do custo é crescente em w e y, que restrigdes essas duas propriedades
impdem sobre os coeficientes da fun¢do translog? Digamos que a fung¢do custo seja
estritamente concava em w. Portanto, os menores principais sucessivos alternam de sinal,
sendo 0 menor principal de ordem 1 negativo. Que implica¢des essa prdpriedade tem

sobre os coeficientes da fungdo translog?
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Tépicos Adicionais

Nesta secdo, abordam-se topicos importantes, mas sem a preocupagdo de organiza-los de
acordo com algum critério. Precisamos, contudo, de alguma preparagao

Defini¢ao 3

Em fun¢do das hipoteses sobre F(x), V(y) € nao vazio, fechado e convexo e se y > 0,
entior =0 ¢ V(y).

Definicao 4
Vi={z: wxz > Clw,y) Vw > 0}

A letra d significa dual e €, assim, em relagdo a V(y).

Defini¢io S
Cw,y) = min{w*z z € V¥(y)}

O teorema seguinte mostra que, conhecida a fungao de custo, ¢ possivel recuperar-se a
fun¢do de produgdo que lhe deu origem. Se V(y) for um conjunto convexo, ou, equiva-
lentemente, se F(x) for uma fungdo semiconcava, o teorema enunciado a seguir mostra
que V(y) = V4(y), o que facilita a recuperagdo da fun¢io de produ¢do. Mesmo que essa
hipotese nio se venfique, tem-se que C%{w,y) = C(w,y). O teorema da dualidade ndo
depende da hipotese de que F(x) seja diferenciavel. Em compensag¢do, ndo oferece um
caminho simples para se realizar a recuperag¢do da fungdo de produgio, como é possivel
fazé-lo no caso diferenciavel. O leitor pode verificar que F(x), abaixo definida, tem todas
as propriedades de uma fungdo de produgdo, a qual sera semiconcava se V(y) for um

conjunto convexo. Veja, sobre isso, o Capitulo II.
F(z) = max{z € V(y)}

Teorema 11 .(Teorema da Dualidade)
As seguintes afirmagdes sdo verdadeiras:
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I Vi) C Vi)
2. Vi(y) = V(y) se V(y) for conjunto convexo.
3. CYw,y) = C(w,y) para todo w > 0.

Comentano: O item 1 € muito facil de se verificar. Pela defini¢ao de C(w,y), se x pertence
a V(y), e, portanto, w * z > C(w,y) para qualquer w > 0 Logo, z € V4(y) e tem-se
V(y) € V¥y) O item 3 ndo oferece maiores dificuldades Note-se que n3o se exige
que V(y) seja conjunto convexo. Tem-se C"(w,y) < C(w,y), porque V(y) C V%y).
Suponha que, para algum w > 0, a desigualdade C?(w,y) < C(w,y) se venifique Seja
z tal que w * z = C%w,y) Como z pertence a V4 (w, y), segue-se que;

wrz > Cllw,y) Yw >0

Em particular, para aquele w para o qual a desigualdade € estrita, deve-se ter w * z >
C(w,y), que contradiz C%(w,y) < C(w,y)

Vejamos a demonstragdo do item 2. Sejam w e y fixos e positivos. Exige-se conhe-
cimento do teorema de separagdo de conjuntos convexos. Pelo item 1, V(y) C V4(y).
Suponha que exista g em V*(y) e que q ndo pertenga V(y). Portanto, V(y) é subconjunto
proprio do R} e ndo vazio. Pela definigdo de V¢(y), q é diferente de zero e ¢ > 0. Como
V(y) ¢ conjunto fechado e convexo, pelo teorema de separagdo de conjuntos convexos,

existe um vetor u, diferente de zero, e u € R" e

uxz >uxq z€ V(y) (¥

Vamos mostrar que z > 0. Digamos que u tenha uma componente nula ou negativa. Seja
esta componente u,, sem perda de generalidade Como, por hipétese, lim,, .o F(z) = 00,
o vetor x que tiver todas as componentes nulas, exceto a primeira, pertencerda a V(y),
quando z; > 7, r é um numero positivo adequado. Se a componente u, for negativa,
a desigualdade (*) ndo sera verdadeira depois que a primeira componente x ultrapassar
determinado valor. Logo, u ndo pode ter uma componente negativa. Suas componentes

sdo nulas ou positiva e, pelo menos, uma positiva, se uma componente de u for nula,
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escolha x de modo que a unica componente posiiva seja a correspondente aquela nula
de u e de valor tal que 7 € V' (y), eter-se-a 0 = u*1 > u *q, 0 que € impossivel
porque ¢ > 0 e u ndo tem componentes negativas Consequentemente, u > 0 Seja r
urna solu¢do do problema de minimizagao e, obviamente, T pertence a V(y) Segue-se
que u*q < ux1 = C(w,y), que contrana a definigdo de V%(y) A contradigido obtida

demonstra que q pertence a V(y) € V4(y) = V (y). quando V(y) é um conjunto convexo.

Funcio de Produc¢io de Leontief

A definigdo da fungdo de produgdo de Leontief ¢ dada a seguir.
Definicdo 6

F(z) = min{z,/a),15/09, -, Zp/an @, > 0 i = 1,2,---,n})
Da definigéio, segue-se que:
V(y)'—"—‘ {I: Ii/ai 2 y 1= ],2,"',”}

E facil mostrar que esse conjunto € convexo e, portanto, V (y) = V4(y). Digamos que o

objetivo é produzr y unidades do produto. A formula acima nos diz que se deve ter
Ti/ar = z2/ay = 1o /e, =y

Temos, assim, z; = a;y i =1,---,n. O custo de produzir y é dado por:

Clw,y) = (Y w, v arly

A funcdo de produ¢do de Liontief ndo tem derivada em todos os pontos em que é definida. -
Satisfaz, contudo, as quatro propriedades que estdo enunciadas no inicio deste capitulo,
como o leitor pode verificar. A fatorago dg fungdo custo ¢ valida também para fungdes
de produgio homotéticas e que ndo sejam diferenciaveis. A fungio custo, deduzida acima,
indica que a fungdo de produgdo de Leontief é linear homogénea. O leitor pode verificar
isto diretamente a partir de sua definigdo.
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Considerando que temos uma fun¢do custo como a introduzida acima, que tipo de
fungdo de producdio deu ongem a ela? Um caminho é construir o conjunto V4(y), que é

aquele que seguiremos.

Vi) = {z: w*z > (iw,-*ai)y‘dw > 0}

Equivalentemente,

n

Vi) = {2 Y wilz - ay) > 0w > 0)

i=]

Resta saber se € possivel ter-se uma parcela da soma negativa e as demais de tal valor
que resultem numa soma ndo-negativa. Tal n3o é possivel. Para simplificar, digamos que
wy(zy, —a;)y < 0 e w;, > 0. Mantendo-se as demais componentes de w constantes e
deixando w, crescer sem limites, encontrar-se-a um w > 0, a partir do qual a soma ficara

negativa. Ndo se pode, assim, ter nenhuma parcela da soma negativa. Segue-se que
Viy)={z:z; > aiyi=1,2,---,n}

e, portanto, V4(y) = V(y). Portanto, a fungio que deu origem a C(w,y) ¢ a fungio de
produgéo de Liontief.

O leitor pode estar interessado em saber a forma das isoquantas da fun¢do de Liontief.
Seja y fixo. Pelo que vimos, tem-se z; = a,y € 5 = apy. No diagrama em que 1,
¢ o eixo horizontal e z, é o eixo vertical, coloquemos o ponto (z,,z;) definido pela
igualdade acima. Se variarmos z, e T, simultaneamente, y também variara, como indica
a definigdo da fun¢do de Liontief. Como y estd fixo, s6 podemos vanar, de cada vez,
uma das coordenadas do ponto em questdo. Mantenha a ordenada fixa em z, = a,y. Pela
defini¢3o da funglio de Liontief, s6 podemos aumentar r, e nunca diminui-lo. Mantendo-
se a abcissa fixa em z, = a,y, raciocinio analogo indica que s6 podemos aumentar z-.
A isoquanta correspondente a produgdo de y unidades €, assim, retangular, com vértice

em (z, = a1y, T2 = asy).

A Fungéo Custo de Curto Prazo

Pode ocorrer que alguns insumos sejam tais que o produtor n3o os considere no processo

de decisfio, mantendo-os fixos em determinados niveis. Trata-se, portanto, de uma situagio
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de curto prazo. Dividimos o insumo em dois grupos = = (u, z) e 0s pregos dos Insumos
em (w,,w,) € o vetor z ¢ mantido fixo em Z. E obvio que isto é feito depois de se
reordenarem as componentes de x e w, de modo que aquelas que sao variaveis venham
em primeiro lugar.

Defini¢ao 7
L'(y’f):{x:(u,z): =1 F(u,2) >y}

E evidente que V(y,Z) C V(y), porque, em V(y), as componentes z podem vanar.
Definimos

Clw,z,y) = min {wy*rutw, xz (u,z) € V(y, 2)}
Em vista da inclusio de conjuntos acima, tem-se' C(w,y) < C(w, Z,y). Digamos que a
solugdo otima, quando todos os insumos sdo vanaveis, seja dada por z = (u,2) ey = y.
Temos, assim,

C(w,z,y) = C(w,y), quandoy =y

Para outros valores de y, esta igualdade n3o necessita ser verdadeira. A curva de custo de
curto prazo tangencia, assim, a de fongo prazo, no ponto (y,C(w, z,y)) = (y,C(w,y)).
Para outros valores de y, a tangéncia pode nio se venficar, ou seja, C(w, z,y) > C(w,y)
O mesmo pode ocorrer para outros valores de z, quando y € fixo. Tem-se que, para cada
y, as curvas de curto prazo ou tangenciam a de longo prazo ou ficam acima dela. O ponto
de tangéncia € obtido pelo procedimento descrito. Costuma-se, assim, dizer que a curva

de custo de longo prazo € o envelope inferior das curvas de curto prazo

O Principio de Le Chatelier-Samuelson

Para simplificar a exposi¢ao, vamos admitir trés insumos (x,u,z). O insumo z permanece
fixo ¢ os outros dois s3o variaveis. O vetor prego dos insumos é dado por (w,q,r), sendo

w o prego de x, q o prego de u e, finalmente, r o prego de z.

Clw,q,7,z,y) = min{wx*z | gru | r*z, Flz,u,z) > y}

(z.u)

38



designando-se a solugdo 6tima por x(w,q,z,y) € u(w,q,z,y) Note-se que z é uma constante.

A expressdo da fung¢do custo de curto prazo €, portanto,
(/Y(wv(LT) Z’y) = w* I(w\quay) + q* u(w,q, Zvy) +rxz

Admitindo-se z vanavel, e minimizando-se C(w,q,r,z,y) em relagdo a z, obtém-se fun¢ido
custo de longo prazo e x(w,q,ry),u(w,q,ry) € z(w,q,ry) representam a solugao otima
Podemos fixar z em z(w,q,r.y) na fun¢do custo de curto prazo, e é o que faremos de agora
em diante. Escrevemos C(w,q,z(w,q,1,y),y). Note-se que z é fixado no valor z(w,q,r,y).
Isto significa que mesmo que se varie w,q,f € y, Z continuara com o mesmo valor, ou seja,
aquele que z assumiu antes de os pregos dos insumos e y serem mudados.

Pelo teorema do envelope, quando z esta fixo em z = z(w,q,7,y), sabemos que a

demanda de curto prazo pelo insumo x é dada por:

0C(w,q,2(w,q,7,y),y) /0w = z(w, q, 2(w,q,7,Yy),y)

E tem-se z(w,q,7,y) = z(w, q, z(w, q,7,y),y), ou seja, no ponto (w,q,r,y) e z fixo em
2(w, q, z(w, q,7,y)), as demandas de curto e longo prazo tém o mesmo valor. Se van-
armos w, por exemplo, e como mantemos z fixo, esta coincidéncia de valores pode nao
ocorrer. A pergunta que responderemos € o que ocorre com a igualdade acima, quando
permitimos variar apenas w, ou seja, do ponto de vista de longo prazo, permitimos a
demanda de curto prazo por x se ajustar. Permitimos, assim, z variar em resposta a vari-
agdo de w. A resposta € dada por: 9z(w,q,r,y)/0w = dz(w,q,2(w,q,T,y),y)/0w +
(0z(w, g, 2(w, q,7,y),y) /02) * (0z(w, g, T, y) | Ow)

A igualdade acima diz que o ajuste da demanda de longo prazo a uma vanagdo de
w ¢ igual ao ajuste da demanda de curto prazo mais um residuo. Mostraremos que esse
residuo é nulo ou negativo. O residuo nulo ou negativo implica, depois de se notar que
ambos os membros da desigualdade, excluido o residuo, sdo nulos ou negativos, conforme

ja demonstrado:
dzr(w,r,q,y)/0w < dz(w,q, z(w,q,7,Y),y)/Ow

Conclusdo: ai esta o principio de Le Chatelier-Samuelson. Ele afirma que a demanaa ae

curto prazo tem menor capacidade de ajuste a uma variag¢do do prego w que a de longo
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prazo. A mesma proposi¢ao ¢ verdadeira para variagdes dos demais pregos €Y. Cwidemos

de mostrar que o residuo € nulo ou negativo Designemos o residuo por Res

Res = (9z(w, q, 2(w,q,7,y),¥)/0z) * (8z(w,q, 7, y) /W)
Admitindo-se que C(w,q,ry) seja duas vezes diferenciavel e, pelo teorema de Young,

AC*(w,q,r,y)/0row = 3C*(w, q,r,y)/Bwdr
Em vista de C?(w, q,7)/0wdr = dC*(w,q,7)/rdw e, pelo teorema do envelope,
dz(w, q,1,y)/Ow = Oz (w,q,7,y)/0r (1)
De z(w,q,7,y) = 2(w,q, 7, 2(w, q, 7, ), y), vem que.
oz(w,q,7,y)/0r = (8z(w, q, 2(w,q,7,Y),y)/02)(8z/0r) (2)

Substituindo-se (1) em Res e depois (2), vira:

Res = (8z(w, q,7, 2(w,q,7,¥),y)/02)*(8z(w, q,7,y)/9r)

Ora, sabemos que Oz(w, q,7,y)/0r € negativo ou nulo. O outro termo do produto, por
ser um quadrado, é nao-negativo. Segue-se que Res < 0.

A desigualdade pode tormar-se estrita se Jz(w,q,r,y)/0r < 0. Se C(w,q,ry) for
estritamente cOncava em (w,q,r), essa condi¢do serd obedecida. Mas ja sabemos que uma
fungdo linear homogénea nio pode ser estritamente concava. Conhecemos, contudo, uma
condigio suficiente para que isso ocorra, a qual é dada pelo teorema 4.

Outra questdo que deve ter intrigado o leitor € ter-se dado o nome de principio Le
Chatelier-Samuelson a uma mera proposi¢io. A razdo ¢ que Le Chatelier enunciou uma
proposi¢do semelhante no contexto da quimica, que recebeu o nome de Principio de Le

Chatelier. Samuelson introduziu-a na economia.

Elasticidades

Estudaremos dois tipos de elasticidades: elasticidade da demanda e elasticidade de escala.

A elasticidade da demanda de um fator de produgio em relagio a y ¢ assim definida:

€i = (az,(w,y))/ﬁy)(y/z,) i=12,--,n
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Se a fungdo de produgdo for homotética, z,(w,y) = R(y) * hi(w), onde h;(w) =
Oh(w)/0w;. Mas dz(w,y)/0y = h(w)R'(y). Substituindo-se essas expressdes em
€, VIra:

& = hi(w)R'(y)y/h(w)(R(y)) = (yR'(y))/R(¥))

Logo, & = e; , quaisquer que sejam i e j, se a fun¢io de produgdo for homotética. Se
a fun¢do de produgdo for linear homogénea, R(y) = y ¢ R'(y) = 1. Conclui-se que
es=11=1,2,--- n

Vejamos a defini¢io de elasticidade de escala.

E = (3C(w,y)/Oy)y/C(w,y))

Definamos s; = w;z;/C(w,y), que mede a participa¢io dos dispéndios com o fator i
no custo total, quando r; estd no ponto otimo, r,(w,y). C(w,y) = Y, wz(w,y).
Derivando-se ambos os membros em relagdo y e multiplicando-os por (y/C(w,y)), vira,

depois de algumas manipulagdes simples:

E=Y s
t=1

Se E < 1, diz-se que retornos crescentes a escala prevalecem; se £ > 1, retormos
decrescentes 4 escala estdio presentes;, e, finalmente, quando £ = 1, temos retornos

constantes a escala.

Custo Médio

Para y > 0, o custo médio é definido como M(w,y) = C(w,y)/y. Se C(w,y) tiver
derivada no ponto y = 0, segue-se que lim,_,C(w,y) = C'(w,y), ou seja, o0 custo
médio converge para o custo marginal, quando y tende para zero. Note-se que o custo
médio ndo ¢ definido, quando y = 0. Mas, se C(w,y) for diferenciavel em y = O,
podemos estender a defini¢do de M(w,y)da seguinte forma: M (w,y) = C(w,y)/y, y >0
e M(w,y) = C'(w,y), y =0.

Uma questfio que interessa aos economistas ¢ saber se a curva do custo médio passa

por um minimo. A nova defini¢io de M(w,y) permite que o minimo se localize no ponto
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y, quando este € igual a zero, mesmo que M(w,y) seja fungdo convexa de y Se M(w,y)
for fun¢do estritamente convexa € O minimo acontega em y > 0, a curva do custo médio
tera a forma de um U A convexidade estrita de C(w,y) implica que o minimo € unico.
O ramo a esquerda do minimo sera decrescente € aquele a direita, crescente.

Admite-se que o minimo de M(w,y) exista para y > 0 e que seja unico. Uma condig@o
suficiente ¢ a convexidade estrita de M(w,y). Derivando-se M(w,y) em relagdo a y ¢
igualando-se a zero, M'(w,y) = M (w,y)/0y =0 ¢ M"(w,y) = OIM*(w,y)/0y"),

C'(wy) = Cwyly _,
y

M'(w,y) =

Se 0 minimo existir no interior do conjunto de defini¢do, ele ocorrera no ponto em que 0
custo médio iguala o custo marginal. Seja § o ponto onde 0 minimo ocorre. A derivada
segunda é dada por:

CPC"(w,y) + C'(w,y) = C'(w,y) — 29 (C'(w,y) — C(w,y)/y)

M"(w,y) =
Yy
No ponto y = 7, 0 termo entre paréntesis € nulo. Segue-se que
" C"(w,y)
M (w,y) = Yy

Tem-se, portanto, C"(w, ) > 0, para que o minimo ocorra em 3. Quando C"(w,y) > 0,
a fungdo C(w,y) é estritamente convexa em y. Mas C”(w, ) > 0 implica que C'(w,y)
seja crescente numa vizinhanga de §. Nesta vizinhanga, a curva do custo marginal estara,
portanto, abaixo daquela do custo médio a esquerda de y. E acima, a direita desse ponto.
Se o minimo for Unico € a curva do custo médio tiver a forma de um U, a curva do custo
marginal ficard abaixo da custo médio no trecho 0 < y < y e acima dela para § < y.
Como vimos, em y = §, as duas curvas cruzam-se. Elas tém o mesmo valor em y = 0.

Se a fungdo de produgdo for linear homogénea, C(w, y) = yh(w) e, portanto, C(w, y)/y =
C'(w,y) = h(w). As duas curvas sdo paralelas a abscissa, y, e coincidem, assumindo (;
valor h(w). A curva do custo médio ndo tem a forma de um U.

Nas duas proximas proposi¢des, admitiremos que C(w,y) seja duas vezes diferenciavel
emweyequez(wy)>0:1=12---,ney >0 Admitiremos, ainda, uma solugio
interior do problema de minimizagdo e que a curva do custo médio tenha também a forma
de um U.
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Propesicdo 3 . Um aumento do pre¢o do fator x; desloca a curva do custo médio,

Mw,y), para cima.

Demonstragéo:
Pelo teorema do envelope, 0C(w,y)/0w; = z;(w,y) > 0, porque, por hipotese,

zi(w,y) >0ey > 0.
C(w,y)/0wi  zi(w,y) S

OM(w,y) /bw; = =
y y

0

que é o que queriamos demonstrar.

Proposi¢iio 4 . Um aumento do prego do fator x; diminui o nivel de produgdo, ou seja,

reduz y, se e somente se r; = (Oz,/0y)(L) > 1

Demonstragao:

No ponto de equilibrio tem-se C'(w,y) = C(w,y)/y, 0(C(w,y)/y) /0y = M’ (w,y) =
0 e C"(w,y) > 0. Diferenciando-se a igual dade acima, vira, quando apenas y e w; s3o
per mi ti dos variar:

OC (w,y)/Fw
Y

C” (w,y)dy + (8C" (w, y) /dw;)dw; = (

Ydw, + M'(w,y)dy

Ora, no ponto de equilibrio M’(w,y) = 0 e pelo teorema do Envelope, também no ponto

de equilibrio, Mw—';)’)@ = iyi Pelos teoremas de Young e do Envelope, 0C' (w, y) /ow; =

AC?%(w, y) /w8y = 8z;/0y. Efetuando-se as substitui¢des,
C"(w, y)dy + (8z,/8y)dw, = “duw,
)

Depois de manipulagdes simples,
" I
dy/dw; = 1/C (way)(g — 0zi/8y))

dy ;= 1/C"(w,y)(-)(1 = 92:/3y( )
Segue-se que:
dy/du; = 1/C"(w,)(-1)(1 = 1)
Na igualdade acima, o primeiro fator da direita é positivo. O segundo sera negativo, se €

somente se 7; > 1, o que demonstra o teorema.
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Teorema do Envelope

O teorema do envelope tem uma importincia fundamental nos exercicios de comparativa
esthtica. Outros dois teoremas importantes sdo o de Young ¢ o da fungo implicita.
Mas sé cuidaremos de demonstrar o teorema do envelope. Primeiramente, mostraremos
que 8C(w,y)/ow, = z,{w,y). No problema de minimizagio, proposto no inicio deste

capitulo, encontramos as identidades:

wi = Aw,y)Fi(z(w,y)) (1.8)

y = Flz(w,y)) (1.9)
Por hipotese, a solugdo € intenor, ou seja, o(w,y) > 0 e A(w,y) > 0, onde
'T(w\ y) = (Il(wv y))I'z(w)y)v e ,.’IT"('UJ, y))

Note-se que x(w,y) € um vetor ¢ A(w,y) é um escalar. Sabemos que

n

Clw,y) =) wri(w,y)

=1
Admitamos que somente w; vane.
ac(wv y)/&ll)' = I (w) y) + 2 wiaxi (w1 y)/BUJ.
i=1
Vamos mostrar que a segunda parcela da soma é nula. Mantendo-se y constante, e
derivando-se a identidade 1.9 em rela¢do a w;,

0= ): Fi(w,y)0zi(w,y)/ 8w

t=1

Pela identidade 1.8, Fi(w,y) = w;/A(w,y). E tem-se
/A (3 wid 0, 3) o) = O
Como, pela hipotese de haver uma solugdo interior, A(w,y) > 0,
(B, ) /00 = O
Vejamos o teorema do envelope. Fixemos apenas numa restri¢io, G(z,a) = 0. As
fungdes F(x,a) e G(x,a) satisfazem as condigdes do teorema de Kuhn-Tucker e o maxamo

existe e ¢ interior; X ¢ um vetor n-dimencional e a ¢ o vetor dos parimetros do problema.
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Teorema 12 . Seja

H(a) = max {F(z,a), restrito a G(z,a) = 0}

e seja
L(x,a) = F(z,a) — \G(z, a)
Quando se deriva L(x,a) em relagdo a a;, e se substitui x e \ pelos valores 6timos,

segue-se que
dL(z,a)/da; = OH(a)/da,

Demonstragio:

As condig¢Bes de primeira ordem, quando z(a) > 0 e A(a) > 0 sdo solugdes do

problema de maximizagdo que satisfazem as seguintes identidades:
F(z(a),0) = Mz(a))Gi(x(a), ) (1.10)
G(z(a),a) =0 (1.11)

De H(a) = F(z(a),a), derivando-se em relagdo a a;, que é a componente de a que €
permitido vanar:

n

Hi(a) =} Fi(z(a), 0)0zi(a)/Ba; + Fy (z(a),a) (i)

i=1

Derivando-se G(z(a),a) = 0, em relagdo a a;,
5" Gi(a(a), a)dr,(a)/da, + Go((a),a) = 0
i=1

Das condi¢des de primeira ordem, Fi(z(a)) = A(a)Gi(z(a),a). Substituindo-se na iden-

tidade acima e depois de manipulag¢des simples,
3 Fi(ala), 00m(0) /30 = = Xa)Co,(a(e) 0
Substituindo-se em (i),
Hi(a) = Fy,(z(a),a) — Ma)Ga,(z(a), a)

Se derivarmos L(x,a) em relagdo a a;, vamos encontrar exatamente a expressio acima,

quando x e A assumem os valores 6timos.
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Conclusoes Finais

A literatura que aplica a fungdo custo a problemas empincos € enorme. Os livros dos
professores Takayama e Chambers referem-se a inumeros trabalhos que aplicam a teona
da fungido custo. O professor Takayama tem publicado sobre o assunto recentemente.

Pensamos que esta monografia podera ser util aos colegas economistas rurais, que queiram

utilizar a fung¢do custo em suas pesquisas
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CAPITULO 2
Func¢ao Custo: Topicos Especiais

No pnmeiro capitulo, tratamos de demonstrar as propriedades da fungdo custo, no ambito
do calculo diferencial. Neste capitulo, discutiremos propriedades mais delicadas da funcio
custo, como a extensdo para w > 0 Procura-se desenvolver alguns conhecimentos de
matematica que facilitam a compreensio do texto. Nog¢des sobre conjunto compacto e

convexo no R" presume-se serem do conhecimento do leitor

Prepara¢ao Matematica

Normalmente, reserva-se 0 termo espago para um conjunto para o qual é definido alguma
estrutura, como uma topologia ou uma algebra. Nem sempre faremos esta distingao
Referimo-nos ao conjunto dos numeros reais, quando a melhor expressio seria linha reta,

porque, implicitamente, estamos admitindo uma topologia.

Transformacoes

Estudaremos algumas transformagdes, das quais extrairemos os teoremas do maximo
Neste trabalho, transformagdo € uma fun¢ao com dominio no conjunto X e contradominio
nos subconjuntos de Y O proprio Y e o conjunto vazio sdo elementos do contradominio.
Se Y é finito, com n elementos, o leitor pode venficar que o numero de subconjuntos

é 2". Isso explica a notagdo 2¥ para o contradominio. X é subconjunto de R" e Y ¢
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subconjunto de R™.

Definicdo | .[Transformagao] A transformagdo T : X — 2V faz corresponder a cada
elemento de X um unico subconjunto de Y. O proprio Y e o conjunto vazio sdo subcon-

Juntos de Y.

No caso de fungdes, destacam-se as fungdes continuas, com grande importancia em
todos os campos da matematica e da economia Quanto a transformagdes, o conceito

de continuidade é também essencial. Porém, ha mais de um conceito e nem sempre sdo

equivalentes.

Defini¢do 2 ./Semicontinua Inferior]

A mansformagdo T € semicontinua inferior(abreviado para sci) em = € X, se, dado
qualquer conjunto aberto G C Y e tal que T(2)NG # O, existir um conjunto aberto, U,
que comém £ e T(z)NG #@ VzeU.

Teorema 1 . A condi¢gdo necessaria e suficiente para que T seja sci é que G conjunto

aberto de Y, T~ (G) seja conjunto aberto de X. Por defini¢do,
T (G)={z:2 € XT(z)NGC # 0}

Demonstragao:

1. T é sci.

Sejaz € T7(G). Vamos mostrar que existe um conjunto aberto de X que contém x
e esta contido em T (G).

Seja G um conjunto aberto de Y e x, elemento de X, tal que z € T (G). Pela definigao
de sci, existe um conjunto aberto de X, V, que contém x, e, ainda, T(y) NG # O para
todo y de V. Pela defini¢do de 7, tem-se que V C T7(G). Logo, T (G) ¢ aberto em
X h

2. Sega G um conjunto aberto de Y, entio, I~ (G) é um conjunto aberto de X. Isto
implica que T € sci.

Seja z um elemento de X e G um conjunto aberto de Y, tal que 7(z) NG # 0. Como

z € T7(G), e este conjunto ¢ aberto em X, existe um conjunto aberto, U que contém z,
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e U Cc T7(G). Dai se segue que, se y pertence a U, entdo, T(y) NG # 0, que prova que
T € sci.

O exemplo abaixo ilustra uma transformagio que nido é sci.

Exemplo 1 . A transforma¢do T age sobre os mumeros reais ndo-negativos, o conpunio

X, da seguinte forma:

T(z) = 0,1] paraz >0
T(0)=[0,2]

ou seja, o contradominio de cada nimero positivo € o intervalo fechado de pontos extremos
0 e 1. Contudo, o ponto 0 tem, como contradominio, o intervalo fechado de pontos
extremos O e 2. Facga o grafico e se convenga de que T n3o é sci em 0. Sugestio:
considere qualquer intervalo aberto (2 — a,2 + a) e 0 < a < 1. Certifique-se que a este
intervalo apenas corresponde o ponto 0, ou seja, T~ (|2—a,2+a]) = 0, e 0 é um conjunto

fechado de {z > 0}.

Defini¢do 3 ./Semicontinua Superior] A transformagio T : X — 2V ¢ semicontinua
superior, scs, no ponto x de X, se para qualquer conjunto aberto G de Y e T'(z) C G

existir um conjunto, V, aberto em X, que contenha x, e se y pertencer a V, entdao, T'(y) C G.

Teorema 2 . T é scs, se e somente se para qualquer conjunto G, aberto em Y, T*(G) é

conjunto aberto de X.
TYG)={z: z€ X T(z)CG}

1. T é scs.

Seja G um conjunto aberto de Y. Temos de mostrar que T*(G) € aberto em X. Se G
for o conjunto vazio, T (G) = (, que é aberto em X. Suponha que G contenha algum
elementoy, equey € T(z) C G, z € X. Como T e usc, existe um conjunto aberto, V,,
tal que z pertence a V, e se w pertence a V|, entdo, T'(w) C G. Portanto, V, C T(G).
Logo T*(G) ¢ a unido de todos os conjuntos V,, quando y pertence a G. Como V, ¢é

aberto, segue-se que 7+ (G) é conjunto aberto.
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2. Seja G um conjunto aberto de Y. Se G for o conjunto vazio, T (G) = @ e nada ha
a demonstrar. Seja G ndo-vazio. Mas, T%(G) é um conjunto aberto de X, por hipotese.
Seja z tal que T(z) C G. Como z € T*(G), segue-se que existe um conjunto aberto,
U, que contém z e é subconjunto de 71(G). Logo, T(U) C G e T é scs em z. Como z

¢ um ponto arbitrano de X, segue-se que T é scs em X, O

Exemplo 2 . A transformagdo T é definida nos mimeros ndo-negativos, como se segue:

T(z)=10,1] para z >0
T(0) =0

Faga o grafico da transformagdo. No eixo Y, seja [0,1/4) um conjunto aberto que contém
zero. Note-se que 77(0,1/4) = 0, portanto, um conjunto fechado de X. E, por isso, T
ndo é scs em 0. Sem muito esfor¢o, demonstre que T é sci. Use o teorema 1. Use o
teorema 2 para mostrar que T, no exemplo 1, é scs. Os dois exemplos mostram que os

dois conceitos ndo sdo equivalentes.

Defini¢do 4 ./Transformagdo continua] T ¢ uma transformagdo continua se Jor sci e scs,

simultaneamente.

Comentanos:

Como o conjunto vazio é subconjunto de Y, é preciso completar as defini¢des dadas:

T*@) ={c:z€ X T(z)cP) =0
T @) ={z:z€X T(z)N0#0) =0

As defini¢des dadas ndo sdo faceis de ser verificadas na pratica. Dois conceitos que, em
certas circunstancias, sio, respectivamente, equivalentes a cada uma delas, serio explici-
tados.

Defini¢do 5 ./Transformagdo Fechada]

T:X — 2Y

¥ — z
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¥y —y e y' € f(z")
Entio,

y € f(z)
Vejamos outra defini¢do importante.

Defini¢éio 6 ./Grdfico de uma Transformagdo] O grafico de uma transformagéo é dado
por:
Gr ={(z,y): y € T(z)}

Proposicdo 1 . O grdfico de uma transformagdo é um conjunto fechado no Produto
Cartesiano XzY, ou seja, G é um conjunto fechado em XzY se e somente se a

transformagdo for fechada.

Demonstragdo:

1. A transformagio é fechada. Temos de mostrar que G = Gy. Seja (z,y) € Gy
Por definigdo, existe uma seqiiéncia de Gr, (z,y") que converge para (x,y). Como,
y' € T(z"), sendo a transformagdo fechada, y € T(z). Logo, (z,y) € Gr Poranto,
Gt C Gp. Como, por defini¢do, G C Gr, segue-se que G = Gr.

2. O grafico de Gr € conjunto fechado.

Seja (z”, ") uma seqiiéncia tal que y* € T(z"), z' — z e y* — y. Como o grafico
¢ um conjunto fechado, segue-se que (z,y) € Gr. Portanto, y € T(z) e, assim, T ¢
uma transformacdo fechada. . a

Teorema 3 . Seja T scs e T(x) conjunto fechado de Y para todo x de X. Entdo, T é
transformagdo fechada.

Demonstragdo:

Admita que ndo.

Existe, portanto, uma sequéncia (z',y") que converge para (x,y) € y ndo pertence a
T(x). Como T(x) é um conjunto fechado de Y, existem dois conjuntos, sendo U fechado

e Vaberto,taisque UNV =0 yeUeT(z)CV.
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Como T é scs e T(z) C V, existe um conjunto aberto de X, W(x), e se z pertence a
W(x), entdo, T(z) C V.

Como z° — z, para v suficientemente grande v > o, ¥ esta contido em W(x). Dai
se segue que ¥ € V para v > 7, que impede que y” convifja para y, contrariando a
hipdtese feita.

Como se obtém U e V?

Como T(x) ¢ um conjunto fechado, e y ndo pertence T(x), a distdncia de y a T(x) ¢
um numero positivo € > 0. Defina U = {u : |u — y| < ¢/2} Obviamente, U é conjunto
fechado. O complemento de U, V, é um conjunto aberto. O

Exercicio

Recorde-se da defini¢do da distancia de um ponto a um conjunto e demonstre que a
distincia de um ponto a um conjunto fechado, em que o ponto ndo pertence ao conjunto,
€ um numero positivo. A distancia entre dois conjuntos fechados, que nio se interceptam,

pode ser nula. Considere o eixo dos x’s € 1/z.

Teorema 4 . Seja T uma transformagdo fechada e Y compacto. Entdo, (i) se a é um

ponto de X, T(a) é um conjunto compacto; (i) T é uma transformagéo scs.

Demonstragio:

(1) Utilizaremos do fato de que o grafico de uma transformago fechada é um conjunto

fechado. O conjunto abaixo é compacto:
(¢,T(a)) = {(z,9) :y € T(z)} N{azY} = GrN {azY}

Com pouco esforgo, o leitor se convencera da validade das igualdades acima.

Observe-se que o conjunto G ¢ fechado, porque a transformagdo T é fechada, por
hipétese. Admitimos o conjunto Y compacto. Logo, {aT(a)}, sendo a interse¢do de
dois conjuntos, um fechado, Gr, e o outro compacto, {axY'}, é conjunto compacto. E,
assim, {a,T'(a)} é um conjunto compacto. Sgam [[, : XzYV =X ell,: XzY =Y as
projegdes sobre os respectivos eixos X e Y. Elas sio fun¢io continuas.

IL,(a,T(a)) = T(a)
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A continuidade da projegdo, sendo {a,T'(a)} um conjunto compacto, implica que T(a) é
um conjunto compacto.
(i1) Seja W um conjunto aberto de Y. O conjunto V sera aberto em X se T for scs,

pelo teorema 2.

V=T*W)={z € X: T(z) C W)

Consideremos o conjunto V¢, complemento de V; o objetivo € mostrar que ele é fechado
E facil ver que

Ve={z € X T(z)C W)

Defina agora o conjunto auxiliar
M={(z,y):y € T(@)}n{XzW} = {CrNXzW°}

E facil ver que M, (M) = V¢

Seja z € V¢ Existe uma sequéncia =¥ que converge para x, e a seqiiéncia pertence
a Ve Sejay’ € T(z"). E claro que y" pertence a W¢ que, sendo um conjunto fechado
de um espago compacto, € compacto. Existe, portanto, uma subsegiiéncia 2" de y"
que converge para um ponto y de W<¢. Seja h' a comrespondente subseqiiéncia de z*.
Obviamente, essa subseqiiéncia converge para x. Ora (h',2") € Gr, que, sendo um
conjunto fechado, implica que (x,y) pertenga a Gr. Mas (z,y) pertence a X z W<,
portanto, pertence a M. Mas I1,(z,y) = z € V°. Logo, V¢ C V¢, o que equivale a

Ve =Ve E V©é, portanto, um conjunto fechado e, assim, V é conjunto aberto. a

Defini¢io 7 . Uma transformagdo é hemicontinua inferior, HCI, no ponto x de X se a
seqiiéncia ¥ de X converge para x e y € T(z): entdo, existe uma seqiiéncia y* de Y,

y’ € T(z") e y* converge para y.

Teorema S .
Uma transformagdo, T, é HCI no ponto x de X, se e somente se T for sci em x.

Admitimos que T(z) # 0V z € X.

Demonstragio:
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Necessidade: Suponha que ndo Existe x, elemento de X, e T ndo ¢é sci em x. Seja
V um conjunto de Y, aberto, e tal que T(z)NV #0. Ey € T(z)NV Seja U,, uma

seqiiéncia de conjuntos abertos de X, tais que:
U, ={z:€ X|z—z|<!l/nn=12..}

Como T nio é sci em x, em cada U/, é possivel escolher-se z,, tal que a sequéncia obtida
convirja, obviamente, para x ¢ T(z,) NV = @ Seja (" uma sequéncia qualquer, tal que
t" € T(z,). Esta seqiiéncia ndo pode convergir para y, porque y € VeT(z,)NV = 0.
Logo T nio ¢ HCI em x, que contraria a hipotese feita sobre T.

Suficiéncis. Seja {z,} uma sequéncia de X que converge paraopontox ey € T(z).
Defina B(y,1/n) = {z: z€ Y|z —y| < 1/n n=1,2,--}, uma bola aberta, de raio
i /n e centrada em y. Trata-se de um conjunto aberto. Como B(y, 1/n)NT(x) # 0, pela
definigdo sci, para cada n, existe uma bola aberta de raio 1/m,, B(z, 1/m,), tal que,
se q pertence a essa bola, entdo, 7(q) N B(y,1/n) # @. Como a sequéncia escolhida
converge para x, cada bola aberta B(z, 1/m,) contém todos seus elementos, exceto um
namero finito deles, para m,, n = 1,2,--- e escolhe-se m, de modo que m, — oo.
Seja o elemento z,,, de B(z,1/m,) Tem-se T(z,,,) N B(y,1/n) # 0. Seja y, €
T(z,,, )N B(y,1/n) A sequéncia y,, que converge para y, ¢ a sequéncia procurada. O

Iniciaremos a discussao dos teoremas conhecidos por teoremas do maximo. O primeiro
deles indica que a transformagdo scs transforma conjuntos compactos em conjuntos com-

pactos, mas as custas de uma restrigdo adicional.

Teorema 6 . Se X é um conjunto compacto e se x é um elemento de X e T(x) um

conjunto compacto de Y, segue-se que T(X) é compacto em Y, se T for scs.

Demonstragdo:

Seja {Ui}ic: uma cobertura aberta de T(X), porque T é scs. Como T(x) é com-
pacto, existe uma subcobertura finita da cobertura original que cobre T(x), cuja unido de
conjuntos designamos por W(x).

{T*(W(z))}zex € uma cobertura aberta de X. Como X €é compacto, existe uma
subcobertura finita que cobre X. Designa-la-emos por {T*+(W(z;)}icr, onde F é um

conjunto indexador finito.
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{W(z:)}ier € uma cobertura finita de T(X). Cada um de seus membros ¢ a reunido de
um namero finito de U’s. Portanto, um nimero finito de conjuntos da cobertura original
cobre T(X) e segue-se que T(X) é compacto. )

Precisamos, agora, do conceito de semicontinuidade para fungdes. Trataremos do

assunto a seguir.

Funcles Semicontinuas Reais

Definiclio 8 ./Semicontinuidade Inferior-Isc]
A fungdo f(x) é semicontinua inferior se, dado ¢ > 0, existir uma vizinhanga, N(z,¢),

tal que, se y pertencer a mesma,

f(y) > f(z) —e

Definicdo 9 [Semicontinuidade Superior-usc] A fung¢do f(x) é semicontinua superior se,
dado ¢ > 0, existir uma vizinhanga N(z,¢), tal que, se y pertencer @ mesma,

fy) < f(z)+e
Proposiclio 2 . (i) A fimgdo fix) é usc em x, se ¢ somente se, quando z, — T
lim sup f(zn < f(z)
(i) A fimgdo f(x) é Isc em x, se e somente se, quando t,, — z,
lim sup f(zn) 2 f(z)

Demonstragio:

S6 demonstraremos o item (i). Como f(x) ¢é usc, se e somente se -f(x) for Isc, ndo ha
dificuldade na demonstragio do item (ii). .
1. Seja a seqiéncia z, — . Pela defini¢io de usc e de limite, para n > 7,
f(zn) < f(z) + €. Logo,
sup f(zn) < flz) +e€
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Como ¢ é arbitrario,

sup f(zn) £ f(7)

n>n
Consequentemente,
lim sup f(za) < f(z)
2. Suponha agora que prevalega a desigualdade do enunciado para limsup. Seja ¢ > 0
e admita que f{x) pdo seja usc. Seja N(z,1/n) uma seqiiéncia de vizinhangas de x. Em
cada uma delas existird Tn, tal que f(z,) > f(z) + ¢ Ora, isso implica, como o leitor

pode facilmente entender, que
lim sup f(za) > f(2),
que é uma contradigdo.

Proposiciio 3 . Seja A(r) = {z: f(z) 2 r r é um numero real qualquer}. Entdo, f(x)

é usc, se e somente se A(r) for um conjunto fechado para todo r.

Demonstragdo:
1. Seja x pertencente ao fecho de A(r), A(r). Entio, existe uma seqiiéncia, z,, de
A(r) que converge para x. Evidentemente, f(z,) > 7, que implica limsup, f(z.) > 7.

Como, por hipotese, lim sup,, f(zn) < f(z), segue-se que
fz)>r

Portanto, x pertence a A(r), que demonstra a metade da proposigao.

2. Seja A(r) fechado para cada r, numero real. A estratégia é encontrar u, tal que A(u)
ndo seja fechado, obtendo-se uma contradi¢do. Suponha que f(x) ndo seja usc em x. Isto
implica que existe uma sequéncia z,, que converge para X, e tal que limsup, f(z,) >

f(z), que implica que existe u, tal que:
limsup f(z,) > u > f(z)

Seja, agora,
Aw) = {w: f(w) > u}
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E claro que x ndo pertence a A(u).

Pela definigdio de limite supremo (limsup), podemos extrair uma subseqiiéncia de
z,, designada por z,,, que obviamente converge para x, ¢ f(z.x), que converge para o
lim sup f((Znk). Para k > m, entdo, f(z,x) > u. Vamos eliminar dessa subseqiiéncia os
primeiros nk termos. A seqiéncia resultante, r,,, entdo, pertence a A(u). Dessa forma,
construimos uma seqiiéncia, z,, que pertence a A(u), cujo limite ndo esta em A(u), e este
conjunto ndo é, assim, fechado, o que é a contradigdo buscada.

Deixamos, como exercicio, a demonstragio do corolario que se segue.

Corolério 1 . Uma fungdo real é continua, se e somente se for usc e Isc.

Teorema 7 . Se f(x,y) for uma fungdo real Isc em XzY e T(x) uma transformag¢ao sci e
T(z) # 0, entdo, a fungdo

M(z) = sup f(z,y),
y€T(z)

definida no campo dos mimeros reais, é Isc.

Demonstragio:
Na defini¢io, é crucial a hipétese T'(z) # @. Pela defini¢io de supremo, para I
pertencente a X e € > 0, existe § em T(Z), tal que:

f(i)g) 2 M(i‘)'—'é

Como f(x) é Isc (veja defini¢0), existem duas vizinhangas, U(Z) e V/(¥), tais que, se
(z,y) € U(@)zV(y),
f(z,y) > f(Z,y) —€> M(Z) - 2 (P R)

Pode ocorrer que, para algum x de U(z), se tenha T(z) N V(§) = 9. Nesse caso, para
este x, 80 se tomar o supremo, na definigdo de M(x), y ndo variara em V() e ndo se
podera usar a desigualdade acima.

E agora que a hipotese da Isc nos socorre. Como V (§) N T(Z) # 0, existe U'(z), tal
que, se z pertencer a essa vizinhanga, tem-se T'(z) N V(y) # 0. Portanto, construiremos
uma nova vizinhanga:

U'@)=U nU(z)
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Para z nesta vizinhanga, tem-se: T(z) N V(§) # @, que nos garante tomar o supremo
pum conjunto ndo-vazio. Trata-se do segundo supremo da desigualdade abaixo. Como
T(z) N V(y) C T(z), dai se segue, tendo-se em conta 2.1,

M(z) = sup {f(z,¥)} > sup {(f(z,y)} 2 f(Z,9) — e > M(z) — 2

yET(z) ye{T(x)NV(3) z€U"}

Logo, para z € U" (%),
M(z) > M(z) — 2

Teorema 8 . Seja fix,y) uma fun¢do usc em Xx¥ e T : X — Y uma transformacdo que

é scs, T(x) ndo-vazio e compacto, entdo a fungdo

M(z) = yrenp(;()f(r,y)

é bem definida e é usc.

Demonstragédo:

Sera feita por etapas.

1. Como T(x) é um conjunto compacto e f{x,y) € usc em y, porque, por hipotese, é

usc em (x,y), pelo teorema 6, 0 maximo existe e M(x) ¢ uma fungio bem definida.

2. Como f(x,y) é usc, dado ¢ > 0, para cada (Z,y) e y € T(Z), existem vizznhangas
Uy(Z) e V(y), tais que, se (z,z) € Uy(Z)zV (y), tem-se

f(z,2) < [(Z,9) + ¢ (¥)

3. Como V(y) é uma cobertura de T°(Z), que é um conjunto compacto, existe uma
subcobertura finita da cobertura, {V(y) y € T(Z)}, que cobre T(Z). Designemo-
la por {V(y;) i € F'} e F é um conjunto finito. Logo, T(Z) C Ui pV(y:) = W.
Designemos o conjunto correspondente a V,, por U,,(z). Para (z,2) € U, zV(y),
tem-se

f(z,2) < f(&,2) + € (x%)
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4. Sga U(z) = Myerl,,(Z). Se (z,2) € U(z)zW, entdo, para algum ¢ € F
z € V (), o que implica que

f(z,2) < f(Z,9) +e (xxx)

Pode ocorrer que, quando x pertence a U (£), T(x) ndo esteja contido em W e, nesse
caso, a desigualdade (***) niio se aplica. Mas T(z) C W. Como T(x) € scs, existe
U,(z), tal que T'(U,(z)) C W. Defina U'(z) = U)(z) NU(Z).

5. De (» x x) vem f(z,2) < maxjer f(Z,5) + € < M(Z) + ¢. Restringindo-se x
em U’'(z), a desigualdade acima é valida para todo elemento de T(x). Logo, para

z € U'(z),
M(z) = max f(z,2) < max f(z,p:) + € < M(Z) +e
Assim, fica demonstrado o teorema. a

Exemplo 3 . Seja f uma fungdo continua, definida no conjunto XxY e com valores nos

ntimeros reais. Entdo, a fransforma¢do:
T(xy={y: yeY flz,y) <0}
é fechada.

Demonstra¢éo:
Recordan(}s a defini¢do de transformagdo fechada:

' >z Yy oy Yy eT(E) =y eT(z)

Logo, f(z*,3") < 0. Como f(x,y) é uma fungdo continua, lim, . f(z",3") = f(z,9),
segue-se que f(r,y) < 0. Tem-se, assim, y € T(zx).

Lema 1 . Seja T, ic; uma familia de transformagdes fechadas, indexadas por I, entdo,
T = N, T; é uma transformagdo fechada.
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Demonstragdo:

Seja
¥ — z e pertencem a X (2.2)
y' —yey’ €T(z") (23)
Precisamos mostrar que (2.4)
=y € T(z) (2.5)

Pela definicio de T e como cada 7; ¢ uma transformacdo fechada, segue-se que y

pertence a cada T, e, portanto, pertence a T. Logo, T € uma transformacdo fechada. O

Lema 2 . Se T é uma transformagdo fechada e Q é uma transformag¢do scs e ((x) é
um conjunto fechado, segue-se que R = T N Q é uma transformagdo fechada que é scs,
quando Y é um espago compacto.

Demonstragio:

Como Q(x) é um conjunto fechado, Q ¢ uma transformagdo fechada, pelo teorema
3. Segue-se que R ¢ uma transformagao fechada, pelo lema 1. Como Y € um conjunto
compacto e R uma transformagio fechada, segue- se que R € scs. 0

Terminamos a preparagdo que nos pemmite enunciar e provar o teorema principal.

Teorema 9 . Se fé uma fungdo contimua definida em Y e contradominio nos mimeros
reais, e T é uma transformagdo contimua(simultaneamente scs e sci) e T(x) compacto
para todo x de X, entdo a fungdo definida por

M(z) = max f(y)

y€T(x)

€ continua e a transformagdo H(x), definida por
H(z) = {y € T(z) e f(y) = M(2)},
é usc.

Demonstragio:

A demounstragio sera feita por etapas:
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1. Defina g : XzY — R por g(z,y) = f(y). Como f(y) é fungido continua, segue-
se que g(xy) ¢ fungdo continua de (xy) definida em XxY. Portanto, scs e sci,

simultaneamente.

M —
(z) yg%)g(r,y)

¢, pelos teoremas 7 e 8, sci e scs, simultaneamente. E, pelo corolario 1, M(x) é

fun¢do continua de x. Do ponto de vista de aplicagdo, esta € a parte mais relevante

do teorema.

A(z) = {y : M(z) — f(y) < 0}

O exemplo acima mostrou que A(z) é uma transformagio fechada, porque M e f
sio fungdes continuas. E facil verificar que A(z) é um conjunto fechado para cada

X.
4. E facil ver que H = TN A. Logo, pelo lema 2, H(x) é scs.

Observagdes:
1. A(z) ndo exige que y pertenga a T(x);
2. Quando y pertence a T(x), M(z) — f(y) < 0 é impossivel. Logo, H = T N A,
3. A fung¢do M(x) é bem definida, porque T(x) é um conjunto compacto. O

Func¢tes Semiconcavas

Outro conceito importante ¢ o de fungdo semiconcava. Um exemplo, em trés dimensdes,
é a fungdo de grafico semelhante a um sino. E um conceito mais geral que o de fungio
concava. Toda fungdo concava é semiconcava, mas a reciproca ndo € verdadeira. Toda
combinacdio linear de fungdes concavas € uma fun¢io concava; mas essa propriedade nem
sempre ¢é valida para fungdes semiconcavas, que limita sua aplica¢io em economia. Nio
vamos aprofundar-nos no seu estudo. Um tratamento detalhado do assunto pode ser visto

em Avriel et al., 1988.
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Definigcdo 10 .

A fungdo real f(x), definida no conjunto convexo X, ¢ semiconcava, se, para 0<t<

dados quaisquer x e y, [(tx + (1 ~ t)y > min (f(z), [ (v))

Teorema 10 . Uma fungdo f(x) é semiconcava, se e somente se 0 COnjunio
C = {z: f(z) >r ré qualquer mimero real}

for convexo.

Demonstragdo:

1. f{x) é semiconcava.

Sejam x e y pertencentes a C e r um numero real Portanto, f(z) > re f(y) > r
Seja z(t) =tz + (1 —t)y 0 <t <1 Sejar’ = min(f(z),f(y)) Pela definicdo de
semiconcavidade, f(z(t)) > " > r. Logo, x(t) pertence ao conjunto C e C € convexo

2. O conjunto C ¢ convexo. Sejam x e y dois pontos quaisquer. E seja o minimo de
(f(x),f(y)) igual ar = f(z) Poder-se-ia ter escolludo f(y). E seja x(t), como anteriormente

definido. Como C € convexo, x(t) pertence a C,

Logo, f(z(t)) = r = min (f(z), f(y)). D

A Func¢ao Custo: Topicos Avancados

Discutiremos a extensdo de C(w,y) para w > 0, a continuidade de C(w,y) em relagido a
w, a semicontinuidade inferior em relagdo a y e a existéncia de derivadas parciais. O

capitulo finaliza com a discussdo da dualidade que existe entre a fungio custo e a fungio

de produgao.

Continuidade e Semicontinuidade
Primeiramente, vird um lema que encontrara aplicag¢3o a seguir.
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Lema 3 . Sejam y',y* e A(y) uma transformagdo dada por
Aly) ={z >0: F(z) > y}

Entdo, A(y) é uma transformagdo fechada e serd usc, se o contradominio for um conjunto

compacio.

Demonstragdo:

Admitamos que

u

vy Uy
IUEA(yU)IU—*I

Temos de mostrar = € A(y).

Observe-se que limsupy* = y, porque o limite de y* é igual ay. Como z¥ € A(y"),
segue-se que F'(z") > y*. Sendo F(x) usc, pela proposigio 2,

F(z) > limsup F(z") > y

Conseqiientemente, z € A(y). Logo, a transformagdo A(y) é fechada. Pelo teorema 4,

A(y) sera scs, quando o contradominio de A(y) for um conjunto compacto vy. 0
Teorema 11 . A fungdo custo é Isc, semicontinua inferior, em y.

Demonstragdo:

Seja uma seqiiéncia y”, do intervalo |y;, y2| que converge paray e y; <y < y2 ¥1. <
y2. Como toda seqiiéncia convergente é limitada, a escolha do intervalo ndo limita a gene-
ralidade. Seja C(w,y") = wxz”. Admita-se que z" resolva o problema de minimizagio,
quandoy = y”. E z; ¢ = 1,2 faz 0 mesmo, quando y = y; 2 = 1,2. Como C(w)y) ¢
crescente em y, y¥ < 1, tem-se w * ¥ < wx 1. Como z¥ > 0, e w > 0, segue-se
que z" pertence ao conjunto compacto A = {r: 0 < wxz < w=*z;}. Portanto, existe
uma subsegiiéncia de z', designada por z", que converge para algum z, que pertence a

A. Designemos por s® a correspondente subsegiiéncia de y”. Portanto,

limsup C(w, s”) = limsup(w x z’) = lim(w * 2°) = w* 2z
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Pela defini¢do de limsup, certamente,
lim sup C(w,y") > limsup C(w,s") = w* z ()
Mas F(z¥) > s¥. Como F(x) € usc, tem-se:
F(z) > limsup F(z") > imsups® =y

Fatos usados na obtencdo da desigualdade acima: a subseqiiéncia s’ converge para o
mesmo limite da seqiiéncia original e, para uma seqiiéncia convergente, tem-se limsup =
lim.

Consequentemente, 2 € A e
Clwy) Swx*z (x)

Considerando-se (*) e (**), tem-se que lim sup C(w,y") > C(w, y) e, pela proposigdo 2,
C(w,y) é Isc em y. : a

Demonstragdo altenativa:

Com pouco esfor¢o podemos provar o teorema, via teorema do maximo, teorema 8.
Vimos que A(y) é uma transformagido fechada. Construamos a transformag¢do: B(y) =
{r >0: wxz < wx*z?} B(y) é uma transfonnag:ﬁo constante: transforma todo y
sempre no mesmo conjunto, que € compacto. Portanto, € facil mostrar que B(y) € uma
transformagdo fechada e scs. Logo, T(y) = A(y) N B(y) é uma transformag3o fechada.

Como o contradominio de T(y) é compacto, T é scs. Ora,

Clw,y) = min w*T = —| max w*z
( y) z€T(y) [IET(y) ]

Como w+z € fungdo continua de x, segue-se pelo teorema 8 que a fungdo, entre colchetes,
€ usc. E o negativo de uma fungado que é usc é Isc. a

Precisamos de mais um lema.
Lema 4 . A ransformagdo
Aw)={z>0: wxz <w=*z’w>0}
é continmua em w.
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Demonstragio:

Consideremos 0 < w' < w? e w! < w < w? Para cada w nesse intervalo, o
contradominio de A(w) é um conjunto compacto em R7,, porque fechado e limitado.
Mas

Aw)C {z20:w*z < w?*1x?)

Portanto, o contradominio de A(w) é um conjunto compacto de R7,, porque é fechado
e limitado. Se provarmos que A(w) é uma transformac¢do fechada, segue-se que A(w) é
scs. Se provarmos que A(w) € sci, entdo, ela é uma transformagio continua.

1. A(w) é uma transformagdo fechada.
w' — w
' -z z'€ A"
Temos de provar que:

z € A(w)

Pela definigdo de A(w),

wv*xvswv*x'.’

Tomando-se o limite, quando v tende para o infinito,
wrz < wr

que demonstra que z € A(w). Logo, A(w) é uma transforma¢do fechada. Como o
contradominio de A(w) é um conjunto compacto, portanto fechado, segue-se, pelo teorema
4, que A(w) € scs.
Exercicio. Verifique quando foi usada, na demonstragdio, a continuidade de w * .
2. A(w) é HCL

w' — w

£ € A(w)

Temos de provar que existe uma seqiiéncia
t' — 1 t’' e A(w")
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Sgam A" uma sequéncia do R’} que converge para .r.

Caso 1. w*r+ w+r’ Definac’ da seguinte forma. w” «x "¢ w'» 1  w" v 2*
E facil verificar que a sequéncia ¢' converge para |, porque w" converge para w € h"
para 7. Defina /¥ = h'e" Logo, {* € A(uw" e {” converge para r.

Caso 2. w1 < w+r? Como o limite de w*h" é igual & w « ., segue-se que para
v >, w s h' < w=r’ Eliminem-se de h? os pnmeiros 1 termos e ter-se-a a seqiiéncia
h™ que pertence a A(w") e converge para 7

Assim, A(w) é HCI e, portanto, sci. Por ser sci e scs, € continua para w no intervalo
estipulado. Como w' e w” sdo arbitranios, A(w) € continua para w > 0. 0

Construamos, para cada y maior que zero e fixo, a transformagdo constante

B(w) = {z>0: F(z) > y}

E ficil ver que esta transformagdo é continua. Deixamos ao leitor, como exercicio,
venficar isto. Dai se segue que 7'(w) = A(w) N B(w) é uma transformagdo continua
Como

Clw,y) = xén’ri(?u)w*m

e w = z ¢ funglo continua de w, pelo teorema 10, C(w,y) € fun¢do continua de w > 0,
Toda fun¢do concava é continua no interior do conjunto de definig¢do, o qual é convexo.

Por este teorema, a fungio C(w,y) € continua para w > 0. E claro que o caminho é muito

mais simples, mas exige a aplicagdo de um teorema de analise, cuja demonstracio €

complicada. 0O

Extensdo de Fenchel

Definicho 11 . Seja f(x) uma fungdo real definida no conjunto X e X C Y. Seja g(y)
definida no conjunto Y. Entéo, a fun¢éo g ¢ extensdo de f; se g(z) = f(x) © € X.

Como temos y > 0 e fixo, de forma mais simples, escreve-se g(w) = C(w, y) w >0,

Vamos estender o conjunto de definigdo de g para w > 0.
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Definiclio 12

Gy = {(c,w) : g(w) > ¢} (2.6)
h(w) = sup(c,w) € G, 2.7
Gh = {{c,w) : h(w) > ¢} (2.8)

Comentario: Observe-se que G, C RxR7',. Logo, o fecho de G, designado por G, é
tomado em relagio & RzRT, = RzRT. O fecho do conjunto, Q , ¢ a intercepgdo de
todos os conjuntos fechados que contém Q, subconjuntos estes do espago de referéncia,
no caso acima, Rz R7'. No espago de referéncia Rx R, , G, ¢ conjunto fechado, porque
g(w) ¢ fungdo continua em R7,.

Proposicdo 4 . Para w > 0, entdo, h(w) = g(w). Logo. h é uma extensdo de g.

Demonstragéo:
Deve-se notar que em Rz R, G, = G,. Como ¢ < g(w) e (g(w),w) € Gy, 0 maior

valor de c, na definigdo de h(w), é igual a g(w). Assim, a proposi¢do é verdadeira. O

Proposicdo § . G, =G,

Demonstracao:

Se (c,w) € G, tem-se h(w) > ¢, porque h(w) é o supremo de ¢ em G, que é um
conjunto fechado. Isto implica que (c,w) € G, e, portanto, G, C Gh.

Se (c,w) € Gy, tem-se h(w) > ¢, por definigdo. Se tivermos ¢ = h(w), como
(h(w),w) pertence a G, porque este conjunto é fechado, segue-se que (c,w) € G, e,
assim, Gy, C G,, e, assim, Gy, = G,

Seja h(w) > c. Ora, (h(w),w) pertence a G,. Seja (c",w") uma seqiiéncia de G,
que converge para (h(w),w). Para n > N, tem-se ¢" > ¢, porque h(w) > c. Como
w, > 0, g(wn) = h(w,), segue-se que (¢, w") pertence a G, e, portanto, a G,. O limite
da Gltima seqiiéncia, que é (c,w), pertence a esse conjunto e, logo, G C G, e, novamente,
G =G, o

Comentario:
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Obtivemos a extensdo de g(w), sendo h(w) esta extensio. Como o conjunto, no qual

o supremo foi tomado, é um conjunto fechado, G,, segue-se que 0 supremo ocorre num
ponto desse conjunto.

Proposicio 6 . g(w) é limitada em todo conjunto limitado de R

Demonstragao:

Como U ¢ um conjunto limitado, sem muito esfor¢o, demonstra-se que existe w > 0,
tal que, se w pertence a U, segue-se que w < w. Como g(w) € monotona crescente, se
w > 0 é um elemento de U, tem-sé g(w) < g(w) (*).

Admita-se que g(w) seja ilimitada em U. Existe, assim, uma seqiiéncia w™ > 0, tal
que {g(w")} seja um conjunto ilimitado. Mas isso é impossivel, por causa de (*). O
Proposi¢io 7 . h(w) € finita para fodo w € RT.

Demonstragao:

Se w > o, entdo, g(w) = h(w) e, portanto, h(w) é finita. Suponha que exista um
w > 0, tal que h{(w) = oco. Escolha uma seqiéncia decrescente, w™ > 0, e tal que
(c",w") € G, e esta seqiiéncia convirja para (h(w),w). Tem-se g(w") < g(w') Vn,
porque g(w) € monotona crescente. Como g(w') > ¢* Vn, segue-se que h(w) nio pode

ter valor infinito. Poderiamos ter usado a proposigio 6.

Propriedades Adicionais de h(w)

Vejamos algumas das propriedades mais importantes de h(w).

1. Ja vimos que h(w) € bem definida para w > 0 e ¢ ndo-negativa.

2. E uma fun¢do semicontinua superior, porque G, = G,. Ora, para ¢ fixo, Gj, =
{(e,w) : h(w) > ¢} é um conjunto fechado e segue-se que o conjunto {w : h(w) > c}
¢ fechado e, portanto, h(w) é usc.

3. Como h(w) é fungio concava para w > 0, € facil mostrar que ela permanece
concava em w > 0, ou seja, em R Sejam x e y dois pontos desse conjunto: dois
vetores prego, no caso, nao-negativos. Existem duas seqii€éncias de RT', que convergem,

respectivamente, para x ey, {z"} e {y"}. Seja 0<t <] e
w(t) =tz + (1 —t)y
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wa(t) =tz" + (1 - t)y"
Mas
[w(t) — wa(t)] < tlz — 2™ + (1 - t)jy — y"|

A desigualdade acima mostra que w,(t) converge para w(t) para cada t. A concavidade

de h(w), para w maior que zero, h(w) = g(w) w > 0, implica que:
h(wa(t)) > th(z") + (1 — t)h(y")

A continuidade de h(w), que mostraremos como um teorema, implica que, tomando-se os

limites envolvidos,
h(w(t)) 2 th(z) + (1 - t)y

que era o que queriamos demonstrar. O
4. h(w) ¢ linear homogénea.

Demonstragdo:
Indicaremos os passos principais. O leitor deve preencher os detalhes. Paraw > 0 e
t>0,

Gy(ew) = {(c,tw) : g(tw) 2 c}

= {(c,tw) : g(w) > ¢/t}

= {t(c/t,w) : g(w) 2 ¢/t}; c/t=4d
= t{(d,w) : g(w) = d}

Logo,

Giiew) = tGow)

Gottw) = tGy(u)

Agora, vem a parte principal:

h(tw) = sup {c : (c,tw) € Gyew)}
= sup {c: (¢,tw) € tGyw)}
sup {c: t(c/t,w) € tég(w)}
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= tsup {c/t : t(c/t,w) € tG () }
= tsup{d : (d, w) € Gy}

= th(w)

5. A fungio h(w) é superaditiva.
Utilizaremos duas propriedades: homogeneidade linear e concavidade, nessa ordem.

Sejam x e y dois vetores que representam pregos dos insumos:

T4y =2z/2+y/?)
Pela homogeneidade linear,
h(z +y) = 2h(z/2 + y/2)

Pela concavidade,

h(z +y) > h(z) + h(y)

6. A fun¢do h(w) € crescente em w.

Sejay =z + Az Az > 0. Pela superaditividade, vem:
h(y) 2 h(z) + h(Az)

Como h é nao-negativa, a propnedade se venfica.

Continuidade de h(w)

Lembremos que h(w) € uma fun¢do continua num ponto se for simultaneamente usc e
Isc, ou seja, semicontinua superior e inferior. Ja demonstramos que h(w) € usc, pela
propriedade 2. Falta, portanto, mostrar que € Isc. Vimos que g ¢ fun¢do concava. E é
limitada em qualquer conjunto limitado de R7'. Assim, satisfaz as condig¢des do teorema

seguinte.
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Teorema 12 . Seja g uma fun¢do concava de n varidveis definida em R, = {z : = >
0}. Seja g limitada superiormente em todo conjunto limitado de R",, em que é definida.
Entdo, a extensdo de Fenchel de g, designada por h, ¢ continua em R

Demonstragio:

Falta demonstrar que h ¢ Isc. Seja Q um ponto referéncia e P um ponto da fronteira e
qualquer, P > 0, no primeiro quadrante: P =Q +ge g =Y ", t'e'". Ost’s podem ser
nulos, positivos e negativos. Queremos todos nZo-negativos. Por isso, teremos 2n vetores,
a partir da base de R7,. Quando t* for negativo, considere-se —t'(—e’). Como P é um
ponto de fronteira, ndo utilizaremos todos 08 2n vetores, digagmos me 1 < m < 2n. Com
essa convengdo, os t’s sdo nio-negativos.

P=Q+ it‘e' +it‘Q —~ it‘Q
=1 i=}

i=1

P=(1-36)Q+) t(e+Q)
i=1 i=1
Vamos restringir os t’s da seguinte forma:
s=Y tt<b<l/m<1
i=1
Como conseqiténcia,
|P-QI<) t'=s<b<1l/m<1

i=1

O primeiro motivo da restricdo foi para usar a defini¢io de concavidade. O segundo
motivo torar-se-4 aparente, no curso da demonstragdo.

h(P) > (1 — s)h(Q) + it‘h(e‘ + Q)

i=1
Se ndo tivéssemos h(w) finita, no conjunto que escolhemos operar, poderiamos encontrar
uma indeterminagdo do tipo mais infinito menos infinito, nas expressdes abaixo.
Substituindo-se s pela sua definigdo dada acima,

A(P) 2 A(Q) + 3£ (h(e" + Q) ~ (@)

a = max {h(e' + Q) — h(Q)}
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Note-se que a é ndo-negativo, porque h(w) é fungdo crescente. Entdo,
h(P) 2 h(Q) — as

Como ha o risco de a = 0, seja b = max(a,1)

Recordando-se que s < § < 1/m,
h(P) > h(Q) — b6
Para ¢ > 0 e qualquer, seja também 6 < ¢/b. Logo,
h(P) > h(Q) — ¢

A desigualdade acima vale para todo Q, tal que |P — Q| < 6. Assim, h(w) ¢ Isc em R".
Como ¢ também usc em R", segue-se que é continua em R". O

Comentario- O teorema continua valido, quando o conjunto € um poliedro e ndo apenas
o pnmeiro quadrante. Um poliedro é o conjunto resultante de todas as combinagdes
convexas de um numero finito de vetores. Exemplos: triangulo, quadrado, hexagono,

cubo e pirdmide. O circulo e a esfera nio s3o poliedros. Vejamos um contra-exemplo.

Exemplo 4 . O exemplo visa mostrar que, quando ndo se trata de um poliedro, pode
acontecer que uma fungdo concava ndo seja continua na fronteira do conjunto de defi-
nigdo.

P = {(a,b) :b* < a (a,b) € R?}

Logo,

P = {(a,b) : B* < a}

Note-se que (0,0) pertence a P e ndo pertence a P. Seja g(p) = g(a,b) = —b*/a, que é
bem definida em P. Se b =0 g(a,b) = 0

Desenvolvimento:

1. Pela defini¢do de P, tem-se a > 0.

G, ={(d,a,b) : (a,b) € P, —b*/a > d}
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Se d for maior ou igual a zero, entdio, G, = 0. Logo, d < 0. Note-se que G, C RzP.
Dai se segue que G, C RzP. E facil verificar que G, = {(d,a,b) (a,b) € P d < 0}.
Note-se que d depende de (a,b).

2. (0,0) pertence a P. Seja {(0,a,,0)}. Como g(an,0) = 0, segue-se que cada
membro da seqiiéncia pertence a ;. Supde-se, ainda, que a sequéncia a, convirja para
zero. Logo, a seqiiéncia que definimos converge para (0,0,0) e, como o conjunto G,
contém cada membro da mesma e é fechado, tem-se (0,0,0) € G,. Se (d,00) pertencer
a G,, entdo, d < 0. Portanto, h(0,0) = sup{d : (0,0) € G,} = 0. Considere-se
agora, para a > 0, a sequéncia {(—b?/a,a,b,)} de G, Escolhemos a seqiiéncia {b,}
de modo que convirja para a e b2 < a, obviamente. Resulta que (d,a,a) pertence a G,
se d < —1 que implica, pela defini¢io de h, que h(a,a) = —1. Portanto, o limite de
h{an, an) = —1, quando a,, tende para 0, e este limite é diferente de h(0,0) = 0, o que
prova a discontinuidade de h em (0,0).

Exemplo § . Este exemplo, muito simples, mostra que uma fungdo convexa pode ndo
ser contimua na fronteira do conjunto de definigao.

f(t)=tsea<t<bef(t)y=1set=aea#1l
Com um pouco mais de esforgo, provaremos o teorema abaixo.

Teorema 13 . Toda fungdo concava, crescente e ndo-negativa, definida em R, é conti-

nua no seu interior, ou seja, em R, ,.

Demonstragio:

Vamos uti]jzar do desenvolvimento do teorema anterior. A diferen¢a é que P é um
ponto interior iio conjunto e 0 mesmo ocorre com Q. 6 tem de ser ajustado para que Q +¢q
seja sempre um ponto do interior do conjunto de definigdo da fung¢do. No caso, m = 2n.

Notando-se que P = Q + g, no final da demonstragio do teorema 12, obtivemos a
desigualdade, h(Q) — h(Q + ¢) < ¢ (a), que ¢ verdadeira para [g| < 6.

h(Q) ~ Q@ —~q) <e (b)

Q=Q+¢/2+(Q-4q)/2
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Como h é concava:
h(Q) > 1/2h(Q +q) +1/2h(Q — q)

Ou, equivalentemente:
h(Q) — h(Q - g) > A(Q +q) - h(Q)
Por b, acima:
h(Q+4q) - h(Q) <e (d)
Comparando-se (a) e (d),

IM(Q +q) - h(Q)] <€

que demonstra o teorema, que € uma versdo simplificada de um teorema que afirma que

toda fungdo concava € continua no interior de um conjunto convexo.

Supergradiente

O desenvolvimento desta segdo depende de um teorema de separagdo de conjuntos con-
vexos, que € apenas enunciado.

Teorema 14 (Teorema de Separaciio) Seja C um conjunto fechado e convexo do R,.
E z um ponto de C que ndo pertence ao interior, ou seja, z pertence a fronteira de C;

entdo, existe um vetor u, que tem, pelo menos uma componente diferente de zero. e tal

que

u*xr>uxzz € C
uxr<uxz 7 & C
Se z ¢ C, hd um vetor w de C, @ minima disténcia de z e,
uxz2>2uxw z € C
urxz<uxw z & C

U 2Z < UXW
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O vetor w, acima mencionado, pertence a fronteira de C.
O teorema seguinte garante a existéncia do supergradiente para uma fung¢io cdncava

que é linear homogénea. A defini¢do vird mais abaixo.

Teorema 15 . Seja f{x) definida em R" e f(x) seja concava e linear homogénea. Entao,

para z pertencente a R", existe z*, tal que:

f(z) = (2" *2)

f(z)< (2**z) z € R

Demonstragdo:
A demonstragdo € feita por etapas.

1. Considere-se o conjunto:
A={(c,z): ce R T€R" f(z) > c}

O conjunto A pode ser vazio para algum c. Note-se que (f(x),x) pertence a fronteira de
A. Se (f(z), ) pertencesse ao interior de A, poderiamos escolher ¢ > f(z) e (c,x) sena
elemento de A. Mas isso contraria a definigdo de A.

2. Como A é um conjunto convexo e fechado, porque f(x) € concava e continua, o
teorema de separagdo pode ser usado para o ponto (f{z),z), que € um ponto da fronteira

de A.

(u,v) * (f(2),2) =d wue R VeER"
(u,v) # 0

(w,v) * (f(z),z) >d VT € A
(u,v) * (¢,7) <d se(cz)¢ A

3. Mostrar-se-a, no item 4, que d = 0. Como (x,f(x)) e (-x,f(-x)) pertencem a R", se
v =20, tem-se u* f(z) > 0. Mas ux f(—x) = —ux* f(r) > 0. Equivalentemente,

ux* f(z) < 0. Logo, ux f(z) = 0 para todo x de R". Isto implica que u é também zero,
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a menos que f(x) seja identicamente nula. O teorema de separagdo requer que (u,v) seja

diferente de zero. Segue-se que v ¢ diferente de zero.
4. Vamos provar que d = 0. Seja t > 0. Substituindo-se x por tx e f(tr) = tf(z),

(w,0) * (f(z),2) 2d/t*
Com t, pode tomar-se tdo grande como se quetra,
(u,v) * (f(2),7) 20

Logo, d = 0. Note-se que:
(u,v) * (f(2),2) =0

S. Vamos provar que u < 0. Lembre-se que v # 0

Sa. E impossivel ter-se u = 0
(0,v) * (f(z),2) 2 0

Como x e -x pertencem a R", segue-se que v = 0, que vimos ser impossivel.
5b. Suponha que u > 0. Como f(0) = 0, porque f ¢é linear homogénea, segue-se que
(e,0) pertence a A para qualquer e < 0. Segue-se que

(u,v) *(e,0) >0

que implica uxe > 0, que ¢ impossivel. Pois, parau > 0e e < 0, implica ser uxe < 0.
E tem-se u < 0.

Dai se segue que:

(u,v) * (f(z),7) >0

ux f(z) + (vxz) 20

Lembrando-se que u é negativo, e dividindo-se tudo por u, vira:

J(z) < (—v/u,z)
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Pondo-se z* = —v/u, virh:

flz) < (2% 1)
f(z) = (2%, 2)
O resultado acima vem de (u,v) * (f(z) * 2) = 0.

]

Definicko 13 ./Supergradiente] O supergradiente de f(x), em x, designado por z*, quan-
do existe, satisfaz a seguinte desigualdade:

fRYL< f(z)+x**x(z—z) VzEe R°

Teorema 16 . Seja f{x) concava e linear homogénea positiva em R", que é um cone
convexo. Seja 3f(z°) o conjunto de supergradientes de f(x), em z°. Entdo, para todo
membro, z*, de 3 f(z°)
f(z®) =z 2°)
f(z) <z *xzx

Demonstragdo:
Por defini¢do, temos:

f(2) < f(z®) 4 z* * (z — 2°)
Para 2z = tz° e t positivo, tz° pertence a R", porque R" é um cone.

f(tz°) < f(2°) + (¢ — 1)(z" % 2°)

f(tz®) = tf(z°), homogeneidade linear

(2= 1)f(2°) < (t - 1)(z" * %)

t maior que 1

fe®) < (2" *3°)

Se t for menor que 1, a desigualdade é revertida. Logo:
f(z®) = z* *2°
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Na definicio de supergradiente, substitua z por T + z°:
flz+2°) < f(2%) +z" 2

Como f(x) é concava e linear homogénea, € superaditiva, f(z + %) > f(z) + f(z°). E,
portanto, f(z) < z°+ 1.
Compare esse resultado com o teorema demonstrado sobre fung¢des concavas linear ho-

mogéneas e conclua que toda fungdo concava linear homogénea admite um supergradiente.

Teorema 17 . Seja f{x) uma fungdo concava e diferenciavel, entdo: z° = V. [ (z) é o

supergradiente de f(x) e ele é unico.

Demonstrac¢ao:

Na defini¢cdo de supergradiente x, faga z = z + ty
fz+) - flz)

; =

' *y)
Deixando-se t tender para 0,

V. f(z)xy < z°xy
Como essa desigualdade vale para y e -y, tem-se:

Ve f(z)xry=1"*y

que mostra que o supergrandiente € Unico, ja que y € qualquer. a
Com a finalidade de preparar o caminho para o proximo teorema, seguem-se trés
proposi¢des. Sobre a primeira proposi¢do, mais detalhes podem ser encontrados em

Nikaido(1968, p. 47-49). Ele demonstra a existéncia de hy(z,y) e h_(z,y). E que
hi(z,y) < (2" *y) < h_(z,y)

A derivada na dire¢@o y existira, se e somente se h,(z,y) = h_(z,y). Mas o fato de as
derivadas parciais existirem nio € suficiente para f ser diferenciavel num ponto.

)
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Proposiclo 8 . Seja R o conjunto dos mimeros reais e v < 8 < q elementos de R. Entdo,

—8-r, . 9-8 ; ; -
8 = =rq + ;7. ou seja, s pode ser escrito como uma combinagdo convexa de r e q.

Demonstragdo: Seja s = g + (1 — z)r. Desejamos determinar x. Verifica-se que

s—r==z(q-r). Ouz=2= E(l—z):g:—:. Observe-se que 0 <z < 1 e

0 < (1 —2z) <1, em virtude da escotha der, s e q. O

Proposicho 9 . Seja v(1) uma fungdo céncava definida no conjunto dos mimeros reais
e contradominio no mesmo comjunto. Entdo, p(t) = 3(“—”‘”—"@ é fungdo mondtona
decrescente de t para cada s. As derivadas a direita e a esquerda de um ponto existem
e sdo, respectivamente, designadas por v,(3) e v,. Ev_(8) > v,(s).

Demonstragdo:

Obtivemos s = =7¢ + i=2r. Como v(t) é uma fung¢do cdncava,

s—r g— 8
v(q) +

>
U(S) q—rT q—-r

v(r)
Multiplicando-se a desigualdade acima por g — 7, vira
(g—7)v(s) 2 (s —r)v(g) + (g — s)v(r) (1)

Ao Gltimo paréntesis da direita, some 7 e —r. Depois de manipulagdes simples, vira:

os) = lr) | vle) =o()

S—T q—-r
Adicione-se g e —g ao primeiro paréntesis da direita de (1) e obtém-se

v(q) — v(s) < v(q) :v(r) 39)
q—3 qg—r

Comparando-se as desigualdades (2) e (3), tem-se:

u(s) —v(r) o v@) =), v@ =)
s—r - q—T B q-s

Na desigualdade (4), fagar = s+t e g=s+ 2. Observe-sequet<0e z>0.

v(8) — v(s + 1) > v(s+2) —v(s+1) > v(s + z) — v(s)
-t - z—1 - z
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Equivalentemente,
v(s +1t) — u(s) S v(s+z) —v(s+1) > u(s + z) — u(s) (5)
t - z—t z
Comot < z, a primeira e a ultima desigualdade de (5) mostram que p(t) é fun¢do decres-

cente de t Notando-se que t é negativo, quando t converge para zero, portanto cresce, O

quociente da esquerda da desigualdade (5) decresce. Mas ele é limitado, infenormente,
pelo quociente da direita, porque estamos mantendo z fixo. Conseqiientemente, o limite de
p{t) existe quando t tende para zero, por valores menores que zero. Quando z tende para
zero por valores maiores que zero, z decresce; portanto, o quociente da extrema direita
de (5) cresce. Mas ele ¢ limitado pelo quociente da extrema esquerda de 5. Como o
quociente ¢ uma funcdo monotona decrescente de z, aquele quociente converge Demons-
tramos, assim, a existéncia de vy (s) = limy g M%_—"@ e de v_(s) = lim, o M)_—”m
Nao ha dificuldade de verificar que v_(s) > v,(s). Como s é qualquer, demonstramos
a existéncia das derivadas a direita e a esquerda em R. Em vez de R, poderiamos ter
escolhido um conjuntc convexo aberto de R, tomando-se o cuidado de ter r, s e q como
seus elementos. Na aplicagdo que iremos fazer, necessitamos da existéncia do limite a

direita e de saber que p(t) é mondtona decrescente. m]

Proposicdo 10 . Seja fix) uma fun¢do concava e linear homogénea. Defina

h(t,z,y) = f(z + ty) - f(z)

hi(zy) = lim(f(z + ty) - f(z))/t
Entdo, (i) h(t,z,y) é uma fun¢do concava de t e também de Y (i) h(z,y) é fun¢do

concava e linear homogénea de y.

Demonstragdo: Precisamos preparar o caminho para a demonstragdo. Seja 0 < r < 1
et #£0.
h(rty + (1 = r)ta, 2, y) = f(r(z + biy) + (1 = 7)(z + tay)) — f(z)
Como f{x) € uma fun¢do concava, segue-se que
h(rty + (1 =7, 2,9) > 7(f(z + tiy) ~ f(2)) + (1 = 7)(f(z + tay) — f(2))

= rh.(tl,:c,y) + (1 - T)h(tg,l',y)
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Logo, h(t,x,y) é fungdo concava de t. Pela proposigdo 9, h,(z,y) existe.
Como f{x) é linear homogénea,
S+t + (V=) — f(2) = t[f(r(z/t +m) + (1 —r)(z/t + y2) = fz/)]

Como f{(x) ¢ uma fun¢io concava,
flz+t(ry + (1-r)y)— f(z) 2 tr(flz/t+y) - f(z/))+ (1 =7)(f(z/t+y2) — f(z /1))
=r(f(z +ty) - f(2)) + (1 —7)(f(z + tgn) - f(z))

Portanto,
h’(t’Iaryl + (1 - T)yi’) > Th(t,.’l:, yl) + (1 - T)h(t, z, y?)
Logo, h(t,x,y) é fungdo concava de y.
Item (ii)

A fungdo h, (z,y) é linear homogénea em y. Seja r diferente de zero.

(fz +rty) = f(2))/t = r(f(z + rty) - f(z))/rt

Da igualdade acima decorre que hy(z,y) € linear homogénea em y.

A funglio hy(z,y) é concava em y. Seja 0 < r < 1. Como h(tx,y) é concava em y.

h(t,I,T‘yl + (l - T)yg)/t 2 rh(t,z, yl)/t + (1 - T)(h(t,l’, y?)/t

Deixando-se t tender para zero por valores maiores que zero,

hi(z,ryn + (1 —r)ya)/t 2 rhy(z, ;) + (1 = 1)hy(z,42)

Observagio: da proposi¢do 9, obtivemos v_(s) > v+(s). Dai se segue que h_(z,y) >
hi(z,y).

Seja z* o gradiente de f(x) em x. Parat > 0, (f(z+ty)— f(z))/t < z*y. Deixando-se
t tender para zero por valores positivos, segue-se que h, (z,y) < z* * y.

Da defini¢do de gradiente, tem-se f(z +ty) — f(z) < z**ty. Para t < 0, dividindo-se
por t, reverte-se o sinal da desigualdade, (f(z + ty) — f(z))/t > =* +y. Deixando-se
t tender para zero por valores negativos, tem-se h_(z,y) > z* x y. Decorre, entdo, que
h_(z,y) 2 **y > hy(z,y).
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O teorema seguinte mostra que, se o supergradiente for unico, entdo f{x) sera diferen-
cidvel. Logo, uma fun¢io concava, que ¢ linear homogénea, € diferenciavel, se e somente

se o gradiente for unico.

Teorema 18 . Seja f uma funcdo concava e linear homogénea, definida em R" e con-
tradominio nos mimeros reais. Se o supergradiente no ponto x for umico, entdo f(x)

diferencidvel em x.
Demonstragéo:
Temos de mostrar que, se

gy) =flz+y)—flz)—z"+y

entdo, o limite de |g(y)/|y| é nulo, quando y tende para zero, sendo x fixo. E facil ver
que g(y) é concava e linear homogénea.

1. Supergradiente de g(y), em y = 0, é nulo. Note-se que, se isso acontecer, pela
primeira desigualdade abaixo, segue-se que g(y) <0 (3).

9(0 +y) < g(0) + (0" » y)

ou

flz+y) - flz) = (z"+y) <(0°xy)
ou

flz+y) - flz) < (2" + 0" xy)
Como supergradiente de f{x) é tGnico
40 =z

E, portanto, 0° =0

9(y) <0 (2)

Pelo teorema 15,

IN

h,+(3:,y) (u; * y)
hy(z,z) = (uy * z)
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{u:|u| = 1}. Podemos expressar y =t u, t, >0e|y|=1. Segamel, e, ...,

ou

lim(f(z + ty) — f(2)/t < (ui+)

Pela proposi¢io 9, o quociente da esquerda é fungdo decrescente detet > 0
(flz+ty) - f(@)/t < (u;*y)

t=1 vira

flx+y)—f(z) < (uy*y)

Como o gradiente é unico,

4. Como h,(z,z) = (u} * ), segue-se que h,(z,z) = (z° » z).

9(ty)/t = (f(z + ty) - f(z))/t — (z°,9)
limg(tz)/t = Bm(f(z + tz) ~ f(z))/t ~ (z"*2) =0 ()

5. Precisamos demonstrar que lim, o |9(y)/|y| = 0, o que faremos a seguir.

que o conjunto {u : |u| = 1} esteja contido no fecho convexo desses m vetores.

y =3 te 0< ¢, <1;i=12,...,m

=1

E os t’s somam 1.

oltym) /s = (9(ty 31 /ty

i=1

= (40t

Por causa da concavidade de g,
2> (E v9 t,,e N/ty

> min {t, y(tue )t} (%)

Como 0 < t‘ <1

mln{t g(t”e )/}

tende para zero com t,, por causa de (*), acima.
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Por (i) acima, g(y) < 0, que implica que g(tyuy)/t, < 0. E lembremos que £, * uy, = y.
Logo, por (**) vird:

m'_in {t;,g(tvei)/ty} < g(tyuv)/l'y <0
E segue-se que lim{(g(¢,u,))/t,} = 0, porque esta expressio é maior do que uma outra

que tende para zero com ¢, e também menor que zero. Ou

lim [g(y)/|yll = lim{g(tyu,)/|tyuy|} = {{lim{g(tyuy)/ty[} = 0

Nas manipulagdes feitas, observe-se que |u,| =1 t, > 0. Vimos que, se uma fungdo é
continua, linear homogénea e concava, ela admite um supergradiente, com as propriedades
enunciadas no teorema. Isso nos proporciona um teorema importante para a fung¢do custo,

que € linear homogénea, continua e concava no vetor pregos dos INsumos.

Teorema 19 . Se z° é um supergradiente de C(w.y), w e y fixos, entdo, t° pertence ao

conjunto de solugbes do problema de minimizagdo, ou seja, C(w,y) = w * T°.

Demonstragio:
Como C(w,y) € linear homogénea e concava, pelo teorema 16, e seja z* o supergradi-
ente em w°,

Clw®y) = (w’*z")

Clw,y) < (wxz") e w>0

As desigualdades acima indicam que o conjunto de supergradientes de C(w,y), em w,
pertence ao conjunto de solugdes do problema de minimizagio.

Vejamos outro teorema importante:

Teorema 20 . Sejam y° e w° fixos. O conjunto de supergradientes de C(w®,y°) em w°

€ exatamente igual ao conjunto de solugdes do problema de minimizagdo:
min {w®*z, st F(z) > y°}

Demonstragio:



Suponha que ndo. Entdo, existe, pelo teorema 19, uma solugdo, x, que nio é super-
gradiente de C(w®, y°). Duas coisas podem acontecer
1.

Clw®y%) > (w=xz) (*)

Chegamos a uma contradigdo. A desigualdade (*) indica que x n3o pode ser factivel
e, por hipotese, x ¢ factivel.

2.

C{w’,y°) < (w°* 1)

Neste caso, x nem solugdo do problema de minimizagdo é. O

Um importante teorema, ja demonstrado, indicou-nos que, se um conjunto de super-
gradientes de uma fung¢éo linear homogénea e concava for tnico, ela é diferenciavel.
Vimos também que, se uma fun¢do linear homogénea e concava for diferenciavel, o

supergradiente é unico. Logo, o teorema abaixo ¢ imediato.

Teorema 21 . A condi¢do necessaria e suficiente para que uma fungdo linear homogénea

e concava seja diferenciavel num ponto é que o supergradiente daquele ponto seja unico.

Vamos fomecer uma condigdo suficiente para a unicidade do supergradiente da fungao

custo.

Teorema 22 Seja F(x) ndo-negativa, continua, semiconcava estrita, definida no primei-
ro quadrante de R", F(0) = 0 e z > z implica que F(z > F(z). Entdo, para todo
y? > F(0), a fungdo custo é diferenciavel com respeito aos pregos dos insumos.

Demonstragdo:

1. Suponha gque existam duas solugdes para o problema de minimizagdo, x € z. Por
causa da continuidade de F(x), F(z) = F(z) = y°. Seja F(z) > y°. Como F(0) =0, a
continuidade de F(x) implica que existe 0 < k < 1, e tal que F'(kz) = y° e kx é factivel.
Mas w x kz = k(w*z) < w+*z. E x ndo € solugdo do problema de minimizagao.

2. Seja s = (z + z)/2. Como F(x) é semicOncava estrita, F(s) > y°. Novamente

existe 0 < k < 1 e tal que F'(ks) = y°. Portanto, ks é factivel.
Wxks§ < W* 8= WxIT =W*Z
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Logo, x ¢ z ndo seriam solugdes do problema de minimizagdo e, pelo teorema 20 C(w,y),
¢ diferenciavel. O

Exercicio: Sejama >0eb > 0e F(z,y) = min {z/a,y/b}. Denve a fun¢do custo.
Resposta: C(w,y) = aw; + bwy. A fungdo custo € diferenciavel. Mostre que F(x) ndo €

semiconcava e nem diferenciavel. Logo a condigdo dada ¢ apenas suficiente

Teorema de Dualidade

Mostraremos como recuperar a fun¢do de produ¢do, dada a fungdo custo. Restringiremos

0 conjunto em que y vana:
{fyeR:y20 {z>0:F(z) >y} #0)}

A fim de facilitar comparagdes, listaremos as propriedades que a fung¢do custo tem, as
quais foram demonstradas neste e no Capitulo L

No teorema de dualidade, imaginamos que temos uma fun¢do, que simbolizamos
C(w,yy), sendo w e y positivos. O leitor deve anotar, no desenvolvimento que faremos,
quais propriedade exigimos dela. Talvez fosse melhor termos usado outra notagio para
evitar confusio com a fun¢do custo. A partir da fungdo imaginada, recuperamos a fungio
de produ¢do. Usando-se a fungdo de produgdo recuperada, definimos a fun¢do D(w,y)
e mostramos que ela € igual a C(w,y), ou seja, igual a fungdo custo, baseada na qual
a funcdo de produgdo foi definida. Portanto, se utilizarmos a nossa fungdo custo, cujas
propriedades serdio listadas, para definir a fungdo de produgao, a fungdo D(w,y) sera igual
a ela. No Capitulo I ha um teorema de dualidade de concep¢do mais simples que tem,
basicamente, o mesmo significado. Aconselho o leitor a reler a segdo sobre dualidade do
primeiro capitulo. O leitor devera notar, também, que estamos diante de um problema de
otimizag3o, que tem um numero infinito, nio-denumeravel, de restri¢des. E, assim, muito
complexo. '

Recordemos as propriedades da nossa velha conhecida, a fungio custo.

l. C(w,y) >0y >0w>0; C(w,0)=0.
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2. C(wy) ¢ linear homogénea em w.
3. C(w,y) é crescente em w.

4. C(w,)y) é concava em w.

5. C(w,y) ¢ continua em w.

6. C(w,y)é crescente em y, w fixo.
7. C(wy) é Isc em y.

8. Se w > 0 e y cresce sem limite, C(w,y) tende para o infinito.

Proposiclio 11 . Seja
Y={0<y<y}

Portanto, um conjunto compacto. Manteremos w > 0. Defina a transformagéo:
ho(z)={y €Y : Clw,y) < (w=z)}
Esta transformagdo é fechada.

Demonstragdo:

¥ =z

Yy € hy(z")

v -y

Note-se que y pertence a Y, que é compacto. Temos de mostrar:

Y € hy(z)

Tomando o limite supremo de

Clw,y") < (w*z"),
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vird: lim sup C(w,y?) < (w * z). Como C(w,y) € Isc em y, vird

limsup C(w,y") > Clw,y)

Logo,
C(w,y) < (w*1z)

Logo, y € hw(z) O
Proposi¢iio 12 . A ransformagado
Hw(I) = mm>(]h~-w(1:)

={yeY, Clwy) < (wxz) Vw > 0}

é fechada e, como Y é compacto, ela é scs.

Demonstragdo:

Nas preliminares de matematica, vimos que a intersegdo de conjuntos de transfor-
macdes fechadas ¢ uma transformagdo fechada. O contradominio s3o os subconjuntos
de Y, e Y é compacto, segue-se que H,, () é uma transformagio semicontinua superior.
Note-se que, para cada x, H,(z) é um conjunto compacto, subconjunto fechado de um
conjunto compacto, Y. O

Definicdio 14

F(z) = max {y}

€ Hu(x)

=max{yeY: Clw,y) < (w*z) Yw>0}

E fundamental que o leitor observe que o maximo ndo pode ser tomado num conjunto
vazio. Se estivermos usando a nossa velha conhecida fun¢do custo, sabemos que o con-
junto da segunda igualdade € ndo-vazio. Se utilizarmos outra fungdo, temos de demonstrar
que ele é ndo-vazno. Vejamos as propriedades de F(x).

1. F(x) é fungao real bem definida e € usc, semicontinua superior. E tem-se F'(0) = 0.

O conjunto H, () é compacto. Por isso, y atinge um maximo nele ¢ y varia nos

numeros reais. Logo, F(x) é bem definida e tem contradominio nos numeros reais. Um
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dos teoremas do Maximo mostra que F(x) é usc. Se z = 0, H,(z) 36 contém o conjunto,
cujo Gnico elemento é O(zero). Logo, F(0) = 0. m]
2. F(x) é semicdncava.
Sga0 <t <1, F(z) > ye F(z) > y. Temos de mostrar que, se u(t) = tr + (1 —t)z,
entdo, F'(u(t)) > y. As duas primeiras desigualdades acima implicam que:

Clw,y) < (wsz) V>0
Clw,y) L (w*z) Vw>0
multiplicando-se por t a pnmeira relagdo
e por(1-t) a segunda e somando-se, vird:

C(w,y) £ (wxu(t)) Vw >0

A desigualdade acima mostra que y é factivel para o problema de maximizagdo, quando
x € fixado em u(t). Nesse caso, 0 maximo tem de ser maior ou igual a y. Portanto,

F(u(t)) 2 y

e F(x) é semicOncava. QO
3. Se z > z, entdio, F(z) > F(z)
Pela definigdo de h,(z), se £ > z, hy(2) C hy(z). E dai decorre que H,(z) C
H,(z), que implica que

F(z) < F(z)

O

Teorema 23 (‘l‘eoremn de Dualidade) . Seja F a fimgdo que acabamos de definir e
demonstrar as propriedades. Defina a partir dela, para w > 0 e y > 0, a fungdo de
custo D(w,y). Entdo, D(w,y) = C(w,y)

D(w,y) = min {wsz: F(z) >y}

Demonstrac¢do:
1. A fungdio C(w,y) é cdncava e linear homogénea; admite, portanto, um supergradi-
ente em (w°,y°), designado por z°. Pelo que sabemos sobre. supergradientes de fungdes
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concavas e linear homogéneas, vira para y > 0:
Clu®,y°) € (wez%) Yw>0 (s)
C(w’,y°) = (W% z°) (**)
Como, pela propriedade 1 de C(w,y),
C(w’ %) >0
segue-se que
P #0
Por definigdo,
F(z°) = max{y: C(w,y) < (w+2°) Yw >0}
O leitor ndo tera dificuldade de se convencer que y° ¢ factivel para o problema de ma-
ximizagdo, que define F(x), defini¢do 14. Observem-se, para isto, as desigualdades (*) e
(**) que definem o supergradiente de C(w®,y°). Logo, F(z°) > y°.
A defini¢do de D(w,y) implica que:
D(w®,y°) = min {(w° + ) F(z) > ¥°)
Como F(z°) > y°, segue-se que:
D(w®,y°) € (w°»z°) = C(w’y°) (1)
2. Seja
D(uw®,y°) = min{(w°xz) F(z) 2y°} = (w°*Z)

Logo, F(z) > 3.
3.

F(z) =m3x{y€Y:C(w,y) < wx*xZVw >0}
Isto implica que:
Clw,y°) < (w*%) Yw>0, ou
C(w’,y°) < (w°+2) = D(u°,3°) (2)
Os resultados obtidos em 1 e 2, acima, provam o teorema.
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CAPITULO 3
Aplicacoes da Funcao Distancia

Nos dois primeiros capitulos, admitimos que apenas um produto era produzido. Evitou-se,
assim, ter de definir uma fun¢do de produ¢do que comportasse vanos produtos. Neste
capitulo, a combinagdo de insumos tem n componentes, portanto, z € Rt n > 1, ea
combinagdo de produtos tem m componentes, ou seja, y € KT m > 1. Exige-se também

mais esforgo do leitor para completar Jacunas deixadas nas demonstragdes.

Fun¢ao Custo

Definic@o 1 . Seja V uma ransformagdo fechada, com dominio em R e contradominio
nos subconjuntos de 27%. Para cada y, V(y) é um conjunto ndo-vazio e contém todas as
combinagdes de insumos que produzem, pelo menos, y, e a transformagéo V(y) satisfaz

as seguintes pressuposigoes:
1. 0 € V(0).
2. Se y é diferente de zero, 0 ¢ V (y).
3. V(y) é uma transformagdo fechada.
4. se 2 > z e x pertence a V(y), z € V(y).

5. seu >y, V(u) C V(y).



6. Se x pertence a V(y), o raio Az, A > 0 intercepta todos os V().

Uma boa maneira de o leitor concretizar essas pressuposig¢des é tragar um mapa qualquer
de isoquantas e verificar quando uma delas ¢ violada. Para mais detalhes, consulte Fire
(Fire, 1988). Exercicio: Demonstre que V' (0) = RY.

O passo seguinte € definir a fungdo custo e demonstrar que ela tem as mesmas pro-
priedades da fung¢do custo definidas nos capitulos um e dois. Precisamos estar atentos para
a necessidade de reformular alguns conceitos, como, por exemplo: y, > y» significa que
o primeiro vetor tem cada componente maior ou igual aquela correspondente do segundo
vetor. O leitor ndo tera dificuldades em realizar as demonstragdes, imitando aquelas do
primeiro e segundo capitulos. Para ilustrar, demonstraremos duas propriedades. O pro-
blema da extensdo para w > 0 ¢é resolvido da mesma maneira como foi no Capitulo II.

Por isto, n@o repetiremos o desenvolvimento 1a feito.

Defini¢iio 2 .Fung¢do Custo para w > 0,

= mi >
Clw,y) = min {wsz, w>0)

Proposiciio 1 . A4 fungdo C(w,y) é concava em w.

Demonstragio:
Sejam w; > 0 e wp > 0 dois vetores que representam precos dos insumos. Sejam x
e z as respectivas solugdes do problema de minimizagdo, quando y € fixo. E seja, para
0<t<1,w(t)=tw + (1 -tjwp, 0 <t <1 ex(t)asolugdo dtima e, por isso, x(t) €
factivel. A defini¢do da fungdo custo requer o seguinte:
w); *xT < W) I,

wy * z < Wy * z(t)
Multiplique a primeira desigualdade por 0 < t < 1 e a segunda por 1 —{ e obtenha:
tC(wy, y) + (1 — £)C(we, y) < w(t) * z(t)

Como wy, t, w; e y sdo arbitrarios, segue-se que C(w,y) é fungio concava de w > 0 e,

portanto, continua, em R7 ., que é um conjunto aberto a
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Proposiciio 2 . A fungdo C(w,y) e sermicontinua inferior (Isc) em y.

Demonstragao:

Seja y¥ uma seqiéncia do R que converge paray Como toda seqiiéncia convergente
é limitada, existem vetores y, € ¥y, sendo y, < y2 € yl < y¥ < y,. Considerem-se as
seguintes solu¢des dos respectivos problemas de minimizagao, z,, T2 € z", quando o vetor
w ¢ fixo, e lembre-se que a fungdo custo € crescente em y.

SejaA={z: wrzy Sw*xr < w*1,}. Comow > 0, € facil mostrar que o conjunto
A é compacto, e, ainda, que a sequéncia z” Vv pertence a A. Conseqiientemente, existe
uma subseqiiéncia convergente, z¥ de z", que converge para z. Néo ¢ complicado ver-se
que

limsupw * 2 > limsupw * z¥ =wx* 2z (1)

Seja ¥ a subsequéncia de y” que corresponde a z”. Desse modo, 2V € V().
Como r¥ converge para y e V(y) é uma transformagio fechada, segue-se que z € V{(y)
Observe-se que a hipotese que afirma que V(y) é uma transformagdo fechada € crucial
Nio é suficiente supor-se que V(y) é um conjunto fechado. Alias, V(y) €, para cada y,

um conjunto fechado, porque a transformagao ¢ fechada.

Funcao Distancia
Defini¢dao 3 . Fungdo Distdncia para y e x fixos:

D(z,y) = sup{t : z/t € V(y)}

t>0

Comentario: na definigdo, tendo-se que x pertence a V(y), procura-se contrair X, 0 maximo
possivel. O vetor resultante ainda esta em V(y), porque V(y) é um conjunto fechado.

Vejamos alguns fatos importantes sobre D(x,y). Note-se que D(z,y) > 0.

1. Se y é maior do que o vetor 0 e x pertence a V(y), entdo, D(z,y) > 1. Se t for
menor que 1, segue-se que =/t > r e, pela pressuposi¢do 4, z/t € V(y) Vi < 1.
O supremo, na defimgao de D(x,y), ndo pode ser infinito, porque o vetor zero nao

pertence a V(y), se y # 0. Logo, 1 < D(z,y) < oo, neste caso.
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2. Ainday # Oez ¢ V(y). Observe-se que 7/t < z parat > 1 e, pela pressuposi¢io
2, o/t ¢ V(y) parat > 1 Sejat =sup,{t: z/t € V(y)}. Logo, i < 1. Mas
z/t € V(y), porque V(y) é um conjunto fechado. Isso implica que ndo se pode
ter { = 1, porque x nio pertence a V(y). E, assim, conclui-se que D(z,y) < 1.
Como D(qz,y) = ¢D(z,y) > 1, porque qx é um elemento de V(y), tem-se 1/q <
D(z,y) < 1.

3. Ndo existe um numero real ¢ > 1 e tal que gz € V(y). Neste caso, define-se
D(z,y) = 0. Como pode expandir-se raio (1/t)z ilimitadamente sem, em nenhum
instante, produzir y, € isso equivale a deixar t tender para zero, e define-se D(z,y) =

0, como sendo este limite. Note-se que y £ 0.

4. Ocasoy = 0. Como 0 € V(0). E pela pressuposi¢do 4, x pertence a V(0),
qualquer que seja z > 0, segue-se que z/t € V(y) para todo t > 0. Temos, assim,
D(z,0) = oo.

Comentario. paray > 0, D (x,y) ¢ uma fungdo real bem definida. Poderiamos ter usado o
maximo, no lugar do supremo, na sua defini¢do. Se incluirmos y = 0, entdo, D (x,y) tem
o contradominio no conjunto dos numeros reais estendidos, que inclui 0s nimeros reais
e os simbolos +0o e —oo e as operagdes que podem ser realizadas com estes simbolos.
Note-se quez =0 ey >0, z/t ¢ V(y) Vt > 0 e, portanto, D(0,y) = 0. Sey =0,
segue-se que 0/t € V(y) para todo t > 0 e tem-se D(0,0) = oo. Vamos listar as
propriedades de D(x,y) e demonstrar algumas, deixando as demais como exercicios para
o leitor. Mas necessitamos de um lema importante, quando y é fixo. Se y for igual a zero,
o lema é verdadeiro, porque V(0) = R%. Por isso, admitimos y # 0.

Lema 1

A=A{z: D(z,y) > 1} = V(y)

Demonstragio;
1. Se x pertence a V(y), segue-se que, como vimos, D(z,y) > 1 e, poﬁanto, T € A
2. Se x ndio pertence a V(y), e como y ¢ diferente de zero, segue-se que D(z,y) < 1.

Conseqiientemente, x ndo pertence a A. Os itens 1 e 2 demonstram a proposi¢3o. a
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Proposicdo 3 .

1. D(z,0) = 400 para todo = € R%. E D(0,y) = 0 para lodo y diferente de zero.

2. D(rz,y) = rD(z,y) paorar > 0.
3. Paratodoy € RT e x> z, tem-se D(z,y) > D(z,y).

4. D(z,u) < D(z,y) paray > w. Lembre-se que, pela pressuposi¢do 5. V(y) C
V(u).

5. D(xy) é uma fun¢do semicontirua superior em R,™™.

6. D(xy) é concava em x, se V(y) for um conjunto convexo.

Demonstrag¢ao:

Item 1: No desenvolvimento acima, o leitor encontrara os passos necessarios a de-
monstra¢io desta propriedade. Deve justifica-los e considerar a possibilidade em que
D(x,y) é igual a infinito.

Item 2. Deixamos o seguinte exercicio para o leitor. Se r > 1, obtém-se D(rz,y) >
D(z,y) sey # 0.

Item 3. Note-se que, quando y € o vetor zero, a igualdade prevalece. Se y é diferente
do vetor zero, analise as seguintes possibilidades: (1) x e z pertencem a V(y). Como
z > z implica que z/D(z,y) > z/D(z,y) e, pela pressuposi¢do 4, z/(D(z,y) € V(y)),
e, portanto, D(x,y) ndo pode ser menor que D(zy). Logo, D(z,y) > D(zy). (i)
Se z ndo pertence 2 V(y) e z € V(y), obtém-se D(z,y) > 1 e D(z,y) < 1. Logo,
D(z,y) > D(z,y). (i) Existe q, tal que qz pertence a V(y). Como gz > gz, segue-se
que gz € V(y), pela pressuposigdo 4. Pelo item (i) acima, D{(qz,y) > D(gz,y). E, pelo |
item 2, D(z,y) > D(z,y). (iv). Nao existe q tal que qz pertenga a V(y). Neste caso,
D(z,y) = 0, e, portanto, D(z,y) > D(z,y). Se (y=0), tem-se D(z,0) = D(z,0) = oo.

Item 4. Decorre da pressuposigdo S, sobre V(y). Deixamos a demonstragdo, como um
exercicio.

Item 5: A fungdo D(x,y) é semicontinua superior(usc) em (xy). No Capitulo 0,
demonstramos que D(x,y) € usc, se e somente se B(d) = {(z,y) : D(z,y > d)} for
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um conjunto fechado para cada numero real d. Suponha que B(d) n3o seja um conjunto
fechado. Existe, portanto, d’ e B(d’) ndo é um conjunto fechado. Existe, assim, (z'y’) €
B(d') e (z',y’) ndo pertence a B(d’). Ha, portanto, uma seqiiéncia de B(d'), (z?,y")
que converge para (z’,%'). Note-se que (d',z", y") pertence ao grafico de V(y). Gr =
{(d,z,y) : D(z,y) > d}. No caso, d’' ¢ fixo e vanavel (z,y). Como o grafico de
uma transformagdo fechada ¢ um conjunto, fechado, segue-se que (d’, z’,y)’ pertence ao
grafico Gr e, portanto, D(z',y/) > d' (). Mas, como (z,y’) ndo pertence a B(d'),
tem-se D(z',y’) < d’, que contradiz (*). Portanto, B(d) é um conjunto fechado para todo
namero real d e f{x,y) € usc.

Item 6: A fungdo D(x,y) é cOncava em x. Sejam x e z dois vetores de V(y); decorre,
dessa condigdo, que D(z,y) > 1 e D(z,y) > 1. Pela defini¢do de D(x,y), z/D(z,y) e
2/D(z,y) pertencem a V(y). O leitor devera verificar a seguinte igualdade:

T+y B D(z,y) T D(z,y) z
Dzy) + D(zy) ~ D) + D@2 Dly) T Dimy) + Do) Dley)

Verifique que os coeficientes de z/D(z,y), que pertence a V(y), e de 2/D(z,y), que
também pertence a V(y), somam 1 e tém 0, como limite inferior, e 1, como limite superior.
Conseqiientemente, 5-=t5-— € V(y) e, pelo lema 1, D(pr2th—.y) > 1.
Logo, pelo item 2, D(z + z,y) > D(z,y) + D(z,y). Conclui-se ser D(x,y) superaditiva
em X.

Seja para 0 <t < 1, h(t) =tz + (1 — t)(2). Tem-se que h(t) pertence a V(y), que,
por hipotese, é um conjunto convexo. E sendo D(x,y) superaditiva e linear homogénea

em x, conclui-se que
D(z(t),y) > D(tz,y) + D((1 - t)z,y) = tD(z,y) + (1 - t) D(z,y)

Desse modo, D(x,y) é concava em x e, portanto, continua em z > 0. O
Exercicio: Seja y = 1,22%%2%4. Desenvolva a fungio distincia. Sugestdo. escreva a

fungdo Lagrange e obtenha o maximo que a defini¢do implica.
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Dualidade

O teorema de dualidade, que esta segdo discutira, ¢ muito semelhante aquele do Capitulo
I. Nio disporemos, contudo, da hipotese de que, se expandirmos adequadamente qualquer
componente de um vetor x que ndo produz y, chegaremos a um vetor de V(y), ou seja, a
hipotese de que lim,, .. F(Z) = oo ndo é feita. Nem sequer dispomos de uma fungio
de produgdo. A pressuposi¢do 6, sobre V(y), ¢ um substituto mwto menos forte do que
aquela hipotese. Mas nio serd usada na demonstra¢do do teorema seguinte. Para facilitar

ao leitor, indicaremos quais as pressuposigoes sobre V(y) serdo utilizadas na demonstragdo.

Teorema 1 ./Dualidade] Seja V(y) o conjunto de vetores do R, que produzem pelo

menos y e V(y) satisfaz as seguintes pressuposi¢oes:
1. Se y é um vetor diferente do velor zero, 0 ¢ V(y) e V(0) = R7.
2. Se > zezpertence a V(y), entdo z € V(y).
3. V() é um conjunto convexo para todo y.

4. V() é um conjunto fechado para qualquer y. Ndo precisamos da hipétese de que
V(y) seja uma transformagdo fechada.

Como consequéncia dessas pressuposigdes, tem-se:
Viy) ={z: wsz 2 Clw,y) Yw >0} = V(y)

Comentario: Nas condiges do teorema, conhecida a fungio custo, ¢ possivel recuperar-
se V(y). Por isso, ele é considerado um teorema de dualidade. Operacionalmente, a
recuperagdo € complexa. Trata-se de um problema de programagdo, com um niimero a
infinito de restrigdes.

Demonstragao:

1. Seja x um vetor qualquer de V(y) e y diferente do vetor zero. Pela definig¢do
da fun¢do custo, decorre que w x z > C(w,y) para todo w > 0 e, portanto, tem-se
V{y) C V*(y).
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2. Suponha que V(y) seja um subconjunto préoprno de V*(y). Existe, portanto, um
vetor z, de V*(y), que ndo é elemento de V(y). Como esse conjunto é fechado, z n3o
pertence a fronteira de V(y). Como V(y) nio contém o vetor zero, V(y) é conjunto propro
de R} E também nio-vazio. Por hipétese, V(y) ¢ um conjunto convexo.

3. Pelo teorema de separagdo de conjuntos convexos, existe um vetor P diferente do
vetor zero, tal que:

inf Pxz>Pxz
€ V(y)

4. O vetor P ndo tem nenhuma componente negativa. Sem perda de generalidade,
suponha que a sua primeira componente seja negativa, P, < 0. Seja q um vetor qualquer
que produza y. Quando incrementamos sua primeira componente, mantendo as demais
fixas, ele continua produzindo y, pela pressuposi¢ao 4. Aumentando essa componente
indefinidamente, num dado momento, encontramos um vetor m de V(y) e tal que P+ m <
P x z, uma contradig¢do, portanto. Temos, assim, P > 0.

5. Como P xz > P x z, existe um vetor ) > 0 de componentes, de mesmo valor, e
cada uma delas igual a ¢ > 0 e tal que Pxz > (P + Q) * z para todo x de V(y). Isso
decorre do fato de que inf,cv() P ¥ > p x z. Logo, defina P' = P + Q e ter-se-a
P'xx > P'x z para todo x de V(y). Pela defini¢io de C(w,y), existe Z, de V(y) e
C(P',y) = P’ «z. Encontramos, assim, um z de V*(y) e um vetor de componentes
positivas, P, e tais que,

P't=C(P,y)> Pz
e, pela defini¢ao de V" (y), isso ndo pode ocorrer. Logo, V(y) = V*(y), quando V(y)

satisfaz as pressuposi¢des enunciadas. a

Teorema 2 . Suponha que V(y) ndo seja conjunto convexo, mas que satisfaga as demais

pressuposigées. Seja C*(w,y) = mingev-){w * z}. Entdo, C(w,y) = C*(w,y).

Demonstragdo: Imitar a demonstragdao do Capitulo I.
Comentario: Seja y # 0 que implica ter C(w,y) >0, w > 0. Mas {z : w*z >
Clw,y)w > 0} € equivalente a {z : w/C(w,y) xz 2 1 = C(w,y)/C(w,y) =

Clemmyy) w > 0}, porque C(w,y) ¢ linear homogénea em w. Fazendo-se w' =
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w/C(w,y), e para y # 0,

Ve(y) = {z: w'*xz>1}
Como C(w',y) = 1, podemos conjecturar a seguinte proposi¢ao:
Proposi¢do 4

Viy)=B={z: w*z>1, quando C(w,y) > 1 w > 0}

Demonstragao:
1. Suponha que = € V*(y). Tem-se, entio, w * z > C(w,y). No caso de se

ter C(w,y) < 1 Yw > 0, ndo temos como decidir se x pertence a B. Mas C(w,y) <
1 Yw > 0 é impossivel. Faga w' = w/C(w,y) w > 0ez € V*(y) etem-se 1 =
Cw,y)/C(w,y) = C(w/C(w,y),y) = C(w',y) e w' *xx > 1. Por outro lado, quando
C(w,y) > 1, segue-se, de wxz > C(w,y), w*x > 1. E conclui-se que z € B.

2. Suponha que z ¢ V*(y). Existe w’ > 0 etal que w'*z < C(w',y). Segue-se
que (w'/C(w',y)) *z < 1. Defina w® = w'/C(w',y). Tendo-se em conta que C(w,y) €
linear homogénea em w, conclui-se que C(w®,y) = 1. Masw’+z <l e C(w’y) =1
implicam que x também nio pertence a B.

Por 1 e 2 acima, a proposi¢do € verdadeira. O

Estamos preparados para demonstrar um teorema que estabelece a dualidade entre as

fungdes custo e distincia.

Teorema 3 .[/Dualidade] Seja x um vetor de V(y) que satisfaz todas as pressuposi¢des

do teorema |; portanto, trata-se de um conjunto convexo. Segue-se que
D(z,y) = inf{w*z C(w,y) 21, z € V(y)}

Demonstragio:
Como V(y) = V*(y), tem-se D(z,y) = supisolt : 5/t € V*(5)} = suppsoft -
wxzft > 1, C(w,y) > 1 Vw > 0}. Equivalentemente,

sup{t: wxz >t, Clw,y)>1, Yw >0}
150

Seja £ o valor do supremo, o qual é finito, porque z € V(y). Do desenvolvimento acima,
segue-se que
wrxz >LVw>0e Clw,y) > 1
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Portanto, o maior valor de t, £, tem que coincidir com inf,so{w*z - C(w,y) > 1}, que
demonstra o teorema. a

A proxima se¢do cuidara de decompor a fungdo custo no produto de duas fungoes,
uma sé depende de y e a outra, de w. Voltamos a considerar y como um numero real
ndo-negativo. Produz-se, assim, um sé produto. Na defini¢io de homoteticidade, tem-se

F(z) = R(G(z)) Simplificaremos para RG(z). R e G sdo fungdes definidas a seguir

Homoteticidade

Vamos recordar a defini¢do de fun¢io de produgdo homotética.

Defini¢do 4 . A fungdo de produgdo diz-se homotética se F(z) - RG(z), e R{y) é
uma fungdo real monotona crescente estrita, ndo-negativa. R(y) satisfaz as seguintes
condigdes: R(0) =0; R(y) >0 y # 0, lim,_.o R(ty) = 00 y # 0; e, finalmente, R(y)
é semicontinua superior(usc). E G é uma fung¢do de produgdo que é linear homogénea.

G é definida em R, e tem contradominio nos numeros reais ndo-negativos.

O fato de R ser uma fung¢@o monétona crescente tem importancia fundamental nas manipu-
lagBes que faremos. Seja, por exemplo, RG(z) > y. A inversa de R, que existe porque R é
monotona crescente estrita, designada por r, € também fun¢do mondtona crescente. Assim,
r(RG(z)) > r(y), ou seja, G(z) > r(y). Se G(z) > 1, entdo, RG(z) > R(1). Como
temos, agora, uma fung¢io de produgdo, V(y) = {z: F(z) >y} = {z: RG(z) > y}. A

proposi¢do que se segue € auxiliar na demonstragdo do teorema principal. Nela, y # 0.

Proposicdo 5 . A fungdo inversa de R(x) é designada por r(x). Por definigdo, V (y) =
{z : RG(z) > y}. Segue-se que V(y) = r(y)V(R(1)).

Demonstrag¢do:

Note-se que 7(y) > 0 y # 0. Entdo, segue-se que V(y) = {z : RG(z) > y} éigual a
{z : G(z) > r(y)}. Como G é linear homogénea, tem-se V (y) = {z : G(z/r(y)) > 1}.
Ou, ainda, V(y) = r(y){z/r(y) : G(z/r(y)) = 1}. Faga u = z/r(y) e vira V(y) =
r(y){u: G(u) > 1}. Ou, equivalentemente, V(y) = r(y){u : RG(u) > R(1)}. O termo
entre colchetes é igual a V(R(1). Logo, V(y) = r(y)V R(1).
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Teorema 4 . A fungdo custo é homotética, se e somente se:
Clw,y) = r(y)h(w)

Demonstragdo

Note-se que ndo se invocou nenhuma condicio de diferenciabilidade.

1. Necessidade: Por defini¢do,
Clw,y) =min{w*z 7 € V(y)}
Pela proposigdo anterior,
C(w,y) = min{w=z z € r(y)V(R())}
Depois de manipulagdes simples, tem-se:
C(w,y) = minr(y){w=*z/r(y) - z/r(y) € V(R(1))}
Ou ainda:
Clw,y) = r(y) min{w*z/r(y) : z/r(y) € V(R(1))} =r(y)C(w, R(1))

Tendo-se em conta que C(w,R(1)) so depende de w, podemos escrever C(w, R(1)) = h(w),
segue-se que C(w, y) = r(y)h(w). Logo, h(w) é fungio linear homogénea e concava em
w, porque C(w, R(1)) tem essas propriedades. A fun¢do h(w) €, ainda, continua para
w > 0, porque € concava.
2. Suficiéncia:
O teorema 3 € a base da demonstra¢3o. Considerem-se z € V(y) e y # 0. Note-se
que r(y) > 0.
D(z,y) = l1”r;€){w xz: Clw,y) > 1}
= inf (wez: r(y)h(w) 2 1)
= inf {wsz: A(r(yhw) 2 1)

porque h(w) € linear homogénea.

= inf {r(y)w x z/r(y) : h(r(y)w) > 1}

w>0
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= (1/r(®) inf {r(y)w*z : h(r(y)w) > 1)

Faga r(y)w = w’ > 0. Como estamos mantendo y fixo, w’ alcanga todos os valores que

w pode alcangar. Portanto, podemos tomar o infimo em relagdo a w’.
= (1/r()) inf {w'#+z: h(w') 21}
Fa¢a L(x) = infyivo {w' * z: h(w') > 1} e ter-se-a:

D(z,y) = (1/r(y)) L(z)

Peto lema 1,
Vy) = {z: D(z,y) 21 = {z: L(z)/r(y) > 1}

V(y) = {z: L(z) 2 7(y)}
Lembrando-se que a inversa da fungéo r(y) é R(y),

V(y) = {z: RL(z) > y}
O teorema estard demonstrado se for mostrado que L(x) tem as propriedades de uma
fun¢do de produgdo que faremos a seguir, como uma proposigao. O

Proposicdo 6 . A fungdo L(x)tem as propriedades de uma fungdo de produgdo e é linear
homogénea.

Demonstragdo: Por defini¢do, L(z) = inf, 50 {w’' * z : h(w') > 1}. Observe-se que z é

fixo e w' variavel.

1. Sez = 0, L(z) = 0. Na defini¢io de L(x), o lado direito é zero para qualquer

w' > 0/ quando z = 0.

2. Se z > z implica L(z) > L(z). Basta notar que w’ * z > w’ * z, qualquer que seja
w >0,sex > z.

3. Para t > 0, L(tz) = tL(x), segue-se que L(x) é uma fun¢fio linear homogénea.
Para ¢t = 0, L(tz) = L(0) = 0 = 0L(z).
Sejat > 0, L(tz) = infyo {w' * tx : h(w') > 1}=
tinfyso {w' *xz : A(w') 2> 1} = tL(z).
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4 L(x) é superaditiva: L(z +y) > L(z) + L(y). Da defini¢do de L(x), decorre que
Liz) <w' sz Vu' >0, h(w') >1

Portanto, tem-se:

Liz) + L(z) <w' s (z+ 2), YVw>0,h(w) 21

Logo,

L(z) + L(2) < ip)fo{w x(z+2) w >0 h(w) 21} =Lz + 2)

5. L(x) ¢ uma fungdo concava de x. Seja q(t) = tz+(1—t)z. Como L(x) € superaditiva
e linear homogeénea, L(q(t)) > tL(z) + (1 — t)L(z). Assim, L(x) é cdncava em x.

E, portanto, é continua para = > 0.

6. L(x) é semicontinua superior(usc). Como € continua para z > 0, ¢ também usc.
Resta mostrar que € usc para > 0. Precisamos mostrar que A = {z : L(z) > d}
¢ um conjunto fechado para todo numero real d. Suponha que ndo. Existe, portanto,
zem Aez¢ A, queimplica, pela definigio de L(x), que existem w’' e d’, tais que
wxz<d, h(w’} > 1. Pela defini¢do de fecho, existe uma seqiiéncia de A, 2V
que converge para z. Logo,

w k2’ >d
Deixando-se v tender para o infinito, vira:
wxz>d
Chegamos, assim, a uma contradi¢do. E conclui-se que L(x) €& usc.

7. imy_, L(tz) = 0o se L(z) > 0. Esta propriedade é conseqiiéncia da homogenei-
dade linear de L(x).

Desse modo, L(x) tem as propriedades de uma fungio de produgio.
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Caminho de Expansio

Quando a fungdo de produgio é homotética, o caminho de expans3o € um raio, a partir
da origem, ou seja, se z resolve o problema de minimizagio, kz, qualquer que seja k > 0,

também o resolve para algum y > 0. Mais precisamente, sejam w > 0 e
LE(w)={z: w*xz=C(w,y) y>0 F(z) = RG(z) = y}

Teorema 5 . As seguintes afirmagdes sdo equivalentes, quando a fungdo de produgdo é

homotética e, na sua definigdo, tanto R como G sdo fungbes continuas:
1. Se x pertence LE(w) e k > 0, segue-se que kx € LE(w).
2. C(w,y) = r(y)h(w)
Se as condigdes 1 e 2 forem equivalentes, entdo, a fun¢do de produgdo é homotética.

Demonstragio:

1. Seja £ um elemento de LE(w), que tomaremos como referéncia, e 3, o corres-
pondente y. Logo, C(w,y) = w=*Z (1). Considere-se y > 0 e desejamos encontrar
C(wy). E facil ver que existe k > 0 e RG(ki) = y. Dai decorre que kG(z) = 7(y).
Como G(z) > 0, tem-se k = 7(y)/G(Z). Como ki pertence a LE(w), existe ¥/, tal que
C(w,y') = wxki. Masy' satisfaz a restrigio RG(kZ) = ¥ e, consequentemente, ¢’ = y.
Portanto,

Clw,y) =kw=*z =7r(y)(w=*z/G(Z)

E por (1) acima,
) C(w, y) = r(y)C(w,ﬁ)/G(i)

Como (%,4) é um par fixo, segue-se que C(w,y) = r(y)h(w) e h(w) = C(w,3)/G(Z).
E facil verificar-se que h{w) é homogénea de grau 1, porque assim o é C(w, §).

2. Seja C({w,y) = r(y)h(w). Seja z um elemento de LE(w). Temos de mostrar que
kz € LE(w) k >.0. Sejam RG(z) =y, e RG(kz) = yx. Como a fungéio inversa de R é
bem definida e igual ar, segue-se que G(z) = r(y;) (*) ekG(2) = kr(y.) =r(yx) (**),
porque G é uma fungdo linear homogénea. Mas C(w,yx) = r(yx)h(w)) e, por (**),
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C(w,y) = kr(y.)h(w). Contudo, r(y,;)h(w) = C(w,y.). Logo, C(w,y) = kC(w,y,) =
w * (kz). Portanto, kz pertence a LE(w). 0O

O leitor pode verificar que, se 1 e 2 acima forem equivalentes, entdo, a fungdo de
produgdo é homotética, porque o item 2 implica, como ja vimos, que a fung¢do de produgio
seja homotética. ]

Exercicio: Seja F(x) uma fungdo real continua, definida em R7, lim,_,, F(tz) = oo,
e F(0) = 0. Demonstre que, se y > 0, existe x € R", tal que F(z) = y. Em que parte

do dltimo teorema se utilizou essa propriedade?
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A Funcao Custo: Complementos
I. Falhas de Digitagao

Piag. 6. item -1, matriz hessiana ¢ nao. hensiana, Pag 9: substituir v por p. Fica ('(w.y) = v * (. y). Pag. 15,
prinieira cquacao, depois do primeiro =, ¢ C{(1 + a)w)/2.y). Pag. 22: Consequentemente.

Cley) - wrk(y)e - R)aesx/z) ()

Pag 23: 1. y > 0. Pag 28: na primeira equagao ¢ ((fu.y) ¢ nao ((w,y). Pag 31. depois de "Observe-se que”:=
(1/C(w.y))oC (. y)/ 0w, Pig 33 primeira equagao - (1/C (e, y))0C (e, y)ow, = r,/Clw.y). Pag 31: Definicao 4
é V9(y). Pig 35 Como z pertence a V(y). Em segnida. > C(w,y) Vur > 0. Pags 36 ¢ 37: escreve-se Leontief.
Depois de " Para simplificar...” (pag 36)é v (ry — ayy) < 0 € wy > 0. Pag 1l: secao Custo Médio, limite é de
M(w.y) e nao C'(w,y). Péag 44: "Pela identidade 1.8,"mudar para Pela ignaldade 1.8. Pdg 45: linha seguinte a
Demonstracao: o correlo é Aa) # 0. Pag 541: primeira linha depois de Demonstragao: eliminar "porque T é scs”.
Pag 55 Proposicao 2 mudar f(z, para f(r,). Pag 56: Climinar "Como ¢ é arbitrario”. A primeira desigualdade
muda para limsup f(7,) < f(r) + €. Substituir, "Consequentemente,” por Como ¢ é arbitrario....Pdg 57: quarta
linha, é f(znk). Logo depois da desigualdade, " Como f(x) é Isc...”é Como f(x,v) € Isc... Pag 58, item 1, eliminar
"pelo teorema 6”. Note-se que uma funcao usc passa por um méaximo num conjunto compacto. Pag 39, item 5 &
"Logo para x € U'(z). Pédg 61: item 2, substituir sci por lsc e scs por usc. Em observagoes item 3 ...e conjunto
compacto ¢ [ é fungao continua. Pag 64 Depois de " consequentemente...”substituir (*) por (¥x). Pag 65: depois de
”Mas”, mudar para \

Aw) ={> 0: w+z< wrxr < wsxr?w < w < wy}

Psg 66: Caso 1, a equagao correta é w’*h¥e? = w+ = w+x2. Pag 67: Definigho 12 leia-se h(w) = sup{{c,w) € G,}.
Pag 68: Proposicio 7, o correto é: Se w > 0. Péag 71: dltima linha, o correto é a = max;{h(e' + ¢) — hQ}. Pag
72: O paragrafo que comega por " A desigualdade acima”substituir R” por R}. Pag 82 e 83 corrigir: [g(y)/|y| para
lg(¥)/[yl|. Pég 96: item 3 ...pela proposicéo 4, é x/D(x,y) € V(y). Ultima linha é B(d) = {(z,y) : D(z,y) > d}.
Pag 102: Teorema 4, no enunciado, substitua funcao custo por fungao de produgao.Pag 103: Note-se que
Clw,y) = r(y)C(w,9)/r(y). Como ¥ é fixo e qualquer, C(w,y)/r(Y) é constante e s6 depende de w.

, II1. Proposicoes e Teoremas
Proposicao 2, pagina 18: A demonstracio vale para t > 0 e F(t) > 0. Ora F'(t) = F(t)/t). Mostre que F™(t) = 0.
Logo, F'(t) = g(z). Integrando-se, F(t) = g(z)t + C. Como F(0) = 0, segue-se que F(t) = g(x) para qualquer t e.
assim, F(1) = f(x) = g(x) e, portanto, f(tz) = tf(x).

Teorema 6, pagina 19. Somente a metade foi demonstrada. Note-se que sendo C'(u'.y) = R(y)h(w), segue-se que
Cy(w,y) = R'(y)h(w) = A. Logo,

" T Gl
R(y)h(w) = w; x I = A\(4E=
Depois de manipulagdes simples vira R(y) = )., Gi(r)r;. Ou, G(z =3 G . Pela proposicao 2, G(x) é

linear homogenea.

Teorema do Envelope, pagina 44. O enunciado implicitamente incorpora o paragrafo anterior. Adicionar ao
enunciado: x(a) é derivavel em relacdo as componentes de a T > 0.

Pig 96 item 5. Demonstragao confusa. Ora para d > 0 e fixo, {7 : D(z,y) > d} = {r: D(x/d.y) > 1} = V(y)
porque D(x,y) é linear homogénea em x e Lema 1. Logo para d > 0.

{(z,y): D(x,y) = d} = {{z.y) : D(x/d,y) 2 1} = (V(v),9)

Como o grifico de uma transformagio fechada é um conjunto fechado (conjunto da extrema direita), segue-se que o
conjunto da extrema esquerda é fechado para d > 0 e qualquer. Se d < 0, o conjunto da esquerda € igual a R} TR}
que é fechado. Logo, D(x,y) é usc em (x,y).






