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Resumo: A relaxaao Lagrangeana/surrogate tem sido aplicada com sucesso a problemas de 
otimiza9ao combinat6ria, mostrando-se uma alternativa eficiente a relaxa9ao Lagrangeana, reduzindo 
os tempos computacionais para problemas de grande porte. O trabalho de Lorena e Narciso [311 
apresentou uma aplicaao da relaxaao Lagrangeana/surrogate ao problema sim6trico do caixeiro 
viajante, O tempos computacionais foram reduzidos em at 97 % para problemas grandes (acima de 
1000 cidades), quando comparados com a aplicaao da relaxa9ao Lagrangeana usual. Examinamos 
neste trabalho o comportamento da relaxa 谷o Lagrangeana/surrogate com um m6todo de subgradientes 
mais elaborado, que combina os subgradientes de duas itera96es consecutivas para obter uma dire9谷o 
de busca. Os resultados mostram que o ganho da relaxa9百o Lagrangeana/surrogate 6 reduzido e esta 
passa a ter quase o mesmo comportamento em tempo que a relaxa9ao Lagrangeana usual. 
Palavras-chave: Relaxa9ao Lagrangean/surrogate, problema do caixeiro viajante, otimiza9o 
combinat6ria. 

Abstract: The Lagrangean/surrogate relaxation can be a successful substitute to the usual Lagrangean 
relaxation for combinatorial optimization problems, reducing the computational times for large scale 
problems. Lorena and Narciso [311 applied the Lagrangean/surrogate relaxation to symmetric traveling 
salesman problems, reducing computational times in large scales instances to 97 % of the ones of the 
usual Lagrangean relaxation. We examine in this work the Lagrangean/surrogate relaxation 
application considering a subgradient method that combines the subgradients of consecutive iterations 
to find the search direction. The computational results show that the computational gain was reduced 
and the behavior of the Lagrangean/surrogate remains similar to the usual Lagrangean. 
Keywords: Lagrangean/sunogate relaxation, Traveling Salesman Problem, Combinatorial 
Optimization 

1. Introdu9ao 

O problema do Caixeiro Viajante d certamente um dos mais estudados na literatura de Pesquisa 
Operacional. Muitos artigos tem sido publicados sobre o assunto e o problema permanece interessante 
e desafiador ainda nos dias atuais. 

A interpreta戸o mais usual ao problema busca por um caminho mais curto para um caixeiro viajante 
em um determinado nmero de cidades ou clientes. Os clientes devem ser visitados exatamente uma 
vez e o caixeiro deve retornar a sua cidade de origem. Veja o livro de Lawler et aI. [25] para uma 
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revisao abrangente de mtodos de soluao, aplica96es e problemas relacionados. O problemad 
conhecido como sendo NP-hard [26], justificando o uso de heursticas para sua solu9ao, 
principalmente para problemas de larga escala. Johnson and McGeoch [211 apresentam uma reviso 
recente sobre m6todos de busca local aplicados ao problema. 

A relaxa9ao Lagrangeanan d uma tcnica bem conhecida e usada frequentemente na obten9ao de 
limitantes para problema de Otimiza9ao Combinatria. (veja por exemplo os trabalhos de revisao [9, 
11] os livros [34, 38]). Held and Karp [18, 19] aplicaram com sucesso a relaxaao Lagrangeana ao 
Caixeiro Viajante no inicio da d6cada de 70. 0 limite da relaxa9ao aproxima o limite conhecido 
atualmente como HK (Held e Karp), um limite muito bom (menor que 1% do 6 timo) para uma grande 
classe de problemas sim6tricos [22]. Johnson et al. [22] comentam que o limite 1-1K exato foi 
conseguido para instancias com at6 33.8 10 cidades, usando um programa de resolver programa9o 
especialmente adaptado. Para instancias ainda maiores,6 aplicado um m6todo de subgradientes, 
proposto originalmente nos trabalhos de Held e Karp, mas melhorados por in自meros recursos 
[2,17,36,39,40]. Como para algumas instancias grandes nao conhecemos ainda as solu96es 6 timas, a 
compara9豆o de resultados de heursticas com o limite 1-1K tomou-se prtica comum. 

A relaxaao Lagrangeanalsurrogate tem se firmado como alternativa a relaxa9ao Lagrangeana, onde os 
mesmos resultados podem ser obtidos em tempos computacionais muito menores [1, 29, 30, 31, 33, 
37]. Em Lorena & Narciso [31] foi examinado o uso da relaxa9ao Lagrangeanalsurrogate com o 
caixeiro viajante sim6trico. Para uma classe de problemas testes foram obtidos resultados semelhantes 
em limites aos da relaxa9ao Lagrangeana, mas consumindo apenas 2 % do tempo computacional para 
problemas maiores. 

Embora seja fcil de implementar e possua condi96es de convergencia simples de controlar [8, 35], o 
m6todo usual de subgradientes nao 6 muito eficiente do ponto de vista computacional, podendo 
apresentar um comportamento errtico em muitas itera96es e gastar muito tempo. Vrias sao as 
propostas de corre9豆o deste comportamento que apareceram na literatura [3,4,5,6,24,25,27]. 

Estamos examinando neste trabalho a aplicaao da relaxa9ao Lagrangeana/surrogate com um mtodo 
de subgradientes mais elaborado, onde uma combina9ao de subgradientes (itera戸o atual e anterior) 
define a dire戸o a seguir. Espera-se que com maior informa9吾o sobre a dire9乞o de busca o ganho 
computacional obtido com a aplica戸o Lagrangenalsurrogate seja diminuido, mas ainda seja 
compensador usar a relaxa9ao Lagrangeana/surrogate em substitui9ao relaxaao Lagrangeana usual. 

2. A relaxa車o Lagrangeana/surrogate aplicada ao Caixeiro viajante sim'trico 

A relaxa9ao Lagrangeana/surrogate combina de forma eficiente as relaxa96es Lagrangeana e surrogate 
de um determinado problema. A relaxa9ao Lagrangeana 6 usada ap6s a aplica戸o de uma relaxaao do 
tipo surrogate em um conjunto de restri96es pr-escolhido, onde as restri96es sao substituidas por 
apenas uma, modificada por um multiplicador multidimensional. Em seguida toma-se a relaxa戸o 
Lagrangeana da restri9ao surrogate obtida. Isto induz a um dual local Lagrangeano na vari自vel 
unidimensional, e esta otimiza9ao local tende a corrigir a norma do vetor de subgradientes, evitando 
fortes oscila96es em m6todos de otimiza9ao que usam subgradientes como dire9ao de busca. 

A relaxa戸o Lagrangeana/surrogate foi aplicada com sucesso em diversos problemas de natureza 
combinat6ria [1, 29, 30, 31, 33, 37]. A otimiza9豆o local (dual Lagrangeano local) n豆o necessita ser 
exata e uma busca unidimensional do tipo dicotmica 6 empregada. Esta otimiza戸o tamb6m nao se 
mostrou necess自ria em todos os passos do m6todo subgradientes, bastando encontrar o valor do 
multiplicador por algumas itera96es inicias do m6todo subgradientes. 
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Considere um Problema do Caixeiro Viajante definido em um grafo G = (V,E) , V={ 1 ,...,n}, e seja a 

vari自vel bin自ria xび  igual a 1 se a aresta (i9j) E E 6 usada no caminho 6 timo do caixeiro. Define-se 

ainda a matriz de custos (ou distancias) C = [cu ] , onde cy = c.1 para todo ij E V, que esta 

associada a E. A formula9ao usada 

Min区cジx, 
1<] 

(P) 	subject to乞  X jk +乞xゲ  = 2, k = l,...,n, 	 0) 
i<k 	j>k 

乞xti 固11, ScV, 3引水 n一 3, 	 (2) 
i,jeS 

xび E{O,1}, i,j=1, ・・”n, 1＜ノ 
	

(3) 

As restri96es (1) especificam que cada v6rtice deve ter grau 2, as restri96es (2) eliminam a 
possibilidade de subtours, e (3) representam as condi96es bin自rias. 

Na aplica9ao cia relaxa9ao Lagrangeana ao problema (P), sao usados multiplicadores ?' , k E V para 

relaxar as restri96es (1). Nao faremos isso diretamente, mas preferimos olhar estes multiplicadores 

como multiplicadores surrogate, e '' ?. 1'' x. +yx" - 2') = o, como uma restri9o surrogate ーーーー  一ー一ー「ーーーーーーー  ーー一ーoーー’ ー  乙一 ‘v'~ ムー“' ‘
一一り 

女EV 、iく‘ j>k 	 ノ  

Tomando agora um multiplicador unidimensional t e R, e relaxando esta restri9ao surrogate na forma 
Lagrangeana temos uma versao surrogate da funao Lagrangeana (denominada Lagrangeana/surrogate 
em [33]) 

, I. 

	I

て, 	 て

, , I) 	 I 
L,lA)=ivi 1乙 C戸ii ＋乙 l.AdムXi' ＋ム X kj ー 乙 i' 

onde x 6 uma solu9ao vivel para o problema de 1-rvore geradora de peso mnimo, que pode ser 
obtida tomando a menor arvore possuindo o conjunto de v6rtices V\{ I } e duas arestas distintas de 
minimo custo que ligam esta 白  rvore ao v6rtice 1. 

Observe que na expressao (4), quando o multiplicador t for fixado no valor 1 , tem-se a relaxa弾o 

Lagrangeana usual, isto 6 , L(X) = L1 (X). O limite Lagrangeano local 6 melhorado procurando-se a 

solu9ao do dual D(X) = Max A {L, (X )} (observe que nao importa o valor de t que o dual ira encontrara 

o mesmo limite). Entretanto, para um dado ?., um dual local pode ser identificado como D『  (.) = 

Max,{L1 (X)}. E imediato que v[D,(X)] と  v[LQ.)], isto 6 , o dual local proporciona um limite 

melhorado em rela9ao a relaxa車o Lagrangeana usual (v[(.)]d um valor 6 timo do problema(.)). O dual 
local 6 resolvido aproximadamente por uma busca unidimensional r自pida, devolvendo o melhor valor 
do parmetro t. Pode-se notar ainda que , no caso de t = 1 a otimiza9ao local n五o 6 realizada (o 
mesmo para qualquer valor fixado para t). 

(4) 
i<i Iiく j 	'Er 	、 j<k 	j' k 	JJ k eV 	、 I<k 	1>‘ 	ノ  
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3. Os m'todos subgradicntes 

Um m6todo de subgradientes foi aplicado por Held e Karp [18, 19, 20] para resolver o problema D(?), 
encontrando limites HK aproximados para o problema (P). No trabalho de Lorena e Narciso [31] este 
mesmo m6todo tradicional foi aplicado com a relaxa9ao Lagrangeana/surrogate. Os resultados 
mostraram que os passos tomados na dire9ao dos subgradientes, que sao usados na implementa9乞o do 
m6todo tradicional, nao sao adequados (v自rias outras abordagens de corre96es destes passos foram 
sugeridas na literatura [3,4,5,6,17, 24,25,27, 35, 39]). 

As corre96es dos multiplicadores foram realizadas com a seguinte frmula 

入iH ＝入i ＋β[v！一 v(Lに入り］g,ノトげ， Os β s2 
(5) 

onde i 6 uma iteraao do algoritmo, v16 o valor de uma solu9ao vihvel para o problema (P) e g'd 

um subgradiente. 

Efcil observar que as seqencias de limites das relaxa96es Lagrangeana (t fixado em 1) e 
Lagrangeana/surrogate (t determinado por busca dicot6mica) sao diferentes, pois os subgradientes sao 

distintos, g'# g' (em geral). O controle do parmetro 13 6 o mesmo sugerido nos trabalhos de Held 

and Karp [18, 19], onde 0s 13s 2, come9ando com 13 = 2. Se ap6s 20 itera96es v[L,(X)] no 

aumenta, β 6 atualizado para 13 = 13/2. 

O subgradiente usado em (5)6 facilmente obtido a cada iteraao e dado por 

g1X ＝〔各 x議 +xり  _ 2Ji<k 	j>k 

Estamos examinando neste trabalho o comportamento da relaxa 乞o Lagrangeanalsurrogate quando um 
mdtodo de subgradientes melhorado for usado. Vamos examinar o m6todo que faz uma combina戸o de 
subgradientes da iteraao atual e iteraao anterior, especificamente, usa como dire9ao de busca 

'= 0.7 gr + 0.3 gr , sugerida por Reinelt [36] 

4. Resultados computacion ais 

Um conjunto de instancias sim6tricas foi selecionado da biblioteca de problemas TSPL[B 
(http://www.iwr.uni-heidelberg.de/iwr/comopt/softJTSPLIB95/tsp)  e usado nos testes computacionais. 

As instancias sao conhecidas como: ulyl6m; uly22m; att48; berlin52; kroAlOO; tsp225; pcb442; 
prlOO2; d1291, rll3O4; nrw1379; d1655; vm1748; rl1889; u2152 u2319; pr2392, pcb3038 e fhl4461 
(referidas a seguir simplesmente como: 16, 22, 48, 52, 100, 225, 442, 1002, 1291, 1304, 1379, 1655, 
1748, 1889, 2152, 2319, 2392 3038, e 4461)). 

Seja gap = (solu9言o 6 tima - relaxa戸o)/solu9ao 6 tima. A tabelas 1 e 2 mostram parta cada instancia o 
melhor gap Lagrangeano (%) e o tempo decorrido (tempo!) para encontrar este gap, o melhor gap 
Lagrangeano/surrogate (%) e o tempo decorrido para encontrar o melhor gap Labrangeano (tempo2), e 
finalmente a razao entre os tempos: tempo2/tempo 1 (%). 
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A tabela 1 refere-se aos resultados obtidos no trabalho de Lorena e Narciso [31], onde a dire9ao de 
busca 6 o subgradiente local. A relaxaao Lagrangean/surrogate se mostrou muito importante neste 
caso, corrigindo passos errados no mdtodo de subgradientes e conseguindo resultados expressivos para 
os problemas de grande escala . Por exemplo, usando apenas 2.6 % do tempo empregado pela 
relaxa9ao Lagrangeana para atingir seu melhor limite no caso do problema 1889 , 2.8% para o 
problema 1002, 3.7% para o problema 1748, 5.3% para o problema 1304, 2.6% para o problema 2139, 
6.5% para o problema 2392 e 5.3% para o problema 3038. Na mdia entre todas as instancias, o 
Lagrangeano/surrogate usou apenas 28.8 % do tempo requerido pelo Lagrangeano. 

Na tabela 2 apresentamos os resultados com a combinaao de subgradientes d = 0.7 g + 0.3 gプ ' 

sugerida em Reinelt [36]. Pode-se verificar que o ganho da relaxa9ao Lagrangena/surrogate em rela9o 
a relaxa車o usual foi muito pequeno neste caso. A m6dia entre os tempos passou para 98.29%. Isso jA 
era de se esperar e vem confirmar que um m6todo de subgradientes mais elaborado introduz mais 
informaao ao processo de busca e menores corre96es sao necess'rias, O Lagrangeano/surrogate perde 
vantagem nestes casos. Algo semelhante aconteceu na aplica戸o da relaxa9ao Surrogate continua ao 
problema de M自xima Cobertura no trabalho de Galvao, Espejo e Boffey [10]. Uma informa9ao de 
qualidade foi dada ao m6todo de subgradientes, no caso, um ponto inicial de qualidade, que foi obtido 
usando-se caracteristicas do problema. Verificou-se que os ganhos computacionais do Surrogate 
continuo foram reduzidos e equiparados com a aplicaao direta do Lagrangeano. 

5. Conclus6es 

A relaxa9ao Lagrangean/surrogate tem sido aplicada com vantagens computacionais (tempo) em 
relaao a relaxa o Lagrangeana usual. No trabalho de Lorena e Narciso [31], aplicamos a relaxa戸o 
Lagrangeana/surrogate ao problema sim6trico do caixeiro viajante. Os ganhos computacionais em 
relaao a relaxa9ao Lagrangeana usual foi de at6 97% para problemas de grande porte. Entretanto o 
m6todo usual de subgradientes empregado nos trabalhos de Held e Karp [18, 19] foi experimentado. 
Sabiamos de antemao que este nao seria o mais recomendado, bastando verificar na literatura 
especializada o grande n白mero de sugest6es para m6todos alternativos, bem como passos alternativos 
para corre9ao da dire9ao de busca. 

Examinamos neste trabalho o comportamento da relaxa9ao Lagrangeana/surrogate quando usada em 
um mtodo de busca que combina subgradientes de itera6es consecutivas. Quando comparado ao 
Lagrangeano, verificamos os tempos e limites foram praticamente iguais nao proporcionado vantagens 
para qualquer mdtodo. 

O Lagrangeano/surrogate evidencia-se portanto como um mdtodo que pode substituir o Lagrangeanno 
usual no caso de falta de informa6es, onde os passos de m6todos subgradientes sao corrigidos melhor 
e com maior frequencia. Este trabalho tamb6m mostra que o Lagrangeano/surrogate pode ser usado 
com outros mtodos subgradientes. Deixamos como sugesto a investigaao do uso do 
Lagrangeano/surrogate com um m6todo tipo bundle [6], de uso crescente nos h ltimos anos. 

Agradecimentos: Os autores agradecem d Fundado de Amparod Pesquisa do Estado de Sうo Paulo 
FAPESP (proc. 99/06954の  pelo suporte financeiro. O segundo autor agradece tambm ao 
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Problema Melhor gap 
Lagrangeano 

% 

Tempo 1 (Seg) 
Melhor 

gapLagrangeano 

Melhor gap 
Lagrangeano 

/surrogate 
% 

Tempo2 (Seg) 
Melhor gap 

Lagrangeano/ 
surrogate 

Tempo2 cx 

Tempoll ° 

16 0.1 2. 0.1 1.03 51 
22 0.1 9.1 0.1 4.6 51 
48 0.3 19. 0.3 8. 42 
52 0.3 5. 0.3 5. 100 
100 2. 27. 2. 14. 51 
225 4. 495. 4. 392. 92 
442 1. 4054. 1. 997. 24 
1002 4. 36714. 2. 1054.8 2.8 
1291 3. 13431. 3. 3230. 24 
1304 5. 28094.3 2. 1511. 5.3 
1379 2. 9465.7 2. 3147. 33 
1655 3. 29368. 2. 3029. 10 
1748 5. 48413. 2. 1802. 3.7 
1889 5. 87568. 2. 2275.4 2.6 
2152 2. 31334. 1. 3648. 11.6 
2319 10. 92819. 1. 2503. 2.6 
2392 4. 63401. 2. 4141. 6.5 
3038 

Média 

2. 80661. 2. 4294. 5.3 

28.8 
Tabela 1: Lagrangeana versus Lagrangeanaなurrogate 一  m如do subgradientes Tabela I : Lagrangeana versus Lagrangeana/surrogate - método subgradientes 

Problema Melhor gap 
Lagrangeano 
% 

Tempo] (Seg) 
Melhor 
gapLagrangeano 

Melhor gap 
Lagrangeano 
/surrogate 
% 

Tempo2 (Seg) 
Melhor gap 
Lagrangeano/ 
surrogate 

Tempo2 0/ 

Tempoll ° 

16 0.1 1. 0.1 1.  100 
22 0.1 1. 0.1 2.  200 
48 0.3 4.  0.3 10.6 265 
52 0.3 5.  0.3 0.37 7.4 
100 2. 33. 2. 4. 12.1 
225 4. 146. 4. 86. 58.9 
442 1. 177. 1. 114. 64.4 

1002 1. 7321. 1. 7737. 105 
1291 2. 6300. 2. 11335. 179.9 
1304 2. 2361. 2. 3501. 148. 
/379 2. 2928. 2. 1131. 38.62 
1655 3. 5176. 3. 2265. 43.75 
1748 3. 3815. 2. 851. 22.3 
1889 2. 12626. 2. 13891. 110 
2152 1. 11279. 1. 16385. 145 
2319 0.3 14919. 0.3 35239. 236 
2392 2. 10520. 2. 3241. 30.8 
3038 2. 8671. 2. 2911. 33.5 
4461 

Média 

2. 80492. 2. 53995. 67 

98.29 
Tabela 2: Lagrangeana versus Lagrangeana/surrogate 一  subgradientes con功加ados Tabela 2: Lagrangeana versus Lagrangeana/surrogate - subgradientes combinados 
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