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Introduccion general

Formalmente, un agroecosistema es un sistema ecoldgico, social y econdmico,
constituido por plantas cultivadas, animales domesticos y personas destina-
do a producir alimentos, fibras u otros productes agricolas (ver Conway [1]).
Asi, un agroecosistema es un ecosistema modificado por el hombre con fi-
nes econdmicos. Dado que los diferentes procesos v orelaciones existentes en
un ecosistema se mantienen en un agroecosistema, éste puede ser conside-
rado como un tipo especial de ecosisterna. En esta memoria los términes

agroecosistema o ecosistema se empleardn indistintamente,

El suelo, el agua del suelo, los microorganismos, las plantas, los peces v los
animales de un ecosistema o de un agroecosistema pueden ser considerados
como compartimentos del misma, ¥ son recursos naturales de gran impor-
tancia para las actividades humanas tanto desde el punto de vista econdmico
comao social, La salud ambiental de un compartimento de un ecosistema no

estd parantizada si los cambies, inducidos por el hombre, en su estructura



Introduccion general

fisica, gquimica o en el funcionamiento de su biodiversidad, hacen inviable su

uso econdmico o social para las generaciones futuras.

Es sabido que, la agricultura es una actividad econdmica que induce
transformaciones significativas en la estructura o en el funcionamiento de
los compartimentos de un ecosistema. De esta forma, es necesario plantear
la investigacidn del riesgo ambiental derivado del uso de tecnologias e insumos

agricolas que son introducidas en el ambiente por esta actividad humana.

Los plaguicidas agricolas son deliberadamente aplicados en el campo y
posteriormente dispersados en el ambiente, La aplicacion de un plaguicida
por un agricultor es una accion técnica cuyo objetivo es mantener su agri-
cultura en un rango econdmico sostenible, La maximizacidn de los objetivos
econdmices del agricultor v la optimizacidn de los objetivos de preservar los
recursos naturales y la salud de los seres humanos por los gobiernos, institu-
tos de conservacién ambiental o por la sociedad, son frecuentemente objetivos

gue estin en conflicto.

Los primeros plaguicidas sintéticos orgdnicos estuvieron disponibles a par-
tir de 1939, generando grandes beneficios econdmicos, aumentando la pro-
duccién mundial de alimentos ¥ controlando enfermedades como la malaria o
el tifus exatemdtico. La preocupacidn por los efectos adversos de los plaguici-
das en el ambiente y en la salud humana empezaron a extenderse a partir de

1960 (ver Carson [2]). Desde entonces, el interés por los riesgos derivados del

2



Introduccidn general

uso de estos compuestos han conducido a la publicacidn de un gran mimero

de trabajos cientificos sobre el tema,

Segiin Hayo {3], se calcula que cada afio 2,5 mil millones de toneladas
de plaguicidas son aplicados en los cultivos agricolas en todo el munda, y
la cantidad total de esta aplicacidn que entra en contacto directo con las
plagas agricolas es extremamente pequena cuando se compara con la cantidad
aplicada anualmente. En muchos estudios sobre la relacion porcentual entre
la cantidad aplicada de un plaguicida v aguella que alcanza sus chjetivos
como control de plagas o enfermedades, se estima que es menor del 0°3%. En
consecucncia, se estima que 95°7% se dispersa inevitablemente en el ambiente
y una parte alcanza a las personas (ver Pimentel [4]). De esta forma, es
posible que se produzcan efectos negativos en especies, comunidades o en
ecosistemas; dado que el uso de estos compuestos por la agricultura lleva
a la exposicidn a los mismos por los organismos, recursos naturales o seres

humanos.

Varios efectos ambientales derivado del uso de plaguicidas han sido seria-
mente considerados en los dltimos ahos por las autoridades e investigadores,
llevando a una restriccidn creciente o a la eliminacion definitiva del uso de
algunos de estos compuestos. Aungue el uso de algunos de los plaguicidas
ambientalmente mis peligrosos ha sido abandonado, los plaguicidas en uso y
disponibles en el mercado para los agricultores, a pesar de que pertenezcan a

una generacidn de plaguicidas ambientalmente méds correcto, todavia pueden

3



Introduccién general

causar de forma sutil y significativa efectos no deseables al ambiente o a las

PEISOnas.

Existe un consenso general en que ¢l impacto ambiental de un plaguicida
depende del grado de exposicidn, como consecuencia de su dispersidn en el
ambiente y de sus propiedades ecotoxdcoldgicas (ver Severn y Ballard {5];
Emans et al. [6]). Asi, el andlisis del riesgo ambiental de un plaguicida
debe conducir a normas reguladaores incluyendo tanto €] andlisis del grado de
exposicion como el de sus efectos, El andlisis de la exposicion supene conocer
las vias de dispersitn del compuesto quimico en el ambiente y ser capaz de
estimar y prever las concentraciones que estos compuestos pueden aleanzar

en los distintos compartimentos del ecosistema.

En el andlisis de los efectos de un plaguicida en un ecosistema es impres-
cindible la recolecidn o determinacién de multiples datos sobre los efectos
tdscicos en organismos indicadores seleccionados en cada uno de los compar-
timentos del ecosistema y el consecuente uso de estos datos para establecer
las concentraciones predecibles que no cawsen efectos observables, & corto y
a largo plazo, en estos organismos y, por inferencia, en todos los organismos

del compartimento.

De esta forma, conociéndo el mecanismo de dispersidm, la distribucidn
de las concentraciones del compuesto en les distintos compartimentos de un

ecogistemns v sus efectos en organismos indicadores seleccionados de cada

4
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uno de los compartimentos, es posible combinar estas informaciones en una
expresién numérica que sea 1til para medir y valorar el riesgo ambiental de

estos compuestos quimicos (ver Linders y Luttik [?‘j'j,

En esta memoria nos planteamos estableeer dos modelo mateméticos de-
sarrollados mediante sisternas dindamicos de control que considerando distin-
tos mecanismos, incluidos el balance total de masa, emisiones, reacciones,
advecciones, degradaciones, transferencias y el concepto termodindmico de
fugacidad, tienen como objetivo estimar y prever las concentraciones de un
compuesto a lo largo del tiempo en los distintos compartimentos de un eco-
sistema, Pero, antes de describir la estrategia utilizada en esta memoria,
para alcanzar éste objetivo, es conveniente que conozeamos algunos tipos de
modelos matemidticos empleados por los investigadores v los drganos regula-
dores para analizar el riesgo ambiental derivado del uso de plaguicidas por

la agricultura.

La investigacidn del comportamiento ambiental de los plaguicidas es una
labor pluridisciplinar v suele ser desarrollada por diferentes dreas del co-
nocimiento coma, por gjemplo, edafologia, ecologia, quimica analitica, bio-
quimica, microbiologia, climatologia, agronomia, toxicologia, ecotoxicologia,
estadistica y matemdtica aplicada. En el area de matemdtica aplicada son los
modelos matemdticos, desarrollados con el objetivo de contribuir al andlisis
de riesgos, las herramientas de trabajo que ayudan a la comprensidn del des-

tino, distribucion, mecanismos de transporte, degradacidn y evaluacidn de

5
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la concentracidn ambiental provocada por la aplicacidn agrondmica de un
plaguicida. Es importante observar que la modelizacidn matemdtica, o la s-
mulacidén, constituyen un método o un conjunto de métodos que sé siguen en
una investigacion con el objetivo de resolver o comprender un determinado

problema utilizando conocimientos matemaiicos.

En particular, la simulacidn mateméatica del comportamiento de un pla-
guicida en el suelo o en el agna del suelo, ez un método de andlisis que
empieza por definir cual es el grado de precisidn deseado por el investigador
para gque el modelo estime y prediga las concentraciones del plaguicida, a lo
largo del tiempo, en una determinada profundidad del suelo, con el objetivo
de inferir resultados acerca del riesgo de estas concentraciones para especies,
comunidades o para la capa fredtica. Es importante, en este paso del andlisis,
que sean conocidas las condiciones hidroldgicas del lugar en estudio, es de-
cir, si las concentraciones que deben estimarse son para las capas saturadas,
no saturadas o parcialmente saturadas del suelo. Ademds, si el modelo de
andlisis e5 un modelo gobernado por fAujo estacionario, transitorio, determi-
nista o estocdstico; si el planteamiento del modelo contempla informaciones
de decisiones agronémicas como época de plantio o cosecha; 51 se mantienen
residuos de cultivos anteriores y cuales son las condiciones de aireacidn del
suelo; si vamos a usar un modelo de barrido con el objetive de seleecionar un
pequeno nimero de plaguicidas para monitorizacidn, muestreo y andlisis en-

tre un gran nimero de plaguicidas posibles o; si el modelo es una herramienta

6
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para el andlisis y simulacién en condiciones controladas de laboratorio pa-
ra un plaguicida indicador previamente seleccionado y cuyo comportamiento

ambiental es todavia desconacido.

Considerando aun el andlisis de la lixiviacidn de un plaguicida, la de-
terminacidn del intervalo de tiempo en la simulacidn del proceso modelada,
identificard la caracteristica transitoria o estacionaria de las ecuaciones de
gobierno de fujo que describen el dicho proceso modelado; es decir, para
perfodos estrechos la caracterfstica dominante es estacionaria y para largos
perfodos ésta es claramente transitoria. Ademds, la vulnerabilidad del agua
en las capas profundas, donde se encuentra el agua subterrdnea, es un andlisis
previo que suele acompanar la decision de utilizar o no un andlisis de riesgo
mediante modelos matemdticos; dado que, 51 no hay vulnerabilidad, no hay

por gué realizar el andlisis de riesgo del plaguicida hacia las capas fredticas.

Una decision importante que un analista debe tomar, después de tener
modelado el proceso en observacidn, es si usa una solucidn matemadtica cerra-
da del modelo, en el caso de que exista, o sl implementa en el ordenador
un método numérico especifico, que resuelva aproximadamente y con preci-
sidn las ecuaciones del sisterna que describen el proceso modelado; en este
punto suele aparecer la necesidad del estudio de la consistencia de la so-
lucion y de la convergencia y estabilidad del método usado en la resolugidn
numérica del modelo. Puede surgir también la necesidad de determinar varios

pardametros mediante métodos numdricos de estimacidn de los pardmetros,

?
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como el método de los minimos cuadrados, a partir de concentraciones ob-
servadas. Es posible adn que el investigador simplemente decida usar un
modelo de simulacidn listo, comprobado, programado para ordenadores y
disponibles para los interesados como es, por ejemplo, el PRZM-2 de Mullins
et al [B].

En un primer paso de andlisis se suele usar indices indicadores del com-
portamiento de un plaguicida en el suelo o en el agua, por ejemplo. Estos
indices son conocidos como indices de riesgo y son usados en procedimien-
tos v métodos de seleccién y clasificacion de compuestos segun el tipo de
comportamiento, ¥ en la identificacidn de dreas ambientales susceptibles a su
riesgo (ver Bacei [9]). En otros compartimentos del ambiente podemos usar
el coeficiente de particién como indice indicador de la afinidad de un com-
puesto a un compartimento; para prever, por ejemplo, el potencial lipofilico,
Muchos indices eficientes son basados en pocos pardametros de las propiedades
quimicas o fisicas del plaguicida y de las caracteristicas del compartimento

considerado,

Para la concesion del permiso de uso de un plaguicida es necesario pre-
sentar andlisis de exposicidn para el establecimiento de las posibles concen-
traciones ambientales y sus respectivos efectos ecotoxicoldgicos derivados de
una aplicacidn agricola. El andlisis de la exposicion ambiental consiste en la
determinacién de la concentracidn del compuesto, en varios compartimentos

del ambiente, cuando éste es aplicado segin recomendaciones agrondmicas,

8
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Las distintas formas de disipacidn, transporte, adsorcion, desorcion, trans-
formacicn y degradacién de un plaguicida conduce a concentraciones en el
ambiente que varian con las caracteristicas fisicas y quimicas del medio, del
clima, de las propiedades fisicas y quimicas del plaguicida, de la degradacidn
microbiana, de la hidrélice, de la fotdlisis o de la volatilizacidén. E] anélisis
ecotoxicoldgico se refiere a los efectos toxicoldgicoscs directos o indirectos en
especies, poblaciones, comunidades, cadena alimentaria y en los hdbitats que

estan directamente o indirectamente en contacto con el plaguicida.

La persistencia de un plaguicida en un compartimento ambiental estd
siempre relacionada con sus propiedades fisicas v quimicas. La persistencia
de un compuesto en el sueln, por ejemplo, segin Himel et al. [10], e la
propiedad de un plaguicida descrita por su baja velocidad en transformarse
en otro compuesto por aciones fisicas, quimicas y bioldgicas ocurridas cuando
éste estd en el suelo libre y presenta un valor relativamente pequefio en su
presién de vapor, la cual deseribe su potencial para vaporizarse; ademds de
poseer un alto coeficiente de particidn ¥ un bajo potencial para moverse en
direccion el agua subterrdnea, La no persistencia de un plaguicida, al revés,
es descrita por su alta velocidad en ser biodegradado o hidrdlizado, por un
alto valor para su presidn de vapor, una alta solubilidad en el agua, un alto
potencial para moverse en direccién hacia el agua sublerrdnea y presentar
bajo valores de bivacumulacion en las raices de las plantas, en peces o en

mamiferos,
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El potencial de lixiviacidn de un plaguicida, ain cuando éste es usado
segiin estrictas recomendaciones agrondmicas, puede ser definida simplemen-
te como la capacidad que tiene de ser encontrado en cantidades suficientes
eén las muestras de agua subterrdnen para ser detectado en laboratorios es-
pecializados.

Varics investigadores han clasificado los diferentes tipos de modelos ma-
temiiticos dedicados al comportamiento de un plaguicida en el suelo y en el
agua del suelo (ver DeCoursey [11], Barfield et al. [12], Cheng [13], Wagenet
y Rao [14], Waunchope y Duffey {15] v Zubkeff [16]). Adoptamos en esta
memoria la clasificacién de Barfield et al. [12]; segin este investigador, los
modelos matemdticos pueden clasificarse en conceptuales, empiricos, basados

en relaciones fisicas ¥y modelos combinados,

Los modelos conceptuales son relaciones conceptuales desarrolladas, prin-
cipalmente, para definir las interrelaciones fisicas entre el clima, la cuenca y
los pardmetros hidrolégicos del suelo. Un ejemplo de este tipo de modelo es
dado por Meyer y Wischmeier [17].

Los modelos empiricos son relaciones desarrofladas a través del andlisis
estadistico de dates experimentales, sin una estructura conceptual o tedrica
significativa. Un ejemplo es la bien conocida Eeuacidn Universal de Perdida
del Suelo (USLE) de Wischmeier y Smith [18].

Los modelos basados en relaciones figicas son modelos con una sblida es-

10
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tructura tedrica ¥ un conjunto de ecuaciones predictivas descritas por relacio-
nes o leyes fisicas, como la Ley de Fick o la Ley de Darcy. En tales relaciones
podemos inclyir estimativas empiricas de algunos de los pardmetros del mo-
delo, de esta forma son modelos hibridos. El modelo WEEP de Lane [19)] es

un buen ejemplo de este tipo de modelo.

Los modelos combinados son modelos que agregan principalmente ecua-
ciones empiricas con estructuras basadas en modelos conceptuales. El modelo
CREAMS de Knisel [20] es un ejemplo de este tipo de modelo,

A la clasificacidn de Barfield et al. [12], podemos afadir los modelos
estocasticos, los procedimientos heurfsticos v los indices basados en propie-

dades fisicas ¥y quimicas del plaguicida v de las caracteristicas del medio.

Los modelos estocdsticos son un tipo especial de modelos basados en rela-
ciones fisicas, donde una o mas variables asociadas con alguna caracteristica
del problema es descrita por una funcién de probabilidad. Ejemplos de es-
tos tipos especiales de modeles son el simulador VULPEST de Villeneuve et
al. [21), el modelo estadistico SESOIL de Bonazountas y Wagner [22] y el
sistema GRASP de Tilloison ot al, [23].

Un procedimiento heuristico, en general, no es necesariamente un mo-
delo, sino un procedimiento o un conjunto de procedimientos inteligentes v
simplificados cuyo objetivo es resolver un determinado problema. Aller et

al. [24] describen un método heuristico que usa una combinacién de procedi-

11
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mientos para producir un valor numérico conocido como indice DRASTIC,
El indice DRASTIC se utiliza para ayudar en la eleccidn de dreas vulnerables
con un mayoer riesgo de contaminacidn del agua subterrdnes por compuestos
quimicos. DRASTIC es una sigla de los factores gque son considerados en la
definicidn del indice, donde D es la profundidad, R la recarga liguida, A es
el tipo de acuffera, S es el tipo de suelo, T la topografia, 1 el impacto en la
zona vadosa y C es la conductividad hidrdulica del acuifero.

El CMLS94 de Nofziger v Hornsby [25] presenta las caracteristicas de un
buen y sencillo procedimiento heuristico. En un procedimiento heuristico
suele aparecer simplificaciones de las relaciones fisicas o de las ecuaciones
del balance hidrico. La simulacidn del comportamiento de un plaguicida por
un modelo heoristico, para diferentes valores de las variables de entrada que
describen la probabilidad del evento precipitacidn, por ejemplo, puede pro-
duecir una distribucidn de probabilidades vy aportar conclusiones significativas
v valiosas en el andlisis del riesgo de la salud ambiental de una cuenca. Un
ejemplo del nso de esta técnica es el trabajo de Hann et al, [26] usando el
modelo CMLS94 de Nofriger y Hornsby [25] y el modelo, para simular datos
climdticos, WGEN de Richardson y Wright [27].

Se han propuesto una gran variedad de modelos para describir el mo-
vimiento de plaguicidas en el ambiente (ver Wagenet y Rao [14] o Gustaf-
son [28]). No obstante, hasta ahora, ninguno de estos modelos describe si-

multineamente el comportamiento del plaguicida en svelo, en el agua y su

12
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volatilizacion, lixiviacidn, perdida por escorrentia superficial, degradacidn,
transformacién y transferencia entre compartimentos (ver Hayo [3], Wagenet
y Rao [14] o EPPO [29]).

Una de las herramientas mas poderosas para investigar los fendmenos de
un sisterna complejo son los modelos conceptuales empleados en todas las ra-
mas de la fisica (Bear [30]). De acuerdo con esta abordaje un fendmeno fisico
complicado, o un sistema en el cual un tratamionto matemsdtico as imposible,
se representa por algunos fendmenos ficticios sencillos que tienen un trata
miento matemétlico mas asequible, En el andlisis de los fendmencs Reticlos,
los resultados son obtenides siempre por leyes formales descritas por rela-
ciones matemadticas entre los pardmetros del fendmeno investigado. Varios
de los pardmetros del modelo conceptual también aparecen en estas leyes y
estdin relacionados con los parametros del fendmeno real. El término madelo
conceptual es usado por Bear [30] para denotar una forma simplificada de
visualizar un fendmeno microscopico que no se puede observar directamente;
pero del que se pueden observar y medir respuestas y conceptos. Un modelo
conceptual puede ser una representacion de un objeto, o de un proceso, tal
como la visualizacidn de un medio poroso como un sistema de tubos capi-
lares comunicados entre si, o como la visualizacidn del movimiento de un

trazador en fAujo entre poros, como una particula en vuelo aleatorio en Lres

dimensiones.
Una estrategia alternativa en las técnicas de modelizacién consiste en de-

13
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sarrollar modelos de evaluacion sencilles, los cuales permitan simular el com-
portamiento de un compuesto quimico en un sisterna ambiental hipotético
en el que las variables son unificadas y reducidas a lo esencial. En este caso,
los diferentes comportamientos de varios compuestos quimicos dependerdn
esencialmente de sus propiedades fisicas y quimicas. La principal limitacion
de estos modelos es que los resultados no estdn directamente relacionados con
las situaciones reales y en consecuencia estos resultados no se puede transferir
directamente para situaciones de campo. 5i estos modelos son elaborados con
extremo cuidado y consideran un sistema cerrado, tal como un invernadero,
pueden simular con extrema precisidn las concentraciones en los distintos
compartimentos del sistema. No obstanie, se pueden aplicar los resultados
obtenidos con estos modelos a varios compuestos guimicos, por ejemplo, para
predecir el rango de potencial para que estas sustancias alcancen v contami-
nen capas fredticas o el rango potencial de evaporacion desde los puntos de
aplicacidn. Los datos de los modelos de evaluacidn se pueden también cali-
brar mediante datos de laboratorio o medidas de campo seleccionadas con el
fin de abteser informacidén v ordenes de magnitud del nivel ambiental para

comparalos con los valores estimados por el modelo.

Los modelos de evaluacidn, para ecosistemas constituidos por comparti-
mentos, se basan en el principio de equilibrio termodindmico entre las fases
o compartimentos del ecosistema. Estos compartimentos se asume gue son

homogéneos, con un volumen de accesibilidad bien definido, donde el com-
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puesto quimico puede moverse libremente de una hacia otra fase, hasta que se
alcance el equilibrio termodindmico. En estos modelos, en general, la varia-
ble correspondiente al tiempo no es considerada y de esta forma son sistemas
termodindmicos. Estos modelos son (tiles para obtener una comprehension
general de la tendencia principal de distribucion de un compuesto quimico

en los distintos compartimentos del ecosisterna de la evaluacidn,

Unos de los modelos de mayor éxito, entre los modelos de evaluacion, son
los modelos introducidos por Mackay y Paterson [31] y Mackay y Paterson
[32], en los cuales el concepto de fugacidad se usa como la fuerza conductora
de los procesos de particidn del compuesto entre los compartimentos del
ecosistema evaluado, La fugacidad, como equivalente de la presidn de vapor,
tiene la dimensidn de presidn, se expresa en unidades de pascal y se describe
como la tendencia de escape de un compuesto de una fase o compartimento.
Esto concepto es mds comprehensible que la entropia o el potencial quimnico y
tiene significado fisico claro de que un conjunto de moléculas de un compuesto
ejerce la mitad de la tendencia de escape de una fase que el doble de moléculas
del mismo compuesto, bajo las mismas condiciones de temperatura y presion.
El equilibrio entre los compartimentos se aleanza cuando la tendencia de
escape del conjunto de las moléculas presentes en cada fase es igual en todas

las fases.

Los modelos de evaluacidn basados en la fugacidad estdn clasificados en

niveles de complejidad. Cada nivel corresponde a procesos adicionales que
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se consideran progresivamente desde el nivel I hasta el nivel IV, con el obje-
tive de que las concentraciones estimadas en los compartimentos sean cada
vez mds proximas o coherentes con los valores observados y que conceptos
como reaccidn, adveccidn, transferencia, emisién, tiempo de residencia sea
progresivamente considerados en el andlisis. En el Capitulo 3 de esta memo-
ria presentaremos detalladamente los modelos de fugacidad nivel I, 11, Iy
Iv.

Un modelo global de simulacion para el andlisis de una sustancia poten-
cialmente téxica que se reparte entre el aire, suelo, agua y sedimento ha sido
propuesto por Guinée y Heijungs [33], pero no se han publicado trabajos que
usen este modelo. Muchos investigadores han propuesto utilizar los modelos
compartimentales descritos por Mackay [34] para ealeular fa exposicion re-
sultante de las emisiones de compuestos tdxicos en el ambiente, Un modelo
utilizado frecuentemente para este fin es el modelo de fugacidad de nivel LI
propuesto por Mackay, en el que se asume la existencia de emisiones y flujos
difusivos en un ambiente hipotético, previamente definido, en el gue la dis-
tribucidn del contaminante es conducida por un flujo estacionario y donde
los compuestos son repartidos entre compartimentos del ambiente debido a
procesos de adsorcidn, volatilizacidn, deposicidn, lixiviacidn y degradacidn,
De esta forma, las concentraciones del compuesto son calculadas en funcidn
de los flujos de emisiones. Las concentraciones de exposicidn obtenidas son

relacionadas con valores diarios aceptables, con el objetivo de obtener resul-
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tados estadisticos sobre los efectos adversos a la salud humana, y el ecosiste-
ma terrestre y acuatico. Aungue, la propuesta del modelo de fugacidad nivel
111 sea elegante, ficil de implementar en ordenador y numéricamente sencilla,
dado que solo es necesario resolver un sistema de ecuaciones lineales algebrai-
cas, este modelo no considera el caso en que las emnisiones son continuas ni la
existensia de transferencias dindmicas del compuesto entre compartimentos
antes de que se aleance €l estado de equilibrio estacionario. En realidad, no
puede asegurarse que un estado estacionario sea una situacidén real mientras
existan emisiones, reacciones de degradacidn o transformacidn, advecciones y
transferencias del compuesto entre compartimentos, Otro problema del mo-
delo de fugacidad mivel 111 es que no estd capacitado para prever los valores
altos de concentraciones que pueden ocurrir antes de que se alcance ¢l estado

estacionario,

La utilizacidn del concepto termodindmico de fugacidad ha merecido en
los dltimos anos la atencidn de numerosos investigadores dedicados a la mo-
delizacion del comportamiento de compuestos quimicos en sistemas ambien-
tales compartimentales. Este interés es consecuencia, probablemente, de 1a
elegancia y de la eficiencia en lo que concierne al estudio de la distribucidn,
destino, transporte y transformacidn de los compuestos mediante modelos de

fugacidad.

Fn general se aplica el concepto de fugacidad para el andlisis de la dis-

tribucidn de compuestos quimicos orgianicaos gue se reparten en el ambiente,
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considerandose que las fugacidades entre los compartimentos estdn equilibra-
das o estdn en estado estacionario, lo gue facilita el ¢dlculo de la distribucidn
material del compuesto y sus respectivas concentraciones en los comparti-
mentos del sistema ambiental de la modelizacién. Pero la distribucidn de
la concentracidn de una sustancia en un ecosisterna varia con el tiempo,
comea consecuencia de factores fisicos ¥ quimices, tanto del ambiente como
del compuesto; siendo, de esta forma, muy dificil evaluar con precision la
concentracion que se alcanzard en un determirado lugar, en un tiempo da-
do, principalmente se i considera que el sistema estd equilibrado, ademds
es muy importante prever los valores miximos de las concentraciones que

pueden alcanzarse antes de llegar a un equilibric estacionario.

La fugacidad esta linealmente asociada con la concentracién por un coe-
hiciente denominado capacidad de fugacidad. La capacidad de fugacidad de
un compartimento caracteriza la capacidad del compartimento para acumu-
lar el compuesto quimico. De esta forma, la eapacidad de fugacidad de un
compartimento es equivalente a una medida de la solubilidad del compuesto
en el compartimento. La evaluacién de la fugacidad de un compuesto supone
que dicho comnpuesto tiene una determinada presidn de vapor y que existe
la posibilidad de que éste se reparta entre los distintos compartimentos del

ambiente.

En consecuencia, la fugacided es aplicable para el estudio de compuestos

quimicos gue poseen una cierta presidn de vapor, como son los compuestos
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quimicos organicos entre los que se encuentran la gran mayoria de los pla-
guicidas. Ademds, la fugacidad no es directamente aplicable a compuestos

quimicos no voldtiles tales como los metales, polimeros y compuestos iénicos.

Los modelos matemdticos de evaluacidn basados en la fugacidad son pro-
cedimientos estimativos y se plantean frecuentemente por un sistemna de ecua-
cionez algebraicas, si el sistema esta en estado estacionario pero no nece-
sarfamente equilibrado o por un sistema lineal de ecuaciones diferenciales

ordinarias cuando se refiere & un estado transitorio con el tiempo,

En este trabajo, metivado por el objetivo de presentar un modelo ma-
temafico que describa con razonable precision las concentraciones de un com-
puesto a lo largo del tiempo en todos los compartimentos del sistema ambien-
tal en estudio y por el hecho de que un modelo con estas caracteristicas estd
descrito en Mackay [34] como un modelo de difiell tratamiento de andlisis
numérico cuando se trabaja con mds de dos compartimentos, presentaremos
una modelizacion basado en sistemas dinamicos discretos, donde la prinei-
pal complicacién de andlisis numérico es el cdleulo de la exponencial de una
matriz gue tiene las mismas dimensiones del niimero de compartimentos mo-
delado. Complicacién esta que se resuelve ficilmente por el uso de un simple
comando de la biblioteca de andlisis numérico computacional MATLAB®
[33]. Ademds, un modelo no estacionario permite determinar concentracio-
nes maximas a lo largo del tiempo, tiempos de residencia para cada uno

de los compartimentos ¥ tiempo de asentarniento; lo cual permite estudiar
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la distribucién en estado estacionario y facilita la simulacidn de emisiones

continuadas a lo largo del tiempo.

Ademds, en esta memoria presentaremos las ecuaciones diferenciales ordi-
narias lineales correspondientes a un sistema de ecoaciones que describen el
balance total de masa de un compuesto quimico en un ecosistema constituido
por compartimentos ambientales y como estas ecuaciones diferenciales, que
representan la dindmica no estacionaria de la distribucidn de un compues-
to, pueden ser cambiadas por un sistema dindmico continuo positivo y como
este sistema dindmico puede ser discretizado para facilitar el andlisis v la

simulacidn de la distribucidn del compuesto en los distintos compartimentos.

En el Capitulo 1 de esta memoria presentaremos las bases matemAticas de
la teoria de los sisternas dindmicos de control, necesaria para la modelizacidn
de |2 fugacidad mediante sistemas dindmicos discretos v, en particular, pre-
sentaremos un resumen de alpunos resultados matemiticos del estudio de los
sistemas dindmicos continuos positivos, donde la matriz dindmica es esencial-
mente no negativa, Estos sistemas caracterizan los sistemas compartimenta-
les como sistemas dindmicos continuos ¥ positivos. Ademds, demostraremos
como es posible obtener una discretizacion natural de estos sistemas basado
en su forma cerrada o solucidén continua, de tal forma que esta discretiza-
citon mantenga la positividad y la estabilidad del sistema dindmico continuo
original. Estudiaremos también los aspectos estructurales de los sistemas

compartimentales continuos y discretos, tales come la propiedad de fuerte-
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mente conexo ¥ su relacidn con la controlabilidad en los sistemas dindmicos
positivos continaos que representan modelos compartimentales y la contro-
labilidad, controlabilidad mula v alcanzabilidad en los sistemas dindmicos

discretos obtenidos de los sistemas dindmicos continuos.

En el Capitulo 2 de esta memoria presentaremos las bases axiomdticas
de la termodindmica, caracterizada por sus cuatro leyes fundamentales, las
cuales son de gran interds en el desarrollo de modelos v en la comprehensidn
de los procesos energéticos de sistemas ambientales. Ademds, el concepto
termodinamico de fugacidad, introducido por G. N. Lewis [36] para explicar
las desviaciones del comportamiento de los gases reales respecto al de los ga-
ses fdeales, en el estudio de la energla libre correspondiente a un proceso de
expansidn, isotérmico, reversible e infinitesimal, se expondrd en el contexto
de las relaciones lermodindmicas fundamentales existentes entre las funciones
de estado, las cuales caracterizan los eambios de estada que ocurren en los
sistemas maleriales. Tambidn revisaremos, brevemente, cierlos aspectos del
equilibrio termodindmico entre compartimentos para un compuesto; recor-
dando que el equilibrio termodindmico corresponde al estado de energia libre
minima de Gibbs al cual tienden los sistemas materiales. Asi, en este mismo
capitulo presentaremos los fundamentos termodindmicos que permiten de-

terminar la relacidn existente entre la constante de Henry v la temperatura.

En el Capitulo 3, utilizando |z relacidn existente entre la constante de

Henry v la temperatura, se comprobard que los componentes de la matriz
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dindmica, que representan coeficientes de transferencia en funcidn del drea de
contacto entre compartimentos y de sus respectivas capacidades de fugacidad,
cambian con los cambios periddicos de temperatura. En este mismo capitulo,
con el objetivo de presentar el modelo de fugacidad nivel IV como un sistema
dindmico continuo, describiremos los modelos cldsicos de fugacidad con sus
distintos niveles de complejidad desarrollados a fin de evaluar la distribucién
de un compuesto en un sistema compartimental. Ademas, obtendremos un
sistema de control equivalente vy usaremos las propiedades de los sistemas
positivos discretos para probar la estabilidad asintdtica y la positividad del

maodelo obtenido mediante un sistema discreto de control.

Mostraremos, también, como se usa la relacidon que describe la dependen-
cia de la constante de Henry respecto a la temperatura, en la determinacion
de los coeficientes de transferencia del compuesto entre compartimentos v el
efecto consecuente de los cambios periddicos de temperatura en la capacidad
de fugacidad y observaremos su influencia en los componentes de la matria
dindmica de un sistema dindmico periddico y discreto que modeliza la distri-
bucidn de un compuesto en un sistema compartimental en el que hay cambios

periddicns de temperatura.

Para asegurar la estabilidad del modelo periddico, usaremos una desigual-
dad que relaciona el radio espectral del producto de las matrices periddicas
de monodromia del modelo con el producto del radio espectral de las ma-

trices periddicas de monodromia. Finalmente, en esto mismo capitulo ilus-
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traremos los dos modelo de fugacidad mediante sistemas dindmicos discretos
aplicindolos en un sistema compartimental ambiental hipotético constituido
por aire, agua y sedimento. En este sistema ambiental simularemos la distri-
bucidn de dos insecticidas cuando no hay cambios de temperature y de un
herbicida cuando hay cambics periddicos de temperatura influyendo en los

componentes de la matriz dindmica.

En realidad, por depender de un gran nimero de factores, & veces in-
ciertos, como los valores de las constantes de velocidad de degradacidn o
transferencia o por fallos tedricos en las ecuaciones o en las hipdtesis del mo-
delo que deberian expresar el fendmeno con precision, no se puede esperar
que un modelo reproduzea con gran precision y exactitud el comportamiento
ambiental de un plaguicida o de 9n compuesto guimico en general.

Ni siempre es intuitivamente obvio que los errores en los pardmetros de
entrada de un modelo se manifestardn en los resultados finales. Se puede
realizar un andlisis de sensibilidad de los pardmetros de entrada del modelo
cuando el modelo estd listo para ser ejecutado repetidamente en un ordena-
dor. En este momento se puede efectuar un andlisis del tipo Monte Carlo
varidndo los compuestos quimicos y las condiciones ambientales, con el fin de
producir funciones de distribucién de probabilidad (ver Kithne et al. [37])).
De esta forma se puede conseguir que el modelador tenga una seguridad

acerca de la magnitud de las desviaciones de los resultados de su modelo.
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Para que el andlisis del desting ambiental de un compuesto quimico, ba-
sado en los resultados de modelos matemidticos, tenga credibilidad, es nece-
sario comprobar gue el modelo preve adecuadamente el comportamiento de
un gran ndmero de compuestos quimicos de diferentes caracteristicas fisicas
y quimicas, Este problema requiere la aplicacion del modelo en varios lugares
con condiciones ambientales controladas en los que se conozean los datos de
descargas, aplicaciones o emisiones y datos de control sistemdtico deseritos
por las concentraciones obtenidas en los difeventes compartimentos del lugar
modelado para demostrar el nivel de correspondencia entre los resultados del

control analitico y los predichos por ¢l modelo.

Como afirma Mackay [38], la tarea de validacion es compleja y polémica;
pero, antes de entrar en debate acerca del alcance del término validacion,
se debe perseguir un objetivo mds modesto, como es demostrar que €l mo-
delo produce resultados satisfactorios cuando éstos son comparados con los
datos procedentes de determinaciones realizadas en el campo v en el labora-
torio para una gran variedad de compuestos quimicos en distintas condiciones
ambientales. En cualguier caso, la definicion del término satisfactorio estd
relacionada con la naturaleza del uso de los resultados obtenidos tanto por

el modelo como por las observaciones o determinaciones experimentales.

Es poco probable que un modelo sea universalmente valido, pero el modelo
debe producir resultados que sean considerados fiables para la evaluaciion o el

andlisis del comportamiento ambiental de un compuesto quimico en un nivel
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definido de precisidn. Este nivel dependerd de la naturaleza del compuesto

quimico, del ambiente, de los objetivos y requerimientos de los organismos
legisladores o de la sociedad.

Indudablemente, es mds prudente prever con anterioridad el comporta-
miento de un compuesto quimico por modelos matemdaticos, como los modelos
recomendados por la Organisation for Economic Ce-operafion and Develop-
ment (ver [39]) o por el European Center for Ecotoricology and Toexicology of
Chemicals (ver [40]), que arriesgarse a aprender con experimentacion directa,
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Capitulo 1

Sistemas dinamicos lineales y

compartimentales

1.1 Introduccion

Los modelos matematicos de sistemas dindmicos se pueden dividir en lineales
¥ no lineales, invarianies o variables en el tiempo, continuos y discretos, El
comportamiento temporal de un sistema lineal continuo en el tiempo se pue-
de describir por un conjunto de ecuaciones diferenciales. Si los pardmetros
del sistema son imvariantes en el tiempo, es decir, no cambian sus valores con
el tiempo, entonces el modelo consiste en un conjunto de ecuaciones dife-

renciales ordinarias lineales para sistemas dindmicos continuos o ecuaciones
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en diferencias para sistemas dindmicos discretos. Estas ecuaciones pueden
ser resueltas y los valores de todas las variables en cualguier momento del
tiempo t, partiendo de un instante inicial dado &, pueden ser determinadas si
todas las entradas son conocidas desde t hasta  y si las condiciones iniciales
para un nimero minimo de variables, referidas como variables de estados,

son también conocidas.

La representacidn interna de un sistema dindmico se basa en el concep-
to de estado. El estado de un sistema dindmico es la minima coleccidn de
variables cuvo valor, en un cierto instante, resume el pasado dindmico del
sistema y es suficiente para predecir su evolueidn futura. Ademds, las varia-
bles que representan el estado ne tienen que corresponder necesariamente a
magnitudes fisicas medibles. De este modo, las variables de estado contienen
todas las informaciones acerca de la historia dindmica del sistema necesaria
para resolver sus ecuaciones, siendo que ninguna informacién acerca de las

entradas o de los tiempos anteriores a ) son pecesarias.

Las variables de estado caracterizan completamente el estado del sistema
en cualguier tiempo £, Si el vector de estados es un vector columna donde sus

componentes son las variables de estado, el vector de orden n es expresado

por

z(t) = [z:(t) - - zalt)]"

El vector de estados es un punto en un espacio algebraico lineal referido
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como espacia de los estados. Es posible describir el comportamienta de cual-
quier sistema lineal usando una férmnula especifica para el modelo, la cual
expresa las relaciones entre |as entradas; las variables de estados v las salidas
del sistema. Esta forma se llama modelo espacio estado o descripeitn espacio
estado. Para sistemas en tiempo continuo éto puede ser expresado por las

siguientes ecuaciones
£(t) = A(t)z(t) + B(t)ul?) (1.1)

y(t) = C(t)z(t) + D(t)ult) (1.2)

donde x(t) es el vector de estados de n componentes, £(t) es el vector derivada
de z(t) con respecto a la variable independiente t, u(?) un vector de entradas
o de controles de m componentes, (1) un vector de salidas de p < n compo-
nentes. Ademds, para cada t > 0 se debe tener A(t) € R**" B(t) € R"*™,
C(t) € RP*" v D(t) € RP*™,

El modelo correspondiente para sistemas en tiempo discreto viene dado
por

z(k + 1) = A(k)z(k) + B{k)ulk) (1.3)
y(k) = C(k)z(k) + D(k)u(k) (1.4)
donde k€ Z..

Si el sistema dindmico es lineal los coeficientes matriciales del sistema

no dependen de los valores de los estados. 5i el sistema es invariante en el
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tiernpo los componentes de las matrices coeficientes son constantes y €stas
son expresadas simplemente como A, B, € y D. En muchas aplicaciones
la matriz D es nula, con lo cual cabe considerar a la terna (A, B, C) como
representacidn interna del sistema, A estas tres matrices se las conoce res-
pectivamente con los nombres de matriz dindmica, matriz de mando y maolriz
de pbservacidn, haciendo alusion al papel que juega cada una de ellas en las

ecuaciones de estado (ver Baturone [41]).

Para un sistema dindmico dado, existen infinitas formas de representacion
de la deseripeidn interna. Para sistemas dindmicos invariantes en el tiempo,
existen infinitas ternas (A4, B, C) que representan al mismo sistema. Todas
pstas ternas estan ligadas entre si por relaciones algebraicas, de modo que,
partiendo de una representacin (A, B, C) es posible obtener otra (4, B,C)
sin mds que aplicar una transformacién lineal segiin una matriz T no singular
de orden n. Sustituyendo en las ecuaciones (1.3) y (1.4) es inmediato deducir
que, al aplicar una transformacién £ = T'r al vector de estados, las matrices

fundamentales del sistema en la nueva base son
A=TAT!
B=TH
¢ =017

y que en caso de disponer de una matriz D no nula, esta permanecers inal-

terable en la transformacidn.
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1.1.1 Determinacién de la descripcién externa a partir

de la interna

Es posible describir relaciones entre entradas v salidas de un sistema dinamico
lineal continuo usando otro tipo de modelo matematico conocido como fun-
ctén de transferencig. Para sistemas con una entrada y una salida la funcién
de transferencia es el cociente entre la transformada de Laplace de la salida
por la transformada de Laplace de la entrada. Para un sistema dindmico con-
tinuo con miltiples entradas y miiltiples salidas la funcidn de transferencia se
calcula en forma de matriz donde la componente de la linea 1 y columna j es
una funcion de transferencia escalar, describiendo como la entrada 7 influye

en la salida 1.

La funcidn de transferencia puede sér obtenida del modelo espacio-estado
tomando la transformada de Laplace, poniendo el valor inicial de z(t) en la

posicion cero y resolviendo para ¥(s) definida por la ecuacidn
Y(s) = G(s)U(s) = [E:"[.s.f —A)'B+ D] (=)

donde [ es la matriz identidad de orden conveniente, Y (s) ¥ U/(s) son, res-

pectivamente, las transformadas de Laplace de y(f) y u(?). La expresidn
G(5) =Clsf - AY'B+ D (1.5)

es la gue permite el paso de la descripeidn interna a la externa. Es importante

notar que la unicidad de esta representacion se deduce inmediatamente;
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En efecto, si se efectiia una transformacién lineal T no singular sobre el
vector de estados, las matrices A, B y C' de la nueva representacién dardn
lugar a la misma funcién de transferencia, La demostracidn es inmediata ya
que Gis) = CfsI— A)"' B+ D y substituyendo ésta en las expresiones de A,
B v C se obtiene

Gla)=CT sl —TAT')"'TB+D
de donde se tiene que
G(s) = CT-' [T(s] - AT TB+ D

v, por lo tante,

G(s) =C(sl — Ay'B+D

expresion que coincide con la de la funcidn de transferencia calculada & partir

de las matrices de las bases originales.

Otro resultado interesante es la coincidencia entre los valores propios de
la matriz A con los polos de la funcidn de transferencia o de los elementos de
la matriz de transferencia. Obsérvese cimo la ecuacion {1.5) puede ponerse

en la forma

1

66) = Fnr=a) {c

fadj(s] — A)| B + Ddet{sf — A)} (1.6)

A la determinacién de una descripeidn interna, como la que suministran

las matrices 4, B, C v D de las ecuaciones (1.1} y (1.2) a partir de una
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funcion o matriz de transferencia se le denomina realizacién. En el caso de
sistemas con una sola variable de entrada, la funcidn de transferencia viene

dada por
_ o™ +bys™ 4 - b,
Gl - Ll SREER O

Gls)

Nétese que, en caso de que el grado m del numerador sea mayor gue
e] grado n del denominador el sistemma no puede ser representado mediante
la descripcidn interna descrita por las ecuaciones (1.3) y (1.4). En efecto,
obsérvese que en la expresién (1.6) la matriz adj(s/— A) tiene como elementos
polinomios en & de grado igual o inferior & (n — 1) y que el det{sf — A} es un
polinomio de grado n.

Por lo tanto, se cumplird que

lim Gis)=D

F—+oG

con lo cual deberd verificarse la relacidén m < n. De este limite se deduce
también que 8] 5e pretende gue el sistema admita una representacidn interna
con ) = [, deberd cumplirse la relacién m < n, es decir, el grado del
numerador de la funcidn de transferencia deberd ser estrictamente menor

que €l grado del denominador.

Asi, el problema de la realizacidn consiste en, dada un funcién de transfe-
rencia, determinar las ecuaciones en el espacio de estados gue realicen dicha

funcidn.
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1.1.2 Comportamiento de sistemas lineales

Con el ohjetivo de comprender el comportamiento de un sistema lineal de
control, las respuestas a controles o entradas especificas se calculan siempre.
La salida puede ser ealculada resolviendo las ecuaciones diferenciales que
describen el modelo. Las soluciones de las ecuaciones de estado producen
una forma sistemética de resolver las ecuaciones del modelo para caleular
las salidas en funcién del tiempo. Las ecuaciones de estado pueden ser re-
sueltas analfticamente o por téenicas de simulacién envolviendo integracion
numérica. La solucidn en forma cerrada de la ecuacion de estado estd dada

por

z(t) = ®(t, to) +f¢{t1 riB{r)ulr)dr
t

y(t) = C)z(t) + Dit)ult)

donde ®(t,7) s la matriz n x n de transicion de estados satisfaciendo la

ecuacidn diferencial

%"“} = A(D(L k)

Sty o) =1

Para sistemas invariantes en el tiempo la matriz de transicidn de estados

viene determinada por la forma cerrada

Dt 1) = e
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donde et puede ser determinada por la transformada inversa de Laplace
M =L e Al
o para cada § € R, por la sene infinita de potencias
eM = f %
k=0
Si los valores propics de A, A; (1= 1,...,n), son distintos y

A = diag(Ay, Ag, .- An)y

existe una matriz de transformacidn invertible ) la cual relaciona la matriz

A con la matriz diagonal A por la ecuacidn
A=QAag!
¥y en este caso es verdadera la relacion

E'“ = Qentqﬂ

Varias bibliotecas de andlisis numérico computacional proveen rutinas
eficientes para caleular el valor de ™ y la solucidén del modelo envolviendo

integracion numérica (ver MATLAB® [33]).

Una gran cantidad de informacidn, como la estabilidad o la controlabilidad,

puede ser obtenida de un modelo matemdtico por el uso de un sistema lineal.
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La estabilidad puede ser concebida intuitivamente por la propiedad de
que un sistema es estable si todas sus salidas estdn acotadas para todas las
entradas acotadas que se le suministra. Las definiciones y conceptos acerca
de la estabilidad de un sistema de control serdn estudiadas al final de este

capitulo,

Considere el sistema en tiempo continuo definido por
#(t) = Az(t) + Bu(t} (1.7)

donde, para cada t > 0, se tiene que z = z(t) € R" es el vector de estado,
# = u(t) € R es un control escalar, A € K**" es una matriz real de orden

nxny BeR"es un veclor real de n componentes.

Definicién 1 Un estado z(f) € R® se dice que es alcanzable en el intervoly
[to, 1] cuando existe un control u = u(t), con t € [tg, 1], el cual aplicado al
sistema (1.7} produce z(t) desde z, = 0.

Definicidén 2 Dado el sistema descrito por lo ecuacion (1.7) se dice gue
el estado x(t;) es controlable en ty, si es posible comstruir un control no
restringido, que pueda tronsferir un estado inicial z{lg) en el estado final
z{ty) en un intervalo de tiempo finito [tg, tf]. Si todo estado es controlable,

entonces se dice que el sistema es completarnente controlable.

Es posible definir la nocién de controlabilidad con respecto a un subcon-

junto de estados gue pueden alcanzarse en un tiempo finito. La terminologia
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completamente controlable asi refiere & que todos los estados que pueden al-
canzarse, En esta memoria, oo tendremos ninguna necesidad de esta termi-
nologia, a excepeidn de la noecidn matemdtica de completamente controlable.
En consecuencia, por economia de lenguaje, referiremos a este concepto sim-

plemente como controlabilidad.

De esta forma, un sistema es controlable si es posible producir que su
estado inicial z(f;) en el tiempo ¢, pase a un valor final especificado z(t;) en
un tiempo finito ¢y por el uso de controles u = u(t) apropiados.

Ahora se deducirdn las condiciones para la controlabilidad. Sin perder la
generalidad, supongase que el estado final es el origen del espacio de estado
y que el tiempo inicial es cero, o sea ty = 0.

El sistema definido por la ecuacién (1.7), como un caso particular de las
ecuaciones (1.1) y (1.2), admite la solucidn

:
z(t) = eMz(0) + f g7 Bu(r)dr
L}
Aplicando la definicidn de controlabilidad recién dada, se tiene que

‘
x(t;) = e*re(0) + fﬂ""ﬂi"']Eu{T}dT =) {1.8)
o

H

z{0) = - fe“""Bu{r}dr (1.9)
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Nétese que e~*'7 ge puede escribir como

n=|

e AT =Y ayr)A (1.10)
k=0

(ver Ogata [42]). Reemplazando la ecuacidn (1.10) en la ecuacidn (1.9), da

n=1 s
:{D:I =—2Atﬂfﬁg{f}uff}d? {].11]

k=0

51 se hace

I
fﬂt{?']u{'r}r.f?‘ = 3
o
Entonces la ecuacién (1.11), se puede escribir como

fi
n-1 ﬂ1
2(0) ==Y A*Bj = [BJAB|---|4*'B] | © (1.12)
femtl -
- ﬁn_t e

Si el sistema es controlable, entonces, dado un estado inicial z(0), se debe
satisfacer la ecuacidn (1.12), lo cual requiere que el rango de la matriz P de

orden n % n definida por
P = [B|AB|..-|A"" 5]

sea de rango n. De este andlisis, se puede establecer la condicidn sobre la

controlabilidad como sigue:
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Teorema 1 El sistema dado por lo ecuacidn (1.7) es contralable si y sdlo s
la matriz P tiene rango n, o equivalentemente, si detd( PPT) # 0,

El resultado del Teorema 1 recién obtenido, se puede extender al caso en
gue el vector de control u = u{t) es de dimensidn m y la matriz 5 es de

orden 1 x m. Si ¢l sistema se escribe por
£(t) = Az(t) + Bu(t)

donde u = u(t) es un vector real de dimensidn m, entonces se puede probar
que la condicidn para la controlabilidad, es que la matriz P de orden nx {n-m)

definida por
P= [EMEL .- |An? H]

sea de rango n, o que contenga n vectores columna linealmente independien-

tes. La matriz P se denomina comiinmente de matriz de controlabilidad,

1.2 Sistemas y modelos compartimentales

For compartimentacion entendemos y definimos como la divisidn de un siste-
ma en subsistemas llamados compartimentos diferenciados entre s{, mientras

que compoartimental como algo perteneciente o refativo al compartimento.

Modelos matemdticos compartimentales han sido usados por modeladores
de sistemas bioldgicos hace muchos anos. Atkins [43] atribuyd el origen
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de esta técnica al trabajo de G. Hevesey, el cual, en 1923, empled plomo
radioactivo & fin de demostrar los procesos de pérdida y absorcidn de iones de
plomo por las rafees de las plantas. Segin Atkins [43], la primera aplicacidn
del andlisis compartimental para animales fué hecha por 1. A, Christiansen,
G. Hevesey v S. Lomholt, en 1924, los cuales modelizardn el metabolismo de
hismuto radioactivo en conejos. Segin el mismo Atkins, el primero en usar el
término compartimento fué C. W, Sheppard, quién en 1948 lo definid como
el lugar en el gue se asume que una sustancis tiene distribucién uniforme
y una cinética discernible de transformacidn o degradacidn, transferencia y
transporte.

Se han publicado varios tratamientos matemdticos generales acerca de
las propiedades estructurales de los modelos compartimentales aplicados a
sistemnas bioldgicos, incluyendo el estudio sobre la conexién entre la identi-
ficabilidad de los pardametros del modelo con la propiedad de fuertemente
conexo (Cobelli y Romanin-Jacur [44]); la controlabilidad e identificabilidad
estructural (Cobelli y Romanin—Jacur [45]); el problema de la realizacién
de la funcién de transferencia (Maeda et al. [46]); los conceptos y las am-
bigiiedades en la identificacidn de parimetros en sistemas compartimentales
(Cobelli y DiStefano I1I) [47]); ete,

Asi, entre los afos 20 y 40 algunos fisidlogos empezaron & estudiar la
dindmica de varias sustancias en vertebrados y condujeron experimentos en

los cuales compuestos marcados radiactivamente fueran inyectados y rastre-
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ados & través del cuerpo, El interés en el andlisis de estos experimentos
Hevaron al desarrollo de una teorfa matemdtica llamada cinética de traza-
dores o modelos compartimentales, En la teoris de trazadores, el cuerpo
es dividido en un conjunto de compartimentos, mutuamente exclusivos, ta-
les como la sangre, los tejidos, huesos e higados donde la tasa de cambios
de la sustaneia trazadora entre cada compartimento es expresada como una
ecuacidn difereneial. El modelo matematico resultante puede ser usado para

simular la dindroica de cambios entre compartimentos a lo largo del tiempo.

De este modo, la circulacion de un material a través de un sistema
bioldgico o ambiental puede ser visto como el flujo entre pares de comparti-
mentos que compone el sistema. En un modelo compartimental el Aujo de
sustancia en un compartimento a lo largo del tiempo es asumido como una

proporeidn constante de la cantidad de sustancia o material en el comparti-

mento,

En un modelo compartimental de un ecosistema la cantidad de material
en un compartimento 1 es identificada por z;. El flujo de material del com-
partimento i para el compartimento j es denotado por ay;z,, donde ay; es la
tasa constante de fiujo del compartimento 1 al compartimento 5. La unidad
de la tasa constante es el inverso del tiempo, mientras que el compartimento
es medido por unidad de masa o volumen. Entonces, el producto a;z; es de

dimensién de masa o volumen por unidad de tiempo,
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Las ecuaciones para la dindmica del flujo de material o sustancia en el
ecosistemna a lo largo del tiempo =on agrupadas formando una eoleccion de
términos para los flujos de entrada o de salida en un compartimento por una
ecuacidn diferencial para cada uno de los compartimentos del sistema, El
conjunto de tales ecuaciones diferenciales para todos Jos compartimentos en
un ecosisterna es llamado sistema de ecuaciones para el flujo del material en

el ecosisterna.

El sistema de ecuaciones para un ecosistems dado estd unido internamen-
L& por términoé comunes entre Jas ecuaciones. Tales términos COMuUNes SUTgen
porque un flujo tal como a2, puede mostrarse como un térming negativo
representando la pérdida de material en la ecuacidn para el compartimento 3
y también como un término positivo representando una ganancia de material
en la ecuacién para el compartimento j. Estas uniones o camines corres-
ponden a aristas mientras que los compartimentos son los vértices en una
representacidén del ecosistema y del flujo de material por un estructura de

grafos.

Dado que esta formulacidn matemdtica compartimental considera [a pre-
sencia de todo material en el ecosistema, los modelos se construyen mediante
la ecuacion de balance de masa significando que no hay destruccidn o pro-
duccién de materia en el ecosisterna y esta condieién limita el grado de la

forma matemdtica del sistema de ecuaciones.
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Asl, en este capitulo recordaremos los puntos bdsicos para el estudio ¥
andlisis de una clase especial de modelos compartimentales descritos por
sistemas lineales de control. Sistemas lineales de control que deseriben esta
clase especial de modelos son sistemas lineales dindmicns de la forma

£(t) = Az(t) + Bu(t) (1.13)

donde A € B*", B € R**™ son matrices reales, u(t) € R™ es un vector real
de control ¥ z{t) € R" es el vector real de estados.

El orden n de la matriz A es igual al nimero de compartimentos del pro-
blema modelado y sus componentes estdn relacionados por tasas constantes
referentes a los compartimentos. Ademas, el conjunto de restricciones que
caracterizan las matrices A y B del sistema compartimental descrito por la

eenacion (1.13) estd dado por las ecuaciones
(I} eau<Oi=l...,n

(i) ay208iigii=1..,nyji=l...,n

i=n
(i) oy+ T d5<0i=1,...n
FEg=1

My bgZli=L.anyi=l....m

Una matriz cuadrada real satisfaciendo las restricciones (i)-(iii) se lla-
ma matriz compartimental (ver Maeda et al. [46]). Matrices cuadradas que
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cumplen las restricciones (i)-(ii) pertenecen a una clase especial de matri-
ces conocidas como maetrices esencialmente no negativas (ver Berman and

Plemmos [48]).

Los sistemas compartimentales pueden ser intuitivamente comprendidos
como representantes de una clase especial de sisternas constituidos por n com-
partimentos donde ,(t) representa una cantidad de una cierta sustancia en
el compartimento 1 en el tiempo £. El compartimento i recibe la sustancia del
exterior del sistema con una tasa 9 _ byu,(f) v desde el interior ) _ayx,(t).
Al mismo tiempo, transfiere a-ut.r:::::nmpm‘timentm o degrada EJ.;E;G interior
con una tasa total de ayz,(t) + z:u.,j:,{!}, donde J; es el conjunto de indices
j representando log EDIEPE.I’!i[[IJ:I;lriEE t # 7 los cuales transheren sustancias

directamente de su interior para el interior del compartimento 1.

Par lo tanto, el balance de masa de un sistema en estado no estacionario,
debido a la continuidad del fujo de sustancia con respecto al compartimento

t, viene dado por

£i(t) = agz.(t) + Z asizi(8) = E @i Tift) + E bisus(t)
fed ied =1

Ademds de estas restricciones (i} hasta (iv), los sistemas compartimen-

tales que estudiaremos son sistemas donde dado dos compartimentos cuales-

quiera existe siempre una ruta, constituida por compartimentos del sistema,

para transferencia de una sustancia quimica entre ambos.

44



Sistemas dindmicos lineales y compartimentales

El ohjetivo de nuestro trabajo es presentar un modelo matematico com-
partimental que permita representar, analizar y simuolar la dindmica no esta-
cionaria de la fugacidad de un compuesto quimico en un ecosistema o sistema
ambiental hipotético. Ademdis estamos interesados en modelos compartimen-
tales que representen sistemas ambientales con la propiedad tal que dados
dos compartimentos cualesquiera ¢ y j existe al menos una ruta de transfe-
rencia del compuesto desde 1 hasta 7. Presentaremos también una variacidn
de este modelo donde la temperatura es un variable peridédica temporal gue
influye en el cdlculo de los pardmetros de la distribucidén del compuesto,

En la modelizacidn de la distribucidén de una sustancia, por un sistema
dindmico continuo, es necesario convertir las ecuaciones en el espacio de es-
tados en tiempo coptinuo en ecuaciones en el espacio de estados en tiempo
discretn. Se puede realizar dicha conversidn si ¢l nuevo sistema es coherente
con el problema quimico original al producir vectores de estados no nega-
tivos. Entonces es necesario introducir conceptos de la teorfa de matrices
no negativas que serdn utiles en el andlisis de los sistemas lineales discretos,

obtenidos al discretizar el sistema compartimental continuo original.

1.3 Sistemas lineales positivos

Sistemas lineales dindmicos positivos de control continuos o discretos son de

interés considerable en varios campos del conocimiento tales como la mode-
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lizacidn de procesos econdmicos, en las ciencias del comportamiento, en los
procesos estocdsticos, en la dindmica de poblaciones, en el balance de masa
o en la dindmica ambiental de compuestos quimicos en sistemas ambientales
compartimentales. Tales sistemas surgen frecuentemente cuando las varia-
bles de estado de muchos sistemas representando cantidades fisicas reales no
tienen significado alguno si estas son negativas,

En un gistema dindmico lineal compartimental representando el balance
de masa de un compuesto en el ambiente por ejemplo, cada variable es no
negativa v corresponden a la masa del compuesto en cada uno de los com-
partimentos del ambiente. Un sistema lineal dindmico positivo de control
discreto o continuo necesariamente preserva la no negatividad de las varia-

bles de estados.

La primera propiedad importante de sistemas lineales positivos de control
es la gue concierne al valor propio dominante v su vector propio esociado.
La existencia y la pesitividad del valor y del vector propio dominante pue-
de reducir esencialmente los tiempos en las computaciones de los veciores

propios.

La segunda propiedad de estos sistemas positivos es la notable conexitn
entre estabilidad y positividad. Un sistena positivo no homogéneo, en ge-
neral, puede o no poseer un punie de eguiibrio que por si mismo sea no

negativo, Asi, es necesario introducir la siguiente definicién.
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Definicién 3 Un vector z, es un punto de eguilibrio de un sistema dindmico
de control si Az, + Bu =0 parg tode u, o equivalentemente Az, = 0.

Del punto de vista de las aplicaciones, solamente los puntos de equili-
brio no negativos son de interds practico. Para sistemas positivos hay una
correspondencia directa entre la existencia de un punto de equilibrio con
componentes positivas y estabilidad. Asi, si un punto de equilibrio con com-
ponentes positivas es obtenido, éste es estable. Reciprocamente, si el gistema
es estable, el punto correspondiente de equilibrio es no negativo siempre que

las componentes de la matriz B sean positivas (ver Luenberger [49]).

Un tercer resultado importante viene con el titulo de estdtica comparati-
va de sistemas estables. Considere un sisterna estable estabilizado alrededor
de su punto de equilibric. 5i algin parametro del sistema es ligeramente mo-
dificado, el sistema se moverd hacia a un nuevo punto de equilibrio. Estdtica
comparativa se refiere a la cuestidn de como un cambio del punto de equilibrio
e5 una consecuencia de los cambios en los pardmetros de la matriz del modelo
como un sistema dindmico. Para sistemnas lineales en general, poco puede ser
dicho para describir esta relacidn de causa y efecto entre la perturbacidn de
los pardmetros y su influencia en el punto de equilibrio. Pero, para sistemas
positivos se puede mostrar que perturbaciones positivas, tal como el aumen-
to de un componente de la matriz A del sistema, corresponderdn a cambios

posiblemente crecientes de los componentes de los puntos de eguilibrio.
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Este hechio significa que conclusiones cualitativas importantes pueden ser
inferidas acerca del comportamiento de un sistema positive, principalmente
euando los valores de los pardmetros del modelo no pueden ser conocidos de
forma precisa. Este resultado es util en el analisis de la sensibilidad de los
pardmetros en modelos compartimentales que describen el comportamienio
de un compuesto quimico, dado que en la matriz A del sistema algunos
de los pardmetros como, por ejemplo, aquellos asociados a la transferencia
del compuesto entre los compartimentos suelen ser estimados por ecuaciones

empiricas para la difusividad.

Mientras que en el pasado las restricciones de positividad han sido fre.
cuentements ignoradas o acomodadas a fin de aprovechar |a bien desarrollada
teoria general de sistemas lineales, en las wltimas décadas los diferentes in-
tentos se han hecho directamente dentro del contexto de sistemas linesles
positivos.

Al contrario de sistemas dindmicos lineales no restringidos, en general,
para sistemas dindmicos positivos no es posible el reemplazo de la terna
(4,B,C) por la terna equivalente (TAT-!,TE,CT"'), como una realiza-
cion de una funcidén de transferencia, donde T' es una matriz arbitraria y
no singular. Dado que, en general, tal transformacién podria destruir la no
negatividad del sistema lineal positivo original (ver Anderson [50]). En con-
secuencia, el andlisis de un sistema lineal positive como un sistema lineal

no restringido suele ser dificil. El problema estd en determinar, desde una
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funcidn dada de transferencia, ecuaciones en el espacio de estados donde los

vectores de estados y las salidas toman valores non negativos.

Este problema estd estudiado en Ohta et al. {51!, donde condiciones nece-
sarins y suficientes son deducidas en términos de conjuntos de controlabilidad
pero, segin Farina [52], es preferible que éstas condiciones sea deducidas de
las relaciones entre la entrada y la salida. Una solucidn parcial para este
problema estd en Maeda et al. [46].

1.3.1 Definiciones y notaciones

Definicidn 4 Un veclor r € R™ se dice estrictomente posilive, y ae escribe
como T > 0, si y sdlo si todas sus componentes son positivas (z; > 0,V 1).
De forma similar, el vecior £ es positive, y en este caso escribimos £ > 0,
st y solo s todas sus componentes son no negativas y ol menos un de ellos
es positive (z; 2 0,¥ i:3i:x; > 0). Un vector x se dice ser no negativoe si
v sdlo &1 todes sus componentes son no negativas (z; = 0,V i}, Este caso lo

representamos por T 2 (.

Definicion 5 Una matriz 4 € R*™™ se dice ser estrictamente positiva, y
s¢ escribe como A >> 0, &1 y sdlo &1 todes sus componentes son positivas
(ayy > 0,¥ 1,7). De forma similar, una matriz A € R"*" es posiliva, y
en este caso escribimos A > 0, o y sdlo s todas sus componentes son no

negativas y ol menos un de elles es positiva (a; = 0,¥ 1,7;3 4,7 : ay > 0).
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[Ina matriz 4 £ B™™" se dice no negative 51 lodas sus componentes son no

negativas {a; = 0,% 1, 7). Este caso lo representamos por A = 0.

Cuando la matriz A del sistema dindmico es no negativa, un resultado
importante en sistemas positivos es Ja existencia de un valor propio dominan-
te (Teorema de Perron-Frobenius). La prueba de esta existencia es indirecta
(ver Luenberger [49]). Primero un mimero positivo es asociado a la matriz
A € R**" y en seguida a través del examen de un conjunto de desigualdades

se prueba que realmente este nimero es un valor propio de A.

For lo tanto, sea A > 0 una matriz no negativa ¥ considere el conjunto
de nimercs A {al que Ar > Az para alguno vector r no negative, = = (.
Notamos que és5to es valido siempre que A = 0, porque para cualquier z > 0
cuando se multiplica por A > 0 produce un vector no negativo. Después
podemos observar que A no puede ser arbitrariamente grande. Esto es ver-
dadero porque cada componente del vector Ax es siempre menor que Mz,
donde M es la suma de todo los elementos de la matriz 4 v z; es el ma-
yor componente del vector £. De este modo, para A > M no puede haber
T 2 0 con Az > Az. Defimimos Ay como el mayor nimero real A para el cual
Az > Az se satisface para algin z > (. En términos explicitos decimos que

Ay =max (& : 3z 2 0; Az > Az} y, en consecuencia, [} € Ay < +oc.

La teoria de sistemas positivos es profunda, elegante, estd firmemente

construida sobre la teoria clisica de matrices no negativas y tiene su pledra
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angular en &l celebre Teorema de Perran-Frobenius (ver Luenberger [49]).

Teorema 2 Perron-Frobenius (Luenberger [49]). 51 uno matriz 4 € R

es estriciamenie positiva, A >> 0, endonces emaste Ay > 0 y oy > 0 Lol que
(a) Azg = Agzy ;
fb) 8t A # Ay es cualguier valor propio de A, entonices |A| < Ay}

(e} Ao es un valor propie de multsplicidad algebraico y geométrica igual a

L

Bl Teorema 2 puede ser extendido para matrices no negativas en las dos

formas siguientes.

Teorema 3 (Luenberger [48]). Sea A > 0, una matriz no negative y supon-
gase que A™ > 0 para algin entero m. Entonces los condiciones (a), (0) y
(¢) del Teorema 2 son satisfechas parg la matriz A,

Teorema 4 (Luenberger [489]). Sea A > 0, una matriz no negativa. Enton-
ces exisle Ay = 0 y g = 0 tal que

(o) Azg = Agzy;

(b} a1 A o Ay ez cuslquier otro valor propio de A, entonces |A| < Ay

El valor propio Ay = 0 asociado con la matriz no negativa A, en los
Teorema 2, 3 v 4 es referido como el valor propio de Perron-Frobenius de la
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1.3 Sistemas lineales positivos

matriz A. Un importante resultado como consecuencia de los Teoremas 2, 3
i
y 4 es que Min {5} <Ao< Max { &}, donde 6 =Y _ ay;, es decir, § s la

jul
suma de los componentes de la linea 1 de la matriz A,

En el estudio de sistemas lineales continues positivos de control la princi-
pal atencidn estd dirigida a las matrices esencialmente no negativas o matrices
de Metzler.

Definicion 6 Una matriz A € R*™" es une matriz esencialmente no ne-
gative cuando exisfe § € R suficientemente grande tal gue (81 + A) 2 0
o, equivalentemente, si a;; > 0 para fode 1 # 7. De este modo una matriz
A € R™™ g5 esencialmente no negativa cuendo los componentes gue no estdn
en la diagonal son no negativos. Esta propiedad corresponde a la definicidn

de matriz de Metzler encontrada en Luenberger [49].

Las matrices de Metzler estdn obviamente relacionadas con las matrices
no negativas. Supongase que A es una matriz de Metzler, es decir, a,; = 0
para todo i # 7. Entonces para alguna constante apropiada ¢ > [ la matriz
P = el + A es una matriz no negativa. La matriz P tiene un valor propio
Ag 2 (0 de Perron-Frobenius ¥ un vector propio correspondiente x;. For lo
tanto, pg = Ap — ¢ es un valor propio de la matriz A de Metzler v zq es su
vector propio correspondiente. El valor propio py es real y con la parte real
més grande que la de todos los valores propios de la matriz 4 debido a la
naturaleza dominante del valor propio Ay de la matriz P. Por afadir ¢f a la
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matriz 4 es posible virtualmente trasladar todos los resultados referentes &

las matrices de Metzler para las matrices no negativas.

Teorema 5 (Luenberger [49]). Ses A € R"™™ una matriz de Metzler. En-
tonices extste un real pg vy un o > 0 tal gue Azg = joZo ¥ 51 4 5 pg €8
cualguier valor propio de A entonces, Re(i) < ug, donde Be(.) denota la

parie real de un valor propio.

1.3.2 Sistemas lineales positivos continuos de control

Definicidn T Un sisterna lineal conttnuo de condrol es posiltive s y sdlo si
para todo los controles no negativos, u(t) = 0, se producen siempre vectores

de estados no negatives, T(t) 2 0,

Ejemplo 1 Sea 4 € K**". El sistema lineal continuo homogéneo e inva-
riante £{t) = Ax(t) es positivo si A es una matriz de Metzler. Esta condicitn
es equivalente a requerir que el sistema preserve la no negatividad del vector

de estados (ver Luenberger [49]).

Definicién 8 Diremos que une mafriz A € B"™" es reducible si existe una

matriz de permutacidn P tal que

Ay Agg
0 Agg

PAPT =
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1.3 Sistemas lineales positivos

donde Ay € K" y Ay € RP-71%007) son submatrices diagonales de A, con
1 <r < n. 5itel matriz de permutacidn no eriste, entonces se dice que A
es irreducible. ['ma mairiz A € K es reductble 8t su inice componente es no

nuda, v reducible en caso conlrario.

Sistemas de control donde la matriz de mando es irreducible, es decir,
donde la matriz A no puede ser reducida a una matriz triangular por bloques
de vectores de estados reardenados formando una matriz triangular, son siste-
mas dande cada variable de estado es influenciada por todas las otras directa
o indirectamente. Los modelos de fugacidad no estacionarios que presenta-
remos en esta memoria serdn representados por matrices compartimentales

irreducibles de sistemas lineales de controles positivos ¥ continuos.

Definicidén 9 Dada una matriz A € R™™" denotamos por G{A) e su grafo
dirigido, es decir, G(A4) = [V, E} donde V = (n) es ¢! conjunto de vériices
{l,....,n} y E={(1,7) € V x V, |ay # 0} ez el conjunto de arcos. Denoto-
remos un arco del vértice 1 al vértice j por (1,7). Un comino de 1 hasta j es

una secuencia de arcos (1,8 ); (3, 82), .-+, [tk=1,7) en G(A).

Los sistemas compartimentales no restringidos pueden ser representados
griaficamente por nudos ¥ por segmentos dirigidos, como en la Figura 1.1,
representando transferencia de materia entre compartimentos, lamados arcos
de transferencia como los arcos de la definicion 9. Un camino de transferencia

de materia de un compartimento 1 hasta un compartimento j es un camino
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{‘r'lll: =III-H-:|
el
compartimento compartimento
.'.._
iy AR Tps
“‘lﬂ- I 1'!]

Figura 1.1: Representacidn grdfice de lo fransferencia de sustancia enire loa com-

partimentos intermedios iy € fpey.

como los de la definicidn 9 donde hay transferencia de materia entre los pares
intermedios (ig, tps1).

Un sisterma compartimental puede ser dividido en subsistemas constibui-
dos por uno o mds compartimentos. Cualquier subsistema, digamos S, estd
caracterizado por una matriz compartimental correspondiente Ag. Un siste-
ma compartimental es denominado ststema compariimental disfunio cuando
contiene uno o mas subsistemnas aislados no manteniendo interaccidn con los
restantes compartimentos del sistema. En nuestro trabajo, en la modeliza-
cion de la distribucidn dindmica de la fugacidad, solamente los modelos que

representen sistemas compartimentales no disjuntos serdn considerados.

Definicién 10 Sea A € R*™™. U'n grafo dirigtdo G{A) es fuertemente cone-

zo s para cualguier par de wértices 1 y j de V', existe un comine de i hasta ;.

Asi, un sistema es fuertemente conexo cuando todos los subsistemas son

fuertemente conexos, es decir, cuando para todos los subsistemas S se tiene
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1.3 Sistemas lineales positivos

que los grafos dirigidos G(4g) sen fuertemente conexos.

Teorema 6 (Ortega [53]). Uno matriz. A € R**" es vrreducible 51 y solo si
G{A) es fuertemente conezo.

Definicién 11 Sex A € R**™ lg matriz dindmica de un sistemna comparti-
mental. Si G(A) es fuertemente conero diremos gue A es una matriz com-

partimental fuertemente conera.

Teorema 7 Sea A € B™™™ ung matriz dindmica de un sisfema comparti-

mental fuertemente conexo, entonces lo matriz A es irreducible.

Demostracién, Es una consecuencia de la definicién de matriz comparti-

mental fuertemente conexa y del Teorema 6. W

Teorema 8 (Cobelli y Romanin-Jacur [44]). Un sistema compartimental

ne disjunfo es controlable si y sdlo 51 es fuertemente conezo.

Teorema 9 La matriz dindmica A € R"™ de un stslema compartimental ey

una matriz esencialmente no negativa.

Demostracién. Por definicién de sistema compartimental a;; = 0, ¥ # 7.
Ademds, existe § > 0 suficientemente grande, por ejemplo, § > ‘_{:I:a.x'ﬂ el

talque (d/+ A} >0. 1
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Sistemas dindmicos lincales y compartimentales

Teorema 10 (Berman y Plemmons [48]). Sea A una matriz esencielmente
no negativa, es decir, existe § suficientemente grande tal gue (61 + A) = 0.
Entonces, para todo £ 2 0 se fiene gue

E'H=

+EE
et
k=0 :

Ademds, ™ >> 0 paro todo t >0, s y sdlo 51, A es srreducible.

Teorema 11 Sez A € B**" la matriz dindmica de un sistema compartimen-
tal. Entonces (e**)x > 0 para todo t > 0 y todo 1 = 0.

Demostracién. Por el Teorema 9 [o matriz A es esencialmente no negativa
y por el Teorema 10, ¥t > 0 se tienen que e > 0, en consecuencia ¥z € R?,
tiene que (e™)z = (. Ademds, por hipotesis de sistema compartimental fuer-
temente conexo la matriz A es irreducible, en este caso (e**)z >> 0, para

todot >0vtodoz >>0. 0

Corolario 1 Todo sistema compartimental definido por la ecuacidn [1,13)
y las restricciones (i)-(iv) de la pdgina {8 es un sistema dindmico continuo

positive de contral.

Demostracién. Para todo vector de control u(t) > 0 v toda condicidn

inicial no negativa z(tp) = 0 se tiene que la solucién del sistema (1.13) es no
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1.3 Sistemas lineales positivos

negativa, es decir,
4
z{t) = e*z{ty) + f e Bufr)dr > 0
£

para todo t = 1. B

Teorema 12 (Hearon [54]). Sea 4 € R""" una mairz dindmica de un
sistema compartimental. Enlonces A no tiene valores propios imagmarios

puros y la parte real de todo valor proplo es negativa.

Teorema 13 (Hearon [34]). Sea A € R"™" una metriz dindmica de un
sisterno compartimental e irreducible; (a) entonces A es singular s y sdlo
st la suma de todas los componentes de lns filas ex cero; (b) existe un valor
propie simple mdrimo Apma: < 0 y su correspondiente vector propio es positivg

x> 0.

1.3.3 Sistemas lineales positivos discretos de control

Los sistemas de control discretos positivos e invariantes en el tiempo estin

representados por un sistema de ecuaciones en diferencias dado por

z{k + 1) = Fz(k) + Su(k) (1.14)
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donde ke Z,, FeR" SeR"" yulk) ER"con F >0, S>0y
u(k) = 0, En consecuencia, en un sistema positivo si z(0) = 0, entonces z(k)

es no negativo Yk e &,

Asi, es obvio que las respuestas libres del sistema, asociadas con estados
iniciales no negativos, son también no negativas para todos los instantes
de tiempo. Antes de seguir, introduciremos algunas notaciones y definiciones
propias de la teoria de matrices no negativas y de sistemas positivos discretos

las cuales pueden ser encontradas con detalles en el trabajo de Valcher [35].

Sea R, el conjunto de los nimeres reales no negativos, el sistema discreto
positivo (1.14) con F e R}™" y 5 € R}*™ es denotado por el par de matrices
(F,5}). Desde que F' = 0y 5 = 0 serd adoptada la notacién (F,5) = 0. Las
restricciones de positividad para los estados v para las variables de control
motivan la introduccidn de las definiciones de controlabilidad, alcanzabilidad

y controlabilidad nula.

Solamente las salidas y las entradas de un sistema son medibles. Los es-
tados son, en general, no accesibles & menocs que algunos de ellos son también
salidas. Por consiguiente, en esta situwacidn, no seria posible establecer una
estratema de control basada en los valores alcanzados por las vaniables de
estado. De este hecho es necesario generar una estimacién de los vectores
de estado por el uso de medidas de las entradas y de las salidas. Esto es

solamente posible cuando el sistema es alcanzable,
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1.3 Sistemas lineales positivos

Definicién 12 El sistema positivo (1.14), ¢ equivalentemente el par de ma-
trices (F,5) 2 0 se dice;

(a) controlable, si para cualguier par de estados no negativos Ty y T; existe
un k € N y una secuencia de controles no negatsvos uf{t) =2 0, t =10,..., k-1,
tal que el sistema se transfiere del estado inicial 2y ent = 0 al estado z; en

un biempo finite, t = k;

{b) alecanzable, a1 poro cualquier estado ne negativo ¢ emsfe un K E N y
una secuencio de controles no negativos u(t) > 0, t =0,..., k=1, tal gue el
estudo del sistema se tronsfiere desde el origen en £ = 0 ol estado =y en un
tiempo finito, ¢t = k;

(e} controlable @ cero, 31 para cualguier estado no negofivo g emste kK € N
y una secuencia no negativa de controles u(t) >0, t=10,... k—1, tal que
el estado del sistena se transfiere desde (0} = zy al origen en un tiempo

finglo, L= k.

Definicion 13 La matriz de olcanzabilidad en ef tiempo k del sistema (F, 5)
es la matriz Re(F, §) = [F|FS| --- |F*"'5] mientras que el conjunto de
olcanzabilidad Hi(F, 5) en el iempo k es el conjunto de todos los estados no
negativos gue pueden ser alcanzados en k pesos por una secuencio finita de

coniroles no negatives.
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De esta forma esté claro que

k—1
Ry(F,S) = {r_r, eR) izp=Y F'Su(k—1—i),u(k- 1-:'}51;‘}

¥ por consiguiente Hy(F, 5) es un cono convexo cerrado (ver Berman y Plem-
mons [48]) generado por las columnas de R, (F, 5).

Es obvio que Hi.(F,S) contiene Ry(F,S) para todo £k € B Como en
Coxson v Shapiro [56] se define R (F,S) como el conjunto de todos los

estados que son alcanzados en un tiempo finito por controles no negativos,
es decir,

Re(F,S) = || RulF, S)

k=l

Asf, la alcanzabilidad de un par no negativo (F,5) equivale a la condicidn
Ry(F,5) = RS,

Es Ffacil comprobar que en sistemas positivos controlabilidad implica al-
canzabilidad y controlabilidad a cero, dado que estas dos propiedades repre-
sentan casos particulares de controlabilidad. Por otro lado, es ficil compren-
der que alcanzabilidad y controlabilidad nula juntas implican controlabilidad,
asi tenemos que el par (F,5) es controlable s y sdlo si es alcanzable y con-
trolable o cero (ver Valeher [53]).

Vale la pena notar que para sistemas positivos alcanzabilidad y controla-

bilidad no son equivalentes como en sistemas continuos sin restriccidn de no

negatividad. Estd probado gue la propledad de aleanzabilided para sistemas
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del tipo (F,S) = 0 corresponde (ver Coxson y Shapiro {56]) a la existencia
en R, de una submatriz monomial. Donde una matriz monomial se define
como la matriz que puede ser escrita como el producto de una matriz diago-
nal no singular por una matriz de permutacidn. En consecuencia, una matriz
monomial tiene una v sélo una componente distinto de cero en cada linea o

columna.

Definicién 14 El par (F,5) > 0 se dice;

(a) esencialmente controlable, si para tedo 1y > 0 yxy > D emste k € N
y una secuencia de controles no negativos u(t) > 0, gue transfiere el estade

del sistema de zp ent =0 a z; en un tiempo posiblemente no finito,

(b) esencialmente alcanizable, si para cuolquier estedo posifive z; > 0
existe k € N y una secuencia no negativa de controles u(t) = 0, gue transfiers
el estado del sisterna desde el origen ent = 0 a Ty en un tiempo posiblemente
no fintto;

(¢} wsintdticamente controlable a cero, si para cualguier estado no nega-
tivo Ty erisie alguna, posiblernente infinita, secuencia de controles ul(t) > 0,

t € M, gue transfiere el esiado del sistema de 7y hasta el origen,

Esencialmente alcanzable corresponde & asumir que

RWQ{TIER;:EJ}U}
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y que 1a clausura de A... cl{f.), coincide con R?. De este modo, (F, S) es
esencialmente controlable si y sdlo & F es asintéticamente estable y

el{Rx) = R} (ver Coxson y Shapiro [56]).

Teorema 14 El par de matrices (F, 5) > 0 de un ssstema positivo es esen-
cialmente controlable &i y solo 81 (F, §) es asintdlticamente controlable a cero

y esencialmente olcanzable,

Como se ha observado previamente, un par no negativo (F, 5) es alcan-
zable si ¥ s6lo si la matriz de alcanzabilidad en el tiempo n, R,(F, 5}, tiene
una n % n submatriz monomial. Esto equivale a decir que parai=1,...,n

existe 1, € {1,....,m} y ;€ {0,...,n — 1} tal que
Foh, = oy, 34> 0 (1.15)

donde h,, es la v-ésima columna de S. 5i la ecuacidn (1.15) es vdlida para
ki = 0, significa que una de las columnas de S es un vector i-monomial. Si
ki > 0, en cambio, de eve; = FSh, = F(F5'h, ) se sigue que F tiene al
menos una columna que es un vector i-monomial. La condicidn de alean-
zabilidad dada por la ecuacién (1.15) tiene que ser valida para todo i. En
consecuencia, todo vector monomial que no es una columna de S tiene que

ser una columna de F, asi se tiene el siguiente resultado.

Teorema 15 5i (F, 5) > 0 es alcanzable entonces lo matriz [F|S)] tiene una

n ¥ n submatriz monomial
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Como consecuencia del Teorema 15, si tomamos F' >> 0, una matriz
estrictamente positiva, v la matriz 5§ = jl' Fdr, se cumplird que la matriz
{F|S5] no poseerd una submatriz mnuumia!u, ya que 5 resultard estrictamente
positiva como una consecuencia de la monotonia de la funcidn integral y por

lo tanto el par (F, S) no es alcanzable.

Como consecuencia inmediata del Teorema 15, cuando ninguna de las
columnas de F' es un vector monomial, en particular, cuando F' es estric-
tamente positiva, el par (F,S5) es alcanzable &1 y s6lo si 5 tiene una n x n

submatriz monomial.

1.3.4 Discretizacién de un sistema continuo de control

Recordemos que la definicidn de exponencial de una matriz 4 € """ estd
1 pbh

definida por la suma infinita de potencias } & ———.
iy K

Teorema 16 (Horn y Johnson [57]). Sez A € R"™", entonces la seme

+-oo
Y 8xA* converge s y sdlo si emste una norma matricial |- || sobre R
k=il

tal que la serie numérica % |oz| AN converge.
k=il

Corolario 2 Una matriz A € R™™™ es no singular i existe una norma ma-
trictal || - || taf que ||J — A|| < 1. S: esta condicidn es satisfecha entonces

400

At =S (I— A,
k=0
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Corolario 3 (Horn y Johnson [57]). Sea 4 = [o;;] € B**". Supongase que

f
lag| > Eﬂ'lﬂul para todo 1 = 1,...,n. Entonces A es no singular,
s=1 i

Teorema 17 (Hom y Johnson [57]). Sea A € R"™", Entonces la sene

+00 ..ll"i*
- E —— siempre converge pare cualguier matriz A y cuclquier L € R

o lI,1_-‘-

{E'“] At :
T = Ae™. Ademds, la matriz

exponencial tiene la propiedad de que e’ = 4% En particular, si

derivar término por término para obtener ——=

s = —i, entonces e~ = p-AMpdt = AT = | Por lo tanto, la inversa
de ¢* es e~ En consecuencia, e'' es siempre no singular. Es importan-
te apuntar que eA*EE — At Bt o AR — BA y que elA+EI oL AL B o

AB# BA

A continuacién se obtendra la solucién de la ecuacidn en tiempo continuo
x(t) = Az(t) + Bu(t) (1.16)

donde » = z(1) v u = uft) son, respectivamente, vectores de estado y de
control de n componentes y A, y B son n % n matrices constantes. Sabemos
que, para todo £ > 0, la solucidn del sistema definido por la ecuacidén matricial

(1.16) se escribe en la forma
¢
z(t) = e*'z(0) +fe‘["T}Bu{T]dT (1.17)
i
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Ahora se presentard un procedimiento para la discretizacion de ecuacio-
nes en &l espacio de estados en tiempo continuo. Se supone que el vector de
entrada u = ut) cambia s6lo en instantes de muestreo uniformemente espa-
ciados. Obsérvese que la operacidn de muestreo aqui es ficticia. Se deducird
una ecuacidn de estado en tiempo discreto y una ecoacién de salida que den
como resuitado los valores exactos en ¢t = kT, donde T es el periodo de

mostreo y k € .

Considerese la ecuacidn de estado en tiempo continuo definida por la ecua-
cién matricial (1.16). En el siguiente andlisis, con el objetivo de simplificar
la presentacitn, se utilizard la notacicn k7 v (k+ 1)T en vez de k v k + L.
La representacidn en tiempo discreto de la ecuacidon matricial (1.16) tomard

la forma

a((k +1)T) = F(T)z(kT) + S(T)u(kT) (1.18)

Obsérvese que las matrices F y 5 dependen del periodo de muestreo T.

Una vez fijo el periedo de muestreo F' y & son constantes.

Para determinar F(T) v S(7T), se utiliza la ecuacién solucién (1.17). Se
supone que la entrada u = u(t) es muestreada y alimentada a un reteneder o
& un mantenedor de orden cero (MOC), es decir, por una funcidn polinomial
escalonada de grado cero k = h(t) tal que h(kT +7) = 2(kT) donde k € Z,
y 0 <7< T (ver Ogata [58]).
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La retenciom o el mantenimiento de datos es un proceso de generacion
de una informacién en tiempo continuo A{t) a partir de una secuencia de
pbservaciones en tiempo discreto z{k7). Un proceso de retencidn convier-
te la informacidn muestreada en una informacidn en tiempo continuo, que
reproduce aproximadamente la informacidn sumistrada al muestreador. La
informacidn h(t) durante el intervalo de tiempo kT, (k+1)7] se puede

aproximar mediante un polinomio en v como sigue
WET + 1) =™ + o™ + -+ a7 + g (1.19)

donde (0 < 7 < 7. Observe que la informacién A(kT) debe ser igual a o{kT),

es decir,
h(kT) ==z(kT}

Por lo tanto, la ecuacidn (1.19) se puede escribir como sigue

RET +7) = aat™ +am ™ 40yt +2{£T) Gt

Si el proceso de retencién de datos es un extrapolador polinomial de n-
ésimo arden, se conoce como un mantenedor de n-ésimo orden. De este modo,

gi i = 1, se denomina mantenedor de primer orden.
El mantenedor de datos mds sencillo se obtiene cuando n = 0 en la
ecuacion (1.20), esto es, cuando
h(kT 4+ 7)=z(kT)
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donde 0 < v < T vy k € £,. Dicho mantenedor de datos se conoce como man-
tenedor de orden cero (MOC), o retenedor, o generador de la informacidn en
escalera. La salida del mantenedor de orden cero es una funcidn escalonada.
Asi, la operacién o ¢l proceso que transforma las informaciones en tiempo

continuo en datos en tiempo discreto se denomina muestreo 0 discrefizacidn.

De esta forma todos los componentes de u = u(t) son constantes en el

intervalo entre dos instantes de muestreo consecutivos, es decir
u(t) =u(kT), para kT <t < (k+1)T (1.21)

En vista de gue

(k+1)T
z({k + 1)T) = e** T 5] 4 ARHIT f e~ Bu(r)dr (1.22)

¥
KT
£(kT) = e*"z(0) + Tfe"'"Eu T )dr (1.23)
0
al multiplicar la ecuacién (1.23) por ¢*7 v sustraeria de la ecuacién (1.22)
nos da gue
(k+1)T
z((k+ 1)T) = e*T2(kT) + 20T f e~ A Bu(r)dr
T

Dado que la ecuacién (1.21) u(t) = w(kT) para kT <t < (k + 1)7T, se

puede sustituir u(r) = u(kT) = constante en esta iitima ecuacién. Por lo
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tanto podemos escribir

.
2((k+ 1)T) = eAT2(kT) + A7 f e A By(kT)dt =
i

T (1.24)
T (kT) + f e BulkT)dA
0
donde A =T — 7.
5i se definen
Fi{T) =e'T (1.25)
=
S(T) = ( f :*“fu) B (1.26)
1]
entonees la ecuacién (1.24) se convierte en
z((k + 1)T) = F(T)z(kT) + S(T)u(kT) (1.27)

que es la ecuacién (1.18). Entonces, las ecuaciones (1.25) y (1.26) dan las
matrices deseadas F(T) v 5(T).

Si le matriz A es no singular, entonces S(T) dada por la ecuacidn (1.26)
se puede simplificar a

.
S5(T) = (fe"""d).) B=(eT -1A'B

L]
En general, para convertir la ecuacidn de un sistema en tiempo continuo

en una ecuacion de un sisterna en tiempo discreto, es necesario algin tipo
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1.3 Sistemas lineales positivos

de aproximacidn. Es importante apuntar que la ecuacion (1.27) no incluye
ninguna aproximacion, siempre que el vector de entrada u = u{t) sea cons-
tante entre dos instantes de muestreo consecutivos cualesquiera, tal y como

se supuso en la deduccidn,

Teorema 18 Sean A la matriz dindmica, B > 0 la matriz de mands y
u 2 0 el vector de control de un sistema compartimental. El sistema discreto
(F{T),S(T)) obtenido ol discretizar el sisiema compartimental continto ori-
ginal ez un sistema positivo, es decir, los componentes de las matrices F(T)

y S[T) son no negativos.

Demostracién. Por el Teorema 9 la matriz 4 es esencialmente no nega-

tiva y por el Teorema 10 se tiene que F(T) = ¢37 > 0. De la monotonia
T

de la funcion integral tenemos que ff"”iﬂ > 0, Dado que B = 0,
a

por hipdtesis ¥ por la definicidn de sistema compartimental, tenemos que

T

ST = ([f"""‘d-l B > 0. En consecuencia (F(T),S(7T))2 0. &
]

Ademds, se puede probar que si el sistema compartimental es fuertemente

conexo las matrices F' y 5 son estrictamente positivas.

Corolario 4 Sex A la motriz dindmica de un sistema compartimental fuer-
temente conero, entonces la matriz F(T) = e'7 es estrictamente positi-

va. Ademds, 51 B no tiene columna nulas, entonces {a matnz definida por
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-
S(T) = f e\ | B es estrictamente positiva. De este modo el par

(F(T),8( Ef} es estrictamente posilivo,

Demostracidn. Por el Teorema 7 la matriz A es irreducible v el Teorema
10 asegura que la exponencial de una matriz irreducible es estrictamente po-
sitiva. Ademads, sabemos que debido a la monotonia de [z funcién integral la

matriz S(7T) es también estrictamente positiva. Il

Corolario 5 Fl sistema discreto poatiivo de un sistema compartimental fuer-

termente conexo defintdo por el par (F(T), 8(T)) es no alcanzable.

1.4 Estabilidad de sistemas de control

El comportamiento de las salidas de un sistema de control estd caracteriza-
do por las respuesta a las excitaciones internas y a los impulsos (controles)
externos. Uno de los principios bdsicos del disefio de sistemas de control es
la estabilidad. Varias definiciones de estabilidad son usadas, cada una de
ellas apropiada a aplicaciones diferentes. El objetivo de la teoria de esta-
bilidad es obtener informaciones acerca del comportamiento del sistema de
control sin resolver las ecuaciones que los describen. La teoria de estabilidad
puede ser aplicada a una gran variedad de disciplinas tales como ingenieria,

71



1.4 Estabilidad de sistemas de control

matematica, fisica, biologia, ecologia y economia.

Una caracteristica deseable es que un sistema de control sea estable. En

la teoria de estabilidad de Lyapunov el sistema dindmico esta definido como
z(t) = a(t, z(t)) (1.28)

donde x € R™ es el vector de estados y g(t, z(t)) es un vector cuyos n com-

ponentes son funciones de £y,...,Z, ¥ de 1.

Supongamos que el sistema de la ecuacidn (1.28) tiene una solucidn Gnica,
que empieza en la condicidn inicial dada. La solucidn de la ecuacion (1.28)
se denota como (1, 7y, fp) donde zo = z{ty) v t es ol tiempo observado. Por
lo tanto, ®{ty, g, ty) = zg.

Definicién 15 En el sistema de lo ecuacidn (1.28), un estado z,, donde
glt,z;) =10 {1.29)

para todo t se llama estado de equilibrio del sistema (1.28), Si el sistema es
tineal € imvariante en el tiempo, esto es, 51 glt, o(t)) = Az(t), entonces sdlo
existird un estado de cquilibrio st A es no singular, y un nimero infinilo de

estados de equilibrio st A es singular.

La determinacién de los estados de equilibrio no involueran la solucidn
de la ecuacion diferencial definido por el sistema sino sdlo la solucién de la

ecuacion {1.29).

T2



Sistemas dindmicos lineales y compartimentales

A continuacidn, una region esférica de radio r, alrededor de un estado
de equilibrio . se denotard como ||r — z.|| < r donde ||z — z.|| es la norma
enclidiana del espario de los estados y se define como

T

o=zl = 3 (z = za)] "

Definicién 168 (Ogata [58]). Sea S(f) el conpunte formado por todos loa
punios tales que ||z — z.| <& e hagamos que S(e) sea todos les puntes tales
que ||B(f, To, ty) — 2| < ¢, para todo t > 5. Se dice que un estado de
equilibric z, del sistema de lo ecuacidn (1.28) es estable en el sentido de
Lyapuniov si, para cada S(e) exste S(8) tal que las trayectorias que a¢ inicien
en S5{4) no salgan de S(¢} al aumentar ¢ de forma mdefinida,

El nimero real § depende de € v, en general, también depende de 4. Si
§ no depende de 1y, se dice que el estado de equilibric es uniformemente
estable.

Definicidn 1T Se dice gue un estado de equilibrio z. del sisterna de ecuacion
(1.28) es asintdticamente estable si es estable en el sentido de Lyapunov y
s cada solucidn gue se imicie desde el interior de S(8) converge, sin salir de

S(e) hocia 3, conforme t se merementa en forma indefinida.

Dado que la estabilidad asintética es un concepto local, el hecho de es-

tablecer la estabilidad asintética no necesariamente significa que el sistema

T3
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operard de manera estable. Por lo general, es necesario algin conocimiento
del tamano de la regidn mas grande de estabilidad asintdtica, esta regidn se
conoce como dominio de atraceidn. Es en esa parte del espacio de estado que
se origina las trayectorias asintdticamente estables. En otras palabras, cual-
quier travectoria que se origine en el dominio de atraccion es asintoticamente

estable.

Si la estabilidad asintdtica es vilida para todos los estados a partir de
donde se originan todas las trayectorias, se dice que el estado de equilibrio
es globalmente asmtdticamente estable. Esto es, el estado de equilibrio z,
del sistema dado por la ecoacién (1.28) se dice globalmente asintdticamente
estable sies estable y cada solucidn converge a z, conforme ¢ se incrementa en
forma indefinida, Estd claro gue una condicidn suficiente para la estabilidad
asintdtica global es que exista sdlo un estado de equilibrio en todoe el espacio

de estados.

Para sistemas lineales invariantes en el tiempo existen muchos métodos de
investigacion de la estabilidad asintdtica. Considérese el sistema autdnomo

en tiempo continuo descrito por la ecuacidn

#(t) = Az{t)

Una caracterizacidn muy util de estabilidad asintdtica estd dado por el

teorema siguiente:
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Teorema 19 Una condicidn necesario v suficiente pora la estebilided asintdtica
del origen del sistema es que todos los valores propios de A tengan parte real
negutiva, o que los ceros del polinomio caracteristico definido por

det{iA] — A) = X 4+ 9 A" 4 coi Py A+ Dy
tengan parte real negativa.

Decir que la matriz A tiene valores propios con parte real negativa es
equivalente a decir que e! polinomio definide por @(A) = det(Af — A) es
estrictamente de Hurwitz o que la matriz A es una matriz de Hurwitz (ver

D'Azzo [59]).

Un test que puede ser usado para saber si A es 0 no una matriz de Hurwitz,

sin computar sus valores propios, estd resumido en el teorema siguiente.

Teorema 20 Dado une matriz A € R™*" las tres condiciones son eguiva-

ienles;
(1) todos los valores propios de la matriz A tienien parfe real negativa;

(2) para alguna malriz simélrice posstiva defintda @ la ecuacidn
ATP 4+ PA=-Q (1.30)

tiene solucidn unico Py ademds esta solucion es simétrica y definida positiva;

(8) para toda matriz simétrica definida positiva Q la ecuacidn (1.30) tiene

unae unics solucidn para P y esta solucidn es definida positiva.
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Usando el Teorema 20, el test procede de esta forma; dada una matriz
A, zeleccione una matriz simétrica definida positiva arbitraria € y resuelva
la ecuacion (1.30), conocida como ecuacion de Lyapunov, para P. 51 una
solucitn dnica para P no puede ser encontrada o si la solucidn dnica P no es
definida positiva entonces la matriz A no es una matriz de Hurwitz; si existe
una tnica matriz P satisfaciendo la ecuacidn (1.30) y esta matriz es definida
positiva entonces la matriz A es una matriz de Hurwitz. El test también
afade una informacién adicional: si la ecuacién (1.30) tiene una solucién
inica para P entonces el nimero de valores propios negativos de la matriz
P es igual al mimero de valores propics de la matriz 4 teniendo parte real
positiva.

De igual manera, para un sistema autdnomo en tiempo discreto represen-
tado por la ecuacién z(k + 1) = Fr(k) una condicién necesaria y suficiente
que se puede enunciar para la estabilidad asintdtica del origen es que todos
les valores propios de F' tengan médulo menor que la unidad, o que los ceros
del polinomio

det(z] = Fy=2"+q2""+ (s # far2+ g

caracteristico de la matriz F' del sistema discreto se encuentren en el interior
del circulo unitario centrado en el origen del plano z. Sin embargo, encon-
trar los valores propios puede ser dificil, en el caso de sistemas de orden

superior o cuando algunos de los coeficientes del polinomio caracteristico no
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0N NUIMericos.

De la estabilidad de un sistema en tiempo discreto obtenido al discretizar
un sistema en tiempo continuo se puede decir gue si el sistema se describe en
términos de ecuaciones en el espacio de estado, la estabilidad asintdtica de un
estado de equilibrio de un sistema en tiempo discreto obtenido al discretizar
un sistema en tiempo continuo, equivale a la del sistema en tiempo continuo

original. A continuacidn damos esta demostracifn.

Teorema 21 Considere un sistema homogéneo en tiempo continuo definido
por £(t) = Az(t) y el sistemna correspondiente en liempo discreto definido por
z{(k + 1)T) = Fz{kT) donde F = 7, 5i el sisiema en tiempo continuo
es asintdlicamente estable enlonces el sislema discrele correspondienie es

asmtdiicamente estable.

Demostracién, 5i todos los valores propios de la matriz 4 tienen parte
real negativa, entonces ||[F™|| — 0, cuando n —+ +oo ¥ el sistema discreti-
zado también e asintoticamente estable. Esto se debe a que, si A; son los
valores propios de A, entonces %7 son los valores propios de F. Ademds,

T | = < 18 y sdlo si Re(AT) <0. W

1
e~ RelA T

El Teorema de Perron-Frobenius dice que el valor propio dominante de la
matriz ' > 0es real y no negativo, Este valor propio, el valor propio Perron-
Frobenius denotado por Ay ¥ el hecho de que el sistema (F, 5) > 0 es estable
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si ¥ sélo si [eX7| < 1 implica que A; < 1. De este modo, el valor propio
dominante de una matriz positiva de un sistema compartimental discretizado

es menor que la unidad,

T8



Capitulo 2

Conceptos fundamentales para

los modelos de fugacidad

2.1 Introduccion

Existen numerosos casos en que seres humanos y ofros organismos han sido
afectados por emisiones de sustancias guimicas bioldgicamente activas. En
particular, los compuestos quimicos persistentes estdn sujetos a su acumu-
lacidn en la biota, pudiendo moverse por rutas del ambiente hasta alcanzar
organismos superiores como plantas, aves, peces o mamiferos. El destino am-
biental de compuestos quimicos estd controlade por las propiedades fisicas o

guimicas inherentes al compuesto como la solubilidad en el agua, |& presidn de
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vapor o la reactividad y por las caracteristicas fisicas, quimicas y bioldgicas
del ‘ambiente en el cual el compuesto es descargado como la temperatura,

los Aujos de aire, agua v sdlidos o por el contenido de materia organica o

inorganica,

Las sustancias, como los plaguiridas, que son usadas principalmente por
la agricultura, pueden causar efectos no deseables en seres humanos o al am-
biente. Uno de los principales objetivos de la agricultura moderna es ia elimi-
nacidn completa o la reduccidn progresiva de tales compuestos como fuentes
de contaminacidn ambiental o alimentaria. Para alcanzar este objetivo, los
agricultores, los ganaderos, los investigadores y los drganos reguladores nece-
sitan de métodos que permitan estimar el riesgo del uso de estos compuestos.
En el trabajo de Hayo [3| podemos encontrar una recopilacidn actualizada
acerca de los factores que deben ser considerados en la investigacion del riesgo

ambiental de los plaguicidas v como puede ser cuantificado este riesgo.

En este capitulo se presentan procedimientos estimativos, basados en la
teoria termodindmica de la fugactdad y descritos por modelos matemdticos
compartimentales, para evaluar y prever la distribucidén ambiental de los

compuestos guimicos.

La distribucidn espacial de la concentracidn de una sustanciz, en un com-
partimento o una fase de un ecosistema, varia con el tiempo como conse-

cuencia de miltiples factores; siendo muy dificil evaluar con precisién la
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concentracitn que se alcanzard en determinado lugar en un momento dado.
En congecuencia, es muy importante definir y determinar las limitaciones,
objetivos y alcances de los modelos matematicos de simulacidn o evaluacion
del comportamienta ambiental de los compuestos quimicos. El ambiente real
es muy complejo ¥ solamente una pequena parte de él, tal como un estangue
o un chareo de un rio, pueden ser adecuadamente modelados. Con modelos
muy complejos es dificil obtener resultados satisfactorios para efectos de le-
gislacidn ambiental, dado que pueden requerir esfuerzos considerables en la
recoleccion de los datos necesarios y pueden presentar serias dificultades en

sus mecanismos de céleulo.

Mientras que las propiedades de un compartimento ambiental varian de
un |ugar & otro, las propiedades de los compuestos quimicos son universa-
les. De este hecho, en un primer paso, debemos seleccionar algunoes faclores

ambientales y aplicar nuestro andhisis a un ambiente hipotético.

Segiin Mackay [34], Baughman y Lassiter en 1978 fueron los primeros
en utilizar el concepto de modelo de evaluacidn, Los modelos de evaluacion
no pretenden realizar una simulacién real del ambiente; sino que el objetivo
general de éstos es determinar un patrén de comportamiento para una sus-
tancia, a partir de informaciones seleccionadas sobre las caracteristicas del
ambiente y del compuesto. Un buen ejemple de este método puede encon-
trarse en e] trabajo de Yenigin vy Sohtorink [60], en que se usa un modelo

de evaluacidn para simular la distribucidn ambiental de 20 plaguicidas en un
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ecosistema hipotético de seis compartimentos.

La credibilidad de los resultados basados en modelos de evaluacidn, es
reforzada probando gue estos pueden ser aplicados con éxito en experimen-
tos en microcosmos o en ambientes muy bien controlados. Los modelos de
evaluacidn son particularmente indicados en la prediccién del comportamien-
to de nuevos compuesios quimicos, dado que su comportamiento ambiental

todavia es desconocido.

2.2 Algunos conceptos de la termodinamica

Aungue el trabajo gue presentamos en esta memoria tenga una orientacion
claramente matematica, los modelos conceptuales gque hemos desarrollado se
basan en el concepto termodindmico de fugacidad y para comprender estos
modelos ¥ su desarrollo matematico es imprescindible hacer referencia a las
definiciones y principios hdsicos de la termodindmica v a las relaciones que
esta ciencia establece entre las lamadas funciones de estado. Por ello, aun-
que los conceptos fundamentales gue expondremos a continuacidn pueden
encontrarse en muchos manuales de Quimica, Fisica, Quimica-Fisica o de
Termodindmica, hemos elaborado una breve revision de algunos conceptos,
cuyo recuerdo consideramos imprescindible para una lectura fluida de esta
memoria v evitar al lector la molestia de tener que consultar dichos manuales,

en ¢l caso de que los tuviera algo olvidadaos.
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(ran parte de los conceptos, notaciones y definiciones propias de la ter-
modindmica que presentamos & continuacion se han tomado de los libros de
Weber y DiGiano [61], Mahan [62], Glasstone [63], Glasstone [64] y Saad [65].

La termodindmica es vna ciencia anomdtica que estudia las tmieracciones
energéticas eristentes entre los sistemas maieriales. Describe los estados y
cambios de estado de los sisiernas fisicos y, en consecuencia, abarca el estu-
dio de ciertas variables fisicas y sus relaciones mutuas. Ademds, el objetivo
fundamental de la termodindmica es proporcionar una descripeidn de un sis-
temma material que permita determinar la naturaleza y la magnitud de las
variaciones, en @l estado del sistema, cuando este es sometido a cambios es-
pontdneos hasta alcanzar el equilibrio, Este objetivo supone, implicitamente,
que existen propiedades medibles que pueden ser utilizadas adecuadamente
para describir el estado del sistema y que éste estd envuelto por una frontera

que lo separa de su entorno.

El estado de equilibrio de un sistema termodindmico, en un momento
determinado, viene definido por caracteristica observables denominadas va-
riables de estodo, coordenadas termaodindmicas, pardmetros de estado o sim-
plemente propiedades. Las propiedades son silo funciones del estado del
sistemma; por lo tanto, no dependen de la historia del sistema o del proceso
que dio lugar a dicho estade. La magnitud del cambio en una propiedad

viene fijada finicamente por los estados inicial y final.
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Las propiedades que definen el estado de un sistema pueden ser clasi-
ficadas en dos categorias, las extensivas y las infensivas, Las propiedades
extensivas dependen de la masa, magnitud o tamafio del sistema; en cam-
hio las propiedades intensivas son independientes de la masa, magnitud o
tamafo del sistema, Una propiedad intensiva puede definirse en un punto,
va que tiene un valor finito cuando €l tamano del sistema que rodea el pun-
to se aproxima & cero, Las propiedades extensivas tipicas son la energia, la
entropia, el volumen y el nimero de moles de los componentes del sistema;
en cambio la temperatura, presion, densidad, fraccién molar y la concentra-
cidn son ejemplos de propiedades intensivas. El cociente de dos propiedades
extensivas de un sisterna homogéneo puede definir una propiedad intensiva.

l.a masa por unidad de volumen, por ejemplo, es una propiedad intensiva,

Las propiedades extensivas de un sistema pueden expresarse como funcién
de otras propiedades extensivas, por ejemplo, el volumen V' de un sistema
puede expresarse como V = V(U, 5, {n}), donde U es la energia interna,
5 la entropia ¥ {m;} es el conjunto de moles de cada compuesto t del sis-
tema. Cuando se considera necesario, se pueden realizar transformaciones
convenientes para reemplazar algunas variables extensivas por un conjun-
to de variables intensivas. Por ejemplo, ] volumen puede expresarse por
V = V(P,T, {m]); esta relacidn es de gran utilidad, dado que la presidn
P y la temperatura T son variables mds ficilmente medibles que la energia

interna U/ y la entropia 5.
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Los cambios de estado en un sistema, pueden deberse a procesos que
ocurren en el interior del sistema o 4 procesos que suponen un intercambio de
masa o energia con su entorno, Cuando un proceso ha finalizado, si es posible
restablecer tanto el sistema comon su entorno a su estado original, el proceso se
clasifica como reversible; en caso contrario el proceso es irreversible. Todos los
procesos naturales con interacciones calorificas que ocurre espontdneamente
son irreversibles. Para que un proceso de transferencia calorifica sea reversible

los cambios de temperatura deben ser infinitesimales en magnitud.

2.2.1 Leyes fundamentales de la termodinamica

Los principios clasicos de la termodindmica estdn estructurados sobre cuatro
leyes flundamentales. La llamada ley cero de la termodindmica establece que
no puede existiv flugo de calor entre los constituyentes de un sistema que se
encuentren a la misma temperatura. Este principio suele enunciarse también
afirmando que cuando dos sistemas estdn a sgual temperalura gue un lerce-
ro, estdn a igual temperatura entre s La primera ley de la termodindmica
establece el principio de conservacidn de la energia por el cual la energia mi
se crea i se destruye, solamente se transforma. La segunda ley de la termo-
dinamica introduce el concepto de entropia, planteando que solo une parie
de la energia calorifica disporniible puede transformarse en energio mecdnica.

La entropia puede considerarse como una medide del desorden de un sistema.,
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Asi, aungue la energia total de un sistema aislado permanece constante
mientras una forma de energia se transforma en otra, la entropia del sistema
puede permanecer constante o aumentar; se mantendrd constante si ¢l cam-
bio se produce en forma reversible y aumentara si el cambio se produce en
forma irreversible. La tercera ley de la termodindmica establece un patrdn de
referencia para la evaluacion de las variaciones de entropia; definiendo, como
estado de entropia cero de un elemento, la forma cristalina perfecta de ese
elemento a temperatura de (1°K. Este principio también puede enunciarse
en la forma siguiente; fodo sustancia tiene unao entropia pesitiva finita, pero

a la temperstura de cero grados absolules, su entropia puede ser cero, y asf

sucede en el caso de uno susloncia cristahng perfecta.

2.2.2 Relaciones termodindmicas fundamentales

Las cinco funciones termodindmicas fundamentales, que caracterizan un sis-
tema, son: H [z entalpin, & [o energia libre de Gibbs, A la energia libre de
Helmbholtz, U la energia interng y S [a entropie.

Se denomina funcidn de estado a las propiedades del sistema que de-
penden solo de las variables de estado, es decir, los cambios ocurridos son
independientes de la trayectoria recorrida para pasar de un estado a otro.
Las funciones de estado son titiles para evaluar el calor o la energia asociados

a procesos ambientales mas o menos complejos. Las cinco funciones estado
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fundamentales de la termodindmica estin relacionadas por Jas ecuaciones

H=U+PV (2.1)
G=H-TS (2.2)
A=U-TS (2.3)

donde V' es el volumen, P |a presidn y T la temperatura.

Tanto el volumen como Jas cinco funciones estado antes mencionadas son

variables extensivas, por depender directa o indirectamente de la magnitud

del sistema.

Los productos PV y T'S se denominan frecuentemente funcidn trabajo y
funecidn ganancia de enbropia, respectivamente, Ademds, s5i tenemos cambios
isotérmicos e isobdricos podemos combinar las ecuaciones (2.1) y (2.2) ¥

diferenciar para obtener la ecuacidn
dlf = TdS - Pd¥ (2:4)

La ecuacidn (2.4) refleja el axioma resultante de la combinacidn de la primera
v la segunda ley de la termodindamica, que suele expresarse en los siguientes
términos: el cambio neto de un sistemna gue varig de un estedo o ofro viene
dado por la diferencic entre lo entropia ganada y el trobajo proporeionado

por el sistema.

Las variaciones en las otras funciones caracteristicas con respecto a va-

riaciones en las variables intensivas de presidn y temperatura pueden ser
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descritas de forma similar a partir de las ecuaciones (2.1)-(2.4) obteniéndose

las expresiones

dH =TdS + VdP (2.5)
dG = ~SdT + VdP (2.6)
dA = —8dT — PdV (2.7)

Las relaciones entre las funciones estado son utiles para evaluar las va-
riaciones de calor o energia asociadas con las transformaciones del sistema
desde un estado a otro. Debido & que se obtienen a partir de las funciones
estado, los valores de dH, dF v dA no dependen de la trayectoria recorrida
por el sistema para transformarse de un estado a otro. De esta forma, es-
tas derivadas sirven para cuantificar y definir un estado inicial de referencia
denominado estado estdndar. La necesidad de definir un estado estdndar
de referencia para las funciones estado es inherente en cualquier aplicacion
prictica del coneepto de energia (ver Weber y DiGiano [61]).

2.2.3 Gas ideal

Para establecer diversas relaciones termodindmicas se utiliza, 2 menudo, el
concepto de gas ideal, por lo que nos ha parecido imprescindible recordar
aqui la definicidn de este concepto, Un gas ideal es una sustancia hipotética
que cbedece las Leyes de Boyle, Gay-Lussac y Charles. Algunos gases reales,
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coma por ejemplo, el helio, hidrdgeno, oxigeno o nitrégeno, a presiones bajas
y temperaturas elevadas siguen estas leyes muy estrechamente.

Robert Boyle, en 1662, observd que, cuando la temperatura de una cierta
masa de un gas se mantenia constante, el producto de la presin por su
volumen era constante. La Ley de Boyle se expresa como PV = ¢(T'), donde
F es la presidn absoluta, V' es el volumen, T es la temperatura absoluta y
¢ = ¢(T) es una funcién de la temperatura,

Charles, en 1787, alrededor de un siglo después que Boyle, observd que a
presidn constante el volumen de una masa dada de un gas era proporcional a
su temperatura absoluta, es decir, V' = Tip(P) siendo ¢ = ¢ P) una funcién
de la presidn.

En 1802, Gay-Lussac formuld que a presion constante el coefictente de
dilatacidn velumétrico es constante para todos los gases reales o ideales. La
variacion del volumen de cualguier gas con la temperatura a presion constante

viene dada por

VT=Vu[1+ﬁT}

donde Vr es el volumen ocupado por el gas a la temperatura T, Vg es el
volumen ecupado a una cierta temperatura de referencia y 5 es el coeficiente
de dilatacidn volumétrica, El valor de § varia ligeramente para los diferentes
gases, pero tiene el mismo valor para todos ellos a temperaturas muy bajas.

En un gas ideal se supone que no existen interacciones entre las moléculas.
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2.2.4 Potencial quimico, actividad y concentracién

La funcidn estado denominada energia libre de Gibbs, o simplemente energia
{sbre, proporciona un medio adecuado para evaluar, en determinadas condi-
ciones, el sentido en que transcurrird una reaccidn quimica, si la reaccion
quimica estd en su estado de equilibrio o la espontaneidad de una reaccidn.
Asi, como hemos visto anteriormente la variacidn en la energia libre estd

relacionada con la presiém v la temperatura en la siguiente forma

dG = —5dT + VdP

Si la variacidn d@, en la energia libre del sistems, se realiza a una tem-

peratura constante dT” = 0 la relacién anterior se reduce a

dl = VdF (2.8)

A partir de las leyes de los gases ideales, se deduce (ver Saad [65]) que la

ecuacidn de estado para un gas ideal puede escribirse en la forma
PV =naRT (2.9)

donde P es la presidn, V el volumen del sistema, n el mimero de moles
del gas, R = B.314 Pa-m*-mol™! la constante universal de los gases v T la
temperatura absoluta. En consecuencia, considerando las ecuaciones (2.8) y
{2.9) se obtiene que

[E] = dy= L 4P = RTd(1n P) (2.10)
n |y P
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donde d/n es 1a energio molar libre o potencial guimics, g, de un gas ideal.
De esta forma, la presidn P es una medida intensiva de la energia libre aso-
ciada a cada mol del gas ideal. P puede ser considerado como una téndencia
de escape del gas hacia fuera del volumen en que éste estd retenido.

El concepto de estado estdndar proporciona un punto de referencia para
cuantificar los cambios de un sistema desde un estado a otro. El estado
estdndar para [dG/n]- en términos de P viene definido por

[E] = dp® = RTd(ln P*) (2.11)
n Jr

Las condiciones especificas para el estado estdndar de un gas ideal son de

latm = 9.8717 = 1077 Pa de presidn a una temperatura de 208°K = 35°(C.

Las ecuaciones (2.10) y (2.11) fueron desarrolladas incorporando la ecua-
cion de estads del gas ideal a la expresidn correspondiente a los cambios en
la energia libre bajo condiciones isotérmicas; en consecuencia solo es valida

para los gases ideales.

2.3 La fugacidad

La fugacidad es un conceplo termodindmico tntroducido en 1901 por G. N.
Lewns [36] com el fin de explicar las desmiaciones del comportamiento de los

gases reales respecto al de los geses ideales, en el estudic de la energia libre
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correspondiente o un proceso de expansion, sotérmico, reversible e infinite-
simal. Ademas, la fugacidad describe la tendencia o potencial de escape de
una gas real desde una fase o compartimento y, de esta forma, la fugacidad es

un pardmetro termodindmico que evalia la diferencia termodindmica entre
un gas real y un gas ideal.

El uso del concepto de fugacidad, en los modelos de evaluacidn del com-
portamiento ambiental de los compuestos quimicos, tiene tres ventajas que
son utiles en los cdleulos del balance de masa realizados en dichos modelos,
En primer lugar, la fugacidad estd relacionada logaritmicamente con el po-
tencial quimico y directamente relacionada con la concentracion, En segundo
lugar, la fugacidad de un gas ideal es aproximadamente igual a su presion
parcial de vapor y, dado que Jos gases reales se comportan como gases ideales
a presiones suficientemente bajas, los valores de fugacidad pueden ser caleu-
lados & partir de los datos de la presién de vapor. En tercer lugar, mientras el
potencial quimico se expresa en unidades de energia, la fugacidad se expresa
en unidades de presién y de esta forma puede caleularse facilmente mediante

modelos de evaluacidn compartimental,

Dado gue diferentes sustancias tienen diferentes condiciones fisicas en
diferentes estados, las ecuaciones (2.10) y (2.11) no son dtiles para los com-
puestos reales en condiciones ambientales normales; por lo que, para poder
aplicar estas expresiones a gases y condiciones normales se ba introducido el

parametro denominado fugacidad.
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Asi, la fugacidad de un gos ideal puro es, por definicidn, igual & su presiin
P v tiene un valor estdndar de f° = latm. Por otra parte, la relacidn entre
la fugacidad f y el potencial quimico u estd dada par

du = RTd(In f)

donde

=1

Iy

De esta forma, a medida que disminuye la presién de un gas real, su
comportamiento se aproxima al de un gas ideal. Con lo cual podemos asumir
que la fugacidad de un gas real es igual a su presion, cuando esta es muy
baja. Por otra parte, se han desarrollade diversos métodos para determinar
la fugacidad de un gas real o ideal a presiones a las gque no se comportan

como un gas ideal.

Dado que la unidad internacionalmente admitida actualmente para la
medida de la presidn es el pascal, la unidad de medida de la fugacidad también

es el pascal [ Pa).

La fugacidad de una sustancia es una variable intensiva relacionada con el
potencial quimico, Independientemente de la fase en que s¢ encuentre, Este
pardmetro puede ser usado tanto para caracterizar cambios de estado de una
sustancia en una fase como entre fases. Por ejemplo, en un proceso isotérmico
en que la presidn de un gas aumeniz desde un valor Py hasta un valor Py,

suficiente para licuar el gas, existe un cambio finito (A) en la fugacidad desde
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el valor f; hasta el valor fp, de forma gue

G, F) - T, P =RTI 2 (212)

fi
Esta propiedad de la fugacidad permite su aplicacion al andlisis termo-

Ap=

2|8

2=

dindmico de sistemas que comprenden mds de una fase y son caracterizados
por el movimiento de sustancias entre fases, lo coal es muy frecuente en los

gistermas ambientales.

En el estudio termodindmico de las mezclas de gases es necesario utilizar
nuevamente el concepto de potencial guimico, en lugar de la energia libre
tal como se utiliza en el caso de un gas ideal aistado. Asi, considerando un
sistema formado por una mezela de gases ideales, en la que la variacién de la
presidn total solamente se debe a un cambio del constituyente i de la mezcla,
manteniéndose constante la presidn parcial de todos los demds, la variacion
del potencial quimico de este constituyente en la mezcla, en funcidn de la

variacion de su presidn parcial, puede representarse con la siguiente ecuacion

pi= 5 + RT Inp;

De lo que se deduce gue, en una mezcla de gases ideales, el potencial
quimico de cualguier constituyente viene determinado por su presidn parcial

en la mezcla.

En principio, esta relacidn es aplicable & la mezcla de gases ideales, pero

no a la mezcla de gases reales; si embargo, podemos utilizar el concepto de

94



Conceptos fundamentales para los modelos de fugacidad

fugaridad para transformar la ecuacidn anterior en otra aplicable a log gases
reales, de forma que para un constituyente de una mezcla de gases no ideales,

a temperatura constante podemos escribir la expresidn

=+ RTIn fj

Comparando esta 1iltima ecuacidn con la equivalente para el caso de los
gases ideales, se llega a la conclusidén de que la fugacidad de un gas ideal
en una mezcla es igual a su presion parcial y, en general, se asume que son

iguales para todas las presiones mientras no sean excesivamente altas.

En el caso de gases reales, se toma como estado estdndar o referencia un

sistema a presion total muy baja, de forma gue el

lim ‘E =]
Pyl

donde Pr es la presidn total de la mezcla; es decir, la fugacidad de cualguier
gas en una mezclo de goses es wgual o su presign parcial cuando lo presion
total es muy baje.

En el caso concreto de que no s¢ produzea variacion de volumen al mezclar
los gases a temperatura constante v a todas las presiones, el volumen molar
parcial de cada uno de los gases debe ser exactamente igual a su volumen
molar; a partir de lo cual, G. N, Lewis ¥ M. Randall en 1923 establecie-
ron la siguiente regla: la fugocided de un gos en uno mezelo serd igual al

producto de su freccion molar en lo mezcla por su fugacided en estado puro
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o lo presidn total de la mezels. Por todo ello, las mezclas de gases que se
forman sin variacién de volumen se suelen considerar mezclas ideales aungue
5US componentes no sean gases ideales. Esta regla de Lewis y Randall se
suele aplicar incluso en los casos en que la mezcla de gases va acompanada
de una variacidén de volumen, ya que proporciona una via muy sencilla para
determinar ja fugacidad de una mezcla de gases con suficiente aproximacidn
y las determinaciones mds exactas que se han realizado de la fugacidad de
las mezclas de gases han demostrado su validez incluso a presiones de hasta

100 airn para una serie de gases muy comunes.

Por otra parte, como la presién parcial de un gas ideal estd relacionada

con s@ concentracion en la mezela por la expresion p; = RTC;, resulta que

= + RT In €

Ademds, la fugacidad de un constituyente en una mezcla liguida se puede
expresar en funcidn de la fugacidad de su vapor en equilibrio en la mezcla.
Como el potencial quimico de un compuesto debe ser el mismo en todas las
fases en equilibrio, a temperatura constante las fugacidades seran iguales,
siempre que se considere el mismo estado estandar de referencia, es decir,
vapor a presion muy bajas, Si las presiones de vapor no son demasiado
elevadas, se pondrd considerar que el vapor tiene un comportamiento ideal y
la fugacidad de cualquier constituyente de una mezcla es igual a su presidn

de vapor parcial en equilibrio con la mezela. Esta aproximacidn se considera
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vilida, generalmente, para presiones de vapor del orden de una atmosfera o
inferiores. Finalmente, cabe sefialar que los conceplos aplicados a las mezcla
liguidas son generalizables a las disoluciones liguidas o sdlidas.

Suponiendo que tenemos un gas ideal puro, hemas definido li relacion
entre la fugacidad f y su funcién equivalente, la presién P. Si el gas consi-
derado es real v se encuentra a una presién F, en una mezela con otros gases
reales, teniendo todos & la vez una presién total Pr, su fugacidad viene dada
por su contribucidn en la fraccién molar en la mezcla, es decir, por su presidn

parcial, py = F,/Pr, de forma que

También es posible establecer relaciones entre la fugacidad, f, ¥ su fun-
cidin equivalente, P, para sélidos puros o liquidos; asi como para mezclas de
sustancias quimicas en diferentes fases. Estas relaciones llegan a ser obvias
si s¢ expande el concepto de fugacidad como una medida de la tendencia de
una sustancia escapar de la fase gasensa v de este modo cuantificar la presidn

) i

La ecuacidn [2.12) es valida tanto para sustancias puras que pasan de
una fase a otra, como también para el movimiento de un componente de una

mezela desde una fase hacia una mezcla en otra fase diferente.

Para que dos sistemas estén en equilibrio, con respecto & un componente

dado, la diferencia en el potencial quimico de ese componente en los dos
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sistemas debe ser cero. Aqui la distincidn entre igualdad de potencial guimico
¥ de concentracidn es muy importante. Cuando las roncentraciones de una
sustancia guimica, en dos o mds fases contiguas, alcanzan el equilibrio, ello
se debe a que los potenciales quimicos de esa sustancia en ambas fases se
han igualado, no a que sus concentraciones sean igvales en las dos fases.
Para aclarar esta idea podemacs recordar el reparto de una sustaneia orginica
lipofilica entre una fase acuosa y una fase orgdnica no miscible, como el
octanol, tras su agitacidén en un embudo de separacion; en el equilibrio, las
concentraciones en el agua y en la fase orgdnica son diferentes y el cociente
entre ambas concentraciones recibe el nombre de cosliciente de particidn entre

el octanol y el agua, representado normalmente como k.

Todos los stlides y liguidos tienen una presidn de vapor a una temperatura
determinada. Aunque eén algunos casos pueda ser extraordinariamente baja,
incluso para los compuestos no voldtiles, existe una presion a le que el sélido
o liguido se encuentra en equilibrio con su vapar a temperatura constante.
Cuando el sistema esté en equilibrio, la energia libre molar del sélido o liguido
deberd ser la misma que la del vapor y la fugacidad del sélido o liquido serd
igual a la del vapor con el que estd en equilibric. Por lo tanto, si la presidn
del vapor de un sdlido o liguido no es demasiado elevada, su fugacidad serd
igual a su presidn de vapor. Sila presidn de vapor es suficientemente elevada
para que la desviacidn del comportamiento ideal sea apreciable, su fugacidad
puede calcularse, en la forma expuesta por Glasstome (ver Glastone [63])
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mediante la ecuacion f = P*V/nRT.

2.3.1 Actividad quimica y fugacidad en disoluciones

En general, es dificil trabajar directamente con el potencial guimico cuando
un sistema consiste en dos o mas fases, porque los potenciales quimicos estédn
siempre definidos diferentemente en las distintas fases y sus estados estandar
tienen diferente referencia en cada fase. De esta forma, se requieren relaciones
andlogas a las ecuaciones (2,10) para expresar el potencial quimicoen las fases
distintas de la gaseosa.

La relacidn andloga a la fase gaseosa para el compuesto @ en una solucidn
acuosa viene dada por

[~

| =du = RTd{lni) = RTd{a;C})

AT

donde gy, es la medida de una variable intensiva denominada actividad guifmica,
la cual estd relacionada con la concenlracidn quimica &), por el coeficiente
de actividad ey, La concentracion de un compuesto en una disolucién es una
expresion de la masa total de ese compuesto por unidad de volumen de la

disolucitn.

El coeficiente de actividad esencialmente ajusta la concentracidn, para
tener en cuenta el hecho de que le reactividad de una sustancia suele ser algo

menor de la que podria ser s toda masa quimica fuera capaz de participar
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totalmente en una reaccién particular. Coeficientes de actividad menores
que la unidad pueden encontrarse en las mezclas de diferentes compuestos

quimicos,

Las interacciones entre dtomos individuales, iones o moléculas de una
sustancia y los de otras sustancias pueden atenuar el potencial quimico de
cada compuesto en la mezcla. El valor de esta atenuacion depende de las
condiciones especificas del sistema, incluida la concentracidn del componente
considerado. Asf, el coeficiente de actividad oy de una sustancia en una
mezcla es generalmente menor que la unidad, Para sistemas acuosos diluidos
se suele aceptar que oy = 1 v usar los términos actividad y concentracidn

indiferentemente en los cialeulos termodindmicos. Para altas concentraciones

el coeficiente de actividad puede ser mayor que un, ay > 1.

Debido a la relacidn logaritmica entre el potencial quimico y la presidn
o la concentraciom, pequefios cambios en F, o O, no son reflejados como
cambios significativos de w,. Por este motivo el potencial quimico no es par-
ticularmente util para caracterizar cambios quimicos energéticos en sistemas

ambientales.

La presidn de vapor, F,, es una medida intunitiva de la tendencia de es-
cape de una sustancia ¥ puede ser utilizada como una medida cuantitativa
alternativa al potencial quimics, cuando el vapor se comporia como un gas

perfecto. Toda sustancia tiene una presidn de vapor a una temperatura finita
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y muchas sustancias pueden vaporizase si la presidn disminuye suficientemen-
te: si, ademds, la presidn total disminuve por debajo de este valor, el vapor
de una sustancia se aproxima al comportamiento de un gas ideal.

Por esto, podemos admitir como valor suficientemente aproximado de la
fugacidad el correspondiente a la presidn de vapor de una sustancia, cuando
de hecho el vapor se comporte como un gas ideal Esto logicamente lleva a

la extensidn del concepto de fugacidad de un gas a fases no gaseosas.

Las disoluciones diluidas proporcionan un caso interesante para el estu-
dio de la calidad del agua en sistemas ambientales. Por disolucién diluida
entendemos aquella en gue la concentracion del soluto es tan baja que sus
moléculas estin completamente rodeadas por moléculas del disolvente; en
este caso, el compuesto estd distribuide uniformemente por toda la disolu-
cion. Para una disolucién diluida, la fugacidad del soluto es proporcional a

su fraccion molar en la disolucion.

2.3.2 Distribucién de los compuestos guimicos entre

las fases de los sistemas ambientales

En esta memoria, un sistema ambiental compartimental es definido como
una zona del ambiente, constituida por secciones contiguas homogéneas de-
nominadas compartimentos o fases, en las que se realizan procesos dindmicos.

Ejemplos de compartimentos ambientales son la atmdsfera, el suelo, el agus
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de un lago, las plantas, el sedimento del fondo de un lago y el conjunto de
los organismos vivos.

Una fase o compartimento puede ser continfa, como el agua, o estar
constituida por numerosas particulas que no estdn en contacto, pero son si-
milares en sus propiedades y juntas constituyen una fase; un buen ejemplo
de este dltimo tipo de compartimento son las plantas acudticas o terrestres.
Algunas fases estdn en contacto o son contiguas, lo que permite gque una sus-
tancia gquimica pueda ser transferida entre ellas, mientras que otros no estan
en contacto y entonces la transferencia directa de los compuestos quimicos
entre ellas es imposible. Algunas fases son accesibles para un compuesto
quirico en un corto periodo de tiempo, como el agua superficial; pero otras

son accesibles méds lentamente, como las capas profundas del suelo.

La barrera imaginaria que rodea un sistema ambiental compartimental se
denomina frontera del sistema. El entorno es todo lo que se encuentra fuera
del sistema. Un sistema ambiental compartimental es abierto cuando la masa
de una sustancia se traslada del sistema & su entorno o viceversa. Mientras
que, en un sistema cerrado, la masa de una sustancia quimica ni penetra
en el sistema 51 estd fuera, ni lo abandona s se encuentra en el intenor del

sIstema.

Los compuestos quimicos liberados en sistemas ambientales compartimen-

tales pueden aleanzar diferentes concentraciones en las distintas fases cuando
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alcanzan el equilibrio, Las concentraciones en cada fase, en teoria, deben ser
cuantificadas en términos de los pardmetros termodindmicos presentados pre-
viamente, La particién en equilibrio de una sustancia entre el aire y el agua
es un ejemplo en el que el cociente entre las concentraciones en cada fase
puede expresarse por la constante de Henry. Mis adelante definiremos los
términos constante de Henry y coeficiente de particidn.

Otro coeficiente empleado para describir la particién de un compuesto
entre un compartimentos de naturaleza bidtica y un compartimento de na-
turaleza abidtica es el factor de bioconcentracidén., Asi, para cada soluto,
puede definirse un coeficiente de particién para cada par de compartimen-
tos ambientales. Aungue estos coeficientes son itiles, es conveniente v mds
practico expresar la distribucion en términos de vanables fundamentales que

controlan Ja distribucidn de las concentraciones.

Como hemos visto, Gibbs demostrd que el equilibrio en la distribucion
de un soluto entre dos fases se produce cuando los potenciales quimicos del
soluto son iguales en las dos fases. En el estudio del fendémeno de particidn
puede aplicarse un criteric mas conveniente de equilibrio entre fases que el

potencial quimico; & saber, la fugacidad.

Para la reglamentacién ambiental y de la salud piblica es imprescindible
disponer de informaciones adecunadas sobre la evolucidn v el destino de los

compuestos quimicos conlaminantes, que pueden ser obtenidas mediante mo-
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delos de simulacidn o de evaluacidn; modelos gue tienen un valor inestimable,
siendo dificil concebir como una regulacidn institucional podria ser efectiva
en la ausencia de tal método de investigacidn.

Como ya afirmamos en esta memoria, los calculos de los modelos son me-
ramente un punto de partida en gue los datos disponibles son sistemdticamente
procesados, frecuentemente en ordenadores, por el uso de ecuaciones proce
dentes de leyes de gran valor fisico o quimico. Por ejemplo, la demostracién
de Gibbs de que el eguilibrio difusivo de uno sustancia enire dos comparti-
mentos ocurre cuande los potenciales guimicos en cada uno de los compar-
timentos son iguales, es uno de los principios fundamentales frecuentemente
usados en la modelizacion de la dindmica de compuestos quimicos en sistemas
compartimentales. El equilibrio difusivo de Gibbs es un tema ampliamente

estudiado en los textos sobre termodindmica, por ejemplo, Reid [66].

Para facilitar la comprension de los modelos ¥ pardmetros que presentare-
mos & continuacidn, consideremos ¢l ejemplo dado por Mackay [34), en el que
el benceno se difunde desde el agua hacia el aire, hasta alcanzar el equilibrio
entre estos dos compartimentos. El concepto bdsico es que si iniciamos con
cierta concentracion de benceno en el agua vy ninguna en el aire, la energia
libre de Gibbs del sistema va disminuyendo a medida que el benceno emigra
del agua hacia el aire, porgue el aumento en le energia libre asociada con el
crecimiento de la concentracion de benceno en aire es menor que la dismi-

nucidén asociada con la energia necesaria para eliminar el benceno del agua
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Este proceso es espontaneo e irreversibie. El benceno continuard difundiendo
desde el agua hacia el aire hasta alcanzar un punto en el cual ¢l aumento de
la energia libre de Gibbs en el aire es exactamente igualada a su diminucién
en el agua. En este punto, el sistema se acerca ¥ finalmente permanece en

equilibrio.

Igualmente, si el sistema empezara con una alta concentracién de benceno
en el aire ge acercaria exactamente al mismo punto de equilibrio. Cuando
s¢ alcance el equilibrio, el benceno tendrd diferentes concentraciones en el
agua y el aire. Por tanto el sistema va evolucionando hasta alcanzar un valor
minimo para la energia libre de Gibbs (5, de forma que la derivada de & con
respecto a los moles de benceno, que es el potencial quimico del benceno g,

sea igual en ambos los compartimentos aire y agua.

Ademds, ¢l principio subyacente del equilibrio termodinamico entre com-
partimentos, es que el establecimiento del estado de equilibrio es determinado
por Iz ignaldad en potenciales quimicos. La difusién siempre ocurrird en el
sentido del mayor hacia el menor valor de potencial quimico. Asi, es posible
usar el potencial quimico como un criterio de equilibrio para deduccidn de la
direccidn del flujo de masa, de la misma forma como usamos la temperatura

en calculos de transferencia de calor.

Desgraciadamente, el potencial quimico estd logaritmicamente relaciona-

do con la concentracidn, es decir, cuando doblamos una concentracién no
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2.4 Capacidad calorifica y capacidad de fugacidad

doblamos el potencial quimico. Ademds, una complicacion anadida es que el
potencial quimico no puede ser medido absolutamente. De este modo G, N.
Lewis introdujo el concepto de fugacidad. Como ya sabemos, la fugacidad
describe la tendencia de escape de una sustancia de un compartimento, es
equivalente a la presion de un gas y estd logaritmicamente relacionada con
el potencial quimico y, al menos para peguefios valores, la fugacidad estd

linealmente relacionada con la concentracidn.

De esta forma pueden establecerse valores absolutos de fugacidad; porgue
a bajas presiones la fugacidad v la presién de un gas son iguales. Entonces
podemos cambiar el eriterio de equilibrio entre el potencial quimico por el
criterio de equilibrio entre fugacidades. Asi, cuando el benceno emigra del
agua hacia el aire, el sistema tiende a establecer una fugacidad igual en
ambos compartimentos, para que la tendencia de escape o la presidn parcial

alcancen valores iguales,

2.4 Capacidad calorifica y capacidad de fuga-
cidad

Al igual que una reaccién se desarrolla en el sentido que minimice el potencial
quimico, hasta alcanzar el equilibrio, sin que en ese momento sean iguales las

concentraciones de las distintas sustancias reaccionantes o de sus productos,
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Conceptos fundamentales para los modelos de fugacidad

el flujo de calor entre dos compartimentos tiene lugar disminuyendo la dife-
rencia entre sus temperaturas, hasta que se aleanza el equilibrio igualando
las temperaturas de los dos compartimentos, aunque en ese momento sean

¥

distintas las concentraciones de calor, en calorias-m=* o en julios-m™?, de

ambos compartimentos,

Asi como la capacided calorifica volumdirica es el coeliciente de la rela-
cidn lineal entre la concentracidn de calor y la temperatura; la capacidad de
fugacided es el coeficiente de la relacidén lineal entre la concentracidn de un
compuesto v el valor de la fugacidad de ese compuesto, es decir,

C=Zf {2.13)

donde (7 es la concentracidn en mol-m™? la constante de proporcionalidad
Z es denominada de capacidad de fugacidad en mol-m™-Pa~' vy fes la
fugacidad dada en unidades de pascal {Pa).

Para comprender la analogia entre la capacidad calorifics volumétrica v
la capacidad de fugacidad, es conveniente revisar algunos conceptos relacio-

nados con la capacidad calorifica volumétrica.

En primer lugar debemos recordar que diversos experimentos ponen de
manifiesto gue la energia calorifica absorbida o cedida por un objeto es pro-
porcional a su masa M, y a la variacion de su temperatura AT, durante el

proceso de calentamiento o enfriamiento, dependiendo ademas de la compo-
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2.4 Capacidad calorifica y capacidad de fugacidad

sicién quimica del objeto. Por tanto
AQ = c. MAT

donde ¢, es el calor especifico. Teniendo en cuenta que | ealoria = 4.18 julios,
el calor especifico puede expresarse en unidades de calorias-g~'°C~! o en
julios-Kg~'* K-

El producto de la masa de un objeto por su calor especifico, se deno-
mina capacidad calorifica, O, del objeto y representa la cantidad de calor
necesaria para aumentar su temperatura 1°C. Sus unidades serdn entonces
dadas por caleries*C ' oen julios*K ', De esta forma podemos escribir la
expresion que telaciona la variacién de calor con la temperatura v la capaci-
dad calorifica, es decir, AQ = C AT. Analogamente, la capacidad calorifica
de un sistema se define como la cantidad de calor necesaria para elevar su

temperatura 1°C,

A su vez, el calor absorbido o cedido por 1mel de un compuesto serd
dado por AQ = o MAT, donde M es el peso molecular, En consecuencia,
la capacidad calorifica molar o caler molar serd dada por la expresicn

Com = AQIMAT
donde c, se expresard en julios-mol ' 2K,

Asi mismo, el contenido calorfficc de una fase o compartimento de un
sistemna serd ( = C.T, siendo C,. la capacidad calorifica de la fase o compar-
timento considerado.
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Conceptos fundamentales para los modelos de fugacidad

Para estudiar la fogacidad de un compuesto en una fase o compartimento
de un sistema, Mackay [34] ha definido 1a concentracidn de color de una fase

o compartimento como su contenido calorifico por unidad de volumen.

De esta definicidn deducimos que Q/V = C.T/V = C,T donde C
la capacidad calorifica volumétrica definida como cociente entre la capaci-
dad calorifica de una fase o compartimento y su volumen, Los valores de
concentracién de calor se expresan en julios-m~? y la capacidad calorifica
volumétrica se expresa en juliog 3K L.

Llegado este punto, podemos comparar la relacidn existente entre la con-

centracidn calorifica y la temperatura con la relacidn existente eotre concen-

tracién de un compuesto en una fase o compartimento y su fugacidad;

c. [ 7 ui':':rs'
m "

Julios
=0y [m” |7k

& Elm_‘f] = [mTju;ﬂJ f Pl

donde O es la concentracion molar de un compuesto en una fase,

Como hemos visto, la capacidad de fugacidad se expresa en unidades de
mol-m~ % Pa~! y la capacidad calorifica volumétrica se expresa en unidades
de julios-n=?°K~'. Por tanto, existe una gran analogia entre capacidad

calorifica volumétrica (Cy) v la capacidad de fugacidad (£).
La eapacidad calorifera volumétrica, expresada en juliosm ™K™' ha
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2.4 Capacidad calorifica y capacidad de fugacidad

sido tradicionalmente mucho menos utilizada que el calor especifico o capa-
cidad calorifica especifica expresada en julios-Kg=!'-°K ', debido a que la
medida de pesos es mis ficil y generalmente mis exacta que la medida de
volimenes que ademds varian durante el proceso de calentamiento o enfria-

miento, mientras la masa permanece constante.

Debemos destacar aqui que nos hemos extendido en el desarrollo de este
apartado dedicado a la capacidad calorifica porque en el libro de Mackay ([34];
pdg. B8) este induce a confusidn entre capacidad calorifica y calor especifico
y , ademds, tanto Mackay [34] como Weber y Di Giano [61] utilizan la letra
£} para representar la capacidad calorifica, cuando en la mayoria de los libros
de termodindmica dicha letra se reserva para representar el calor, lo cual

también puede inducir a confusiones.

Una situacidn andloga al equilibrio del potencial guimico se encuentra en
la definicién de equilibrio térmico. El equilibrio térmico entre dos comparti-
mentos existe cuando ambos tienen temperaturas iguales, aungue sus respec-
tivas concentraciones de calor sean diferentes. Como el potencial quimico, el
calor es una forma de energia y, por tanto, una propiedad extensiva de un

sistema,

La capacidad calorifica volumétrica es esencialmente la energia termica
adquirida o liberada por unidad de volumen del compartimento y por unidad
de cambio de temperatura. Al igual que la capacidad calorifica volumétrica es
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Conceptos fundamentales para los modelos de fugacidad

el coeficiente de relacidn lineal entre la concentracidn de calor y Ia temperatu-
ra; la capacidad de fugacidad es el coeficiente de relacidn entre concentracidn
de un compuesto y el valor de la fugacidad de ese compuesto.

Asi como Ja energia interna se acumula en los compartimentos con alta ca-
pacidad calorifica, log compuestos quimicos se acumitlan en cmnﬁartimenluﬁ
con alta capacidad de fugacidad. Por ejemplo, una barra de cobre suspen-
dida en el aire, &n un sistema cerrado, acumula mayor proporcién del calor
disponible en el sistema por unidad de su volumen que el aire dal mismo
sistema Por analogia, poede comprenderse que los compuestos gquimicos
organicos hidrifobicos emigren desde las fases acuosas a las fases lipidicas,
en las cuales tienen mayor capacidad de fugacidad; acumulandose, por tanto,
en los compartimentos con mayor contenido en lipidos.

La distribucidn de una pequena cantidad de una sustancia entre dos com-
partimentos, representados por los indices t ¥ j, respectivamente, bajo pre-
sidn y temperatura constante, produce un cociente constante entre las con-
centraciones en los dos compartimentos, que recibe el nombre de coeficiente
de particion. El equilibrio de esta distribucidn se alecanza cuando las fugaci-

dades en los dos compartimentos son iguales, es decir,
fi=h (2.14)

De la relacidn (2.13), se deduce que C; = fi&; v C; = [;Z;, donde Cj,
Cy, fu [ Z: ¥y Z; son las concentraciones, fugacidades v capacidades de
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2.4 Capacidad calorifica ¥ capacidad de fugacidad

fugacidad de un compuesto en los compartimentos 1 ¥ j, respectivamente.

De la igualdad en la ecuacidn (2.14) ¥ de la linealidad entre la concentra-
cién y la capacidad de fugacidad en la ecuacion (2.13) se deduce que, cuando
ge alcanza el equilibrio

= Gl| _
ky=t =72 (2.15)

N

donde ki; es definido como ¢l coeficiente de particidn del compuesto entre las
dos compartimentos y es calculado como el cociente entre las concentraciones
de la sustancia en cada uno de los compartimentos, es decir, ky; = Cy/C;. Da-
do que en este caso las concentraciones se expresan en las mismas unidades,
el cociente (2.15) determina el valor de k;; como un nimero sin unidades.
Ademas, el coeficiente de particién es igual al cociente entre las capacida-
des de fugacidad que controlan la distribucidn de la sustancia entre los dos

compartimentos,

La capacidad de fugacidad es funcidn del compuesto quimica, del compar-
timento ¥ es equiparable a una solubilidad o ahnidad de un compuesto por
un compartimento. En consecuencia, los compuestos tienden alcanzaren al-
tas concentraciones en compartimentos con mayores valores de capacidad de
fugacidad. Un valor cero par lo copacidad de fugacidad de un compartimento
parg un compuests determinado implica que el compuesto es totalmente in-
soluble en este compartimento. Por lo tanto, para determinar la distribucidn

de una sustancia entre compartimentos es necesario caracterizar y cuantificar
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Conceptos fundamentales para los modelos de fugacidad

las respectivas capacidades de fugacidad para los diferentes compartimentos
para cada compuesto quimico.

La capacidad de fugaridad Z; de un compuesto gquimico en un comparti-
mento i depende de la naturaleza del compartimento y de las caracteristicas
quimicas del compuesto, incluida su afinidad por el compartimento.

En el aire la fugacidad de un compuesto es igual a su presion parcial, la
cual se expresa en funcidn de so concentracidn en el aire C, y por la ecuacidn
del gas ideal dada por

L=0RE

donde R es la constante de los gases y T es la temperatura absoluta del aire

en K. En consecuencia, la capacidad de fuogacidad del aire estd dada por

2y =1/RT

La fugacidad de una sustancia disuelta en el agua es aproximadamente
equivalente a su presion parcial de vapor la cual es proporcional a su concen-

tracidn en el apua, es decir,

fw=HCu|

donde H es la constante de Henry del compuesto. De este modo, la capacidad

de fugacidad del agua para un determinado compuesto estd dada por

Zy= 1fH
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2.4 Capacidad calorifica y capacidad de fugacidad

La ley de Henry se emplea para describir el grado de solabilidad de un
gas en un liguido. Al disolver una sustancia quimica en aguna existe una pe-
guefia porcion de esa sustancia en estado gaseoso en el aire inmediatamente
superior a la superficie del agua. En una situacidén de equilibrio, & medida
que las moléculas del gas son incorporadas al agua, un nbmero equivalente
de moléculas de la sustancia quimica abandona el estado liquido para trans-

formarse en vapor.

La constante de Henry, también denominada como constante de la ley de

Henry de un compuesto, expresada en Pa- m®-mol™!, puede definirse como

_ (F-Mm)
e

donde P, es la presién parcial de vapor del compuesto en Pa; My, es su
masa molecula en g-mol™" ¥ Sol es la solubilidad del compuesto en el apua
en g- m~*, En consecuencia, la capacidad de fugacidad del agua puede ser

determinada por
Sal
i )

FPara la concentracidn €, de un compuesto adsorbido en el suelo, o en
particulas de suelo en suspencidn en el agua, o en el sedimento del fondo de
un lago, rio o un sitio inundado, se puede usar el coeficiente de adsorcién kg,
en m*-kg~!, la concentracién del compuesto en el agua Cy, y la densidad p,

del compartimento correspondiente (suelo, sedimento del fondo o particulas

de suelo en suspensidn en el agua) en kg-m™ de forma que O, = p,ksC%.
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Conceptos fundamentales para los modelos de fugacidad

En equilibrio, Ia fugacidad del compuesto en el agua f, es igual a la
fugacidad del compuesto adsorbido f,: es decir, f, = HC,. Ademds, f,

puede ser calculado como

f: £ EH."rlﬂ;kd]C:

En consecuencia, la capacidad de fugacidad Z, del compuesto en el suelo,
sedimento del fondo o de particulas de suelo en suspensién en el agua es
dado por

Zy = kyps/H = kap, 2,

La adsorcion puede ser definida como un fendmeno de naturaleza fisica
o quimica por el que las moléculas de un eompuesto, que inciden sobre un
compartimento, quedan retenidas sobre la superficie del mismo produeciendo
un aumento de su concentracidn relativa en la superficie del compartimento.
Las fuerzas que controlan la adsorcién pueden actuar por atraccién eléctrica,
afinidad quimica especifica de las moléculas por el compartimento adsorbente,
fuerzas de Van der Waals (fuerzas débiles de atraccidn que actian entre las

moléculas) o fuerzas de naturaleza hidrofébica de los compuestos organicos.

La solubilidad de un compuesto apolar estd empiricamente relacionada
con el coeficiente de particién entre el carbono organieo ¥ el agua k. por la
expresidn (ver Kenaga [67])

!ﬁgjn{ku_] = 3.64 — 0.50 IﬂEm{Sﬂu
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2.4 Capacidad calorifica y capacidad de fugacidad

Esta refacion puede ser usada para determinar el valor del coeficiente de
adsorcion kg, en una isotérmacs de adsorcidn hinesl, donde

_ ook

100

y oo es el contenido volumétrice de carbone orgdnico en el suelo, sedimento
del fondo o particulas de suelo en suspension en el agua (ver Lynman et al.
68]).

Para el compartimento constituido por un aerosol térreo; s decir, para las
particulas de suelo en suspensidn en aire, se puede deducir que la capacidad

de fugacidad de un compuesto en este compartimento Z,, viene dada por
Bas = b/ RT = ko,

donde kg, es el coeficiente de particién entre el aerosol y el aire,

Para los compartimentos de naturaleza bidtica correspondiente a organis-
mos residentes en el agua, como el zooplancton, el fitoplancton, las plantas
acudticas, los peces, las aves o los mamiferos acudticos, la capacidad de fu-
gacidad Z, de un compuesto en estos compartimentos puede ser deducida
coma Zy = ppkes/H = pykypZy, donde kyy en m?-kg™' es el factor de biocon-
centracion del compuesto en el compartimento correspondiente. El factor de
bioconcentracion estd definido, o puede ser determinado, por ky = G/Cy,
donde Cy vy O indican las concentraciones en equilibrio en la biGta y en el

agua, respectivamente.
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El factor de bioconcentracion kyy de muchos compuestos ha sido amplia-
mente estudiado en diversos sistemas acudticos (ver Neely et al. [60], Veith et
al. [T0], Hawker y Connel [71]), con &l objetivo de encontrar una correlacion
entre éste y el coeficiente de particidn entre el octanol y el agua k.. Se ha

comprobado experimentalmente gue una correlacidn adecuada es
logy by = 0.898 logg kew — 1.315

donde el coeficiente de particidn de un compuesto entre el octanol y el agua
kow €5 definido como el cociente entre la concentracidn del compuesto en el
octanol ¥ la concentracidn del compuesto en el agua, en un sistema cerrado
v equilibrade. El k. es, en principio, un pardmetro sin dimensiones; pero,
se origina de un cociente entre dos concentraciones, debiéndose expresar am-
bas en mol-m™>, Si el volumen del octanol y del agua son iguales, un valor
de k,e = 10 significaria que de 11 partes del compuesto considerado, 10 se
disuelven en el octanol y 1 en el agua. Asl, el valor de kg, o5 una medida
indirecta de los coeficientes de particidn del compuesto para cada comparti-
mento de naturaleza bidtica residente en el agua. En consecuencia, el valor

de k,, €5 un buen indicador de la hidrofobia de un compuesto (ver Mackay
[34]).
Del mismo modo que en los compartimentos de naturaleza bidtica re-

sidentes en el agua, la capacidad de fugacidad Z,; de compartimentos de

naturaleza bidtica de sisternas terrestres (mamiferos, plantas, aves, insectos,
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2.5 La difusién y la transferencia

etc.) es el producto entre el factor de bioconcentracidn en el aire kyy,, Ia den-
sidad del compartimento pg ¥ la capacidad de fugacidad del aire 2, como
describe la ecuacidn Zy = kypefusZa.

Es muy importante observar que io capacidad de fugacidad de un com-
partimento pere una determinado compuesto wene siempre expresedn como
el producte de le capacidad de fugacidad del sive o del agua por un ecoefi-
cienie de particidn correspondienie y un término de correccidn definido por
la densidad del compartimento (ver Bacei [9]). En consecuencia, todas las
capacidades de fugacidad dependen o de la capacidad de fugacidad del aire
o de la capacidad de fugacidad del agua.

2.5 La difusion y la transferencia

Consideremos ¢l proceso de transferencia de benceno desde el agua, com-
partimento i, al octanol, compartimento j, ¥ supongamos que inicialmente
tenemos una disolucién acuosa conteniendo 1 mol-m~? de benceno v afadi-
mos un volumen igual de octanel puro, al tiempo que agitamos la mezcla
Dado gue el benceno tiene un coeficiente de particidn entre el octanol y el
agua de kg = 135, el benceno difundird desde el agua hacia el octancl, hasta
que su concentracidn en ¢l octanol alcance un valor de 135 veces el valor de
la concentracién residual en el agua. Pero dado que el benceno tiene una

solubilidad en agua 1780 gm™? & 228 mol-m™? y una presién de vapor de
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12700 Pa, este ejemnplo puede ser interpretado diciendo que inicialmente la
fugacidad del bencenc en el agua era de 557 Pa ¥ en el octanal era cero.
Al afiadir el octanol, el benceno pasd desde el agua hacia el octanol has-
ta que la fugacidad alcanzd un valor comin de 4.1 Pa. En esta fugacidad
comiin el cociente Cy/C; entre la concentracién del benceno en el gctanol
C; y la concentracién del benceno en el agua C; es igual al cociente Z;/Z;
entre la capacidad de fugacidad del octanol y la capacidad de fugacidad en
el agua ky = kay. Mas generalmente, la difusidn siempre ocurrird desde el
compartimento de mayor fugacidad hacia el compartimento de menor fuga-
cidad, inicialmente la fugacidad del benceno en el agua f; era mayor que la

fugacidad del benceno en el octanol f;.

(Genericaments; podemos escribir una ecuacion gue describe la transie-

rencia por difusion de un compuesto entre log compartimentos § y j por
N =dy(fi = i) (2.16)

donde dy; es definido como el coeficiente de transferencia entre los comparti-
mentos 1 v 7 v IV es el flujo liquido del compuesto entre los compartimentos

dado en mol-min—!.

La ecuacidn (2.16), ademds de predecir correctamente la direccién y sen-
tido de la transferencia describe exactamente la propiedad de que al igualarse
las fugacidades f, y f; cesa el flujo de transferencia del compuesto entre las

dos fases o compartimentos. Para dos compartimentos cualesquiera, t y 7,
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2.5 La difusién v la transferencia

la diferencia (f; — f;) es positiva o negativa dependiendo de la direcridn del
flujo de transferencia determinada por los valores relativos de fi y f;.

En realidad cuando las fugacidades son iguales, como en el ejemplo del
benceno, todavia existe una transferencia activa de moléculas de benceno
entre ¢l octanol y el agua, ya que se trata de un equilibrio dinamico en gue las
moléculas de una fase pasan 4 la otra y viceversa, manteniéndose constante
las concentraciones respectivas. En el equilibrio, la velocidad de difusidn
de benceno desde el agua hacia el octanol dy; fi se igoala a la velocidad de
difusitn del benceno desde el octanal hacia el agua d;; f;; es decir, la tendencia
al escape del benceno es igual para los dos compartimentos.

Antes de describir las ecuaciones para el proceso de transferencia de com-
puestos entre compartimentos, es importante establecer las expresiones para
la difusién dentro de un compartimento y extender este concepto para una
situacién compleja que comprenda la transferencia de compuestos entre com-

partimentos.

Considérese un sistema cerrado con dos gases diferentes, manienidos a
la misma presién y temperatura, que inicialmente estan separados por una
pared. Sieliminamos la pared de separacidn, se produce un proceso de mezcla
de los dos gases v al cabo de cierto tiempo la mezcla constituye un sistemna
homogéneo. El proceso por el que se homogeneizd las concentraciones de los

gases en €l sistema es conocido como difusidn molecular o difusién causada
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por un gradiente de concentracién (ver Bird [72]).

A continuacidn desarrollaremos las expresiones matemidticas apropiadas
para este proceso e introduciremos un pardmetro denominado difusividad o
coeficiente de difusion, el cual tiene unidades de m*-min™!, para caracterizar
este proceso. La difusividad aparece como una constante de proporeionalidad
en la expresitn de la primera Ley de Fick para difusion, a saber,

dC'

donde N es el flujo del compuesto en mol-min~', € es la concentracidn del
compuesto en el compartimento, por ejemplo, el benceno en el agua, y r es
la distancia en m de la direccidn de la difusién. El valor % es el gradiente
de concentracién v estd caracterizado por el grado de heterogeneidad de la

solucian,

En los textos de Hines y Maddox (73], Bird et al. [72], Reid y Sherwood
[75] y Lyman et al. [68] se pueden encontrar métodos adecuados para calcular
la difusividad de algunas sustancias cuando estos valores no estén disponibles
o sean dificiles de determinar en laboratorio. La teoria cinética de los gases es
el punto de partida para obtener relaciones empiricas que permiten el cdleulo
del coeficiente de difusidn en sistemas en los que un gas estd difundiendo en

el aire;

Una de las expresiones empiricas més usadas para estimar la difusividad
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de una compuesto en el aire viene dada por la férmula (ver [68])

10-37178 /.
s VA vy (2.17)

En la ecuacidn {2.17), T es la temperatura en K, p es la presién en atm,
V; es el volumen molar del compuesta, V, = 20.1 om® -mol™! es el volumen
molar del aire y M., es funcidn de la masa molar del compuesto en el aire

definida por
- Mg + Mg
LA

donde m, es la masa molar del compuesteo y m, = 28.97 gomol ™' es la masa

Mea

molar del aire.

Para la difusitn de un compuesto en el agua usamos la relacion de Wilke

Chang (ver [74]). Esta relacién empirica es

= 7.4 x 10~ BT

ﬂ“ p‘,"‘:_’-"

(2.18)

donde ¢y, e un término de asociacidn para el disolvente (2.6 para el agua;
1.9 para el metanol; 1.5 para el etanol y 1.0 para el benceno, éter o heptano),
W &5 el peso molecular del agua, u, e8 la viscosidad en centipoise, T
&5 la temperatura absoluta y Ve es el volumen molar del compuesto. Este
coeficiente de difusividad varia con la fuerza idnica y con la concentracion

del soluto, que puede cambiar con la viscosidad de la solucidn.

Para la difusién de un compuesto en el suelo no saturado, debemos mo-

dificar la ecuacidén (2.17) por el hecho de gue el movimiento de aire en la
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Conceptos fundamentales para los modelos de fugacidad

matriz del suelo estd influenciado por las propiedades del suelo. Una relacidn
frecuentemente usada es la propuesta por Millington y Quirk [76] dada por

16/3
Day e %ﬂ (2.19)

donde a es la porcidn de huecos del suelo ocupades por aire o el contenido
volumétrico de aire del suelo, ¢ es la porosidad total de suelo y [, s la

difusividad del compuesto en el aire,

La distribuciin de un compuesto quimico orginico en un ambiente acudtico
depende de su capacidad de adsoreidn por las particulas del suelo en suspen-
gidn, el sedimento del fondo v la bioconcentracidn en organismos acudticos.
Como resultado de los estudios sobre la cinética de los compuestos quimicos
no polares en ambiente acudtico Wu and Gschwend [77] interpretaron este

fendmeno como un modelo de difusidn intraparticula con retardo,

Las particulas que constituyen los sedimentos se considera que son agre-
gados esféricos porosos de granos finos en el que los compuestos quimicos
pueden estar adsorbidos macroscdpicamente o microscopicamente, o son ad-
sorbidos por la materia organica natural de la matriz sdlida o estdn libremente
disueltos en el agua de los poros existentes entre las particulas, La penetra-
cidn por difusividad de compuestos hidrofébicos en el interior o en el exterior
de tales particulas es retardada por el coeficiente de particidn entre los poros
vy los sdlidos adyacentes. Asf, segiin Wu and Gschwend [78] la difusividad

especifica de un compuesto en el interior de las particulas de sedimento viene
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2.5 La difusidn v la transferencia

definida por

T D, o
T = p)pkat

donde todos los términos han sido definidos anteriormente en las ecuaciones
(2.18) y {2.19). El denominador de la ecuacidn {2.20) refleja el retardo en el

(2.20)

transporte difusivo molecular debido a la particién local en micro escala. El
termino ? en el numerador representa la reduecidn de la difusividad efectiva

debida a la tortuosidad que impide el flujo natural de la difusién.

Tanto en esta monografia, como en el trabajo de Zitko y MeLeese [79], se
usa la siguiente estrategia para caleular el coeficiente de transferencia entre
dos compartimentos. Sean f; v f;, respectivamente, las fugacidades en los
compartimentos i ¥ f, S, el drea de contacto entre el compartimento i y el
compartimento 7 ¥ [, la fugacidad en 5. La tasa de flujo de sustancia NV

en mol-min~'-m~* viene dada por

N :Ll{!l_ -f'l} [2-21}

o equivalentemente por
N=Lifs = 1) (2.22)

donde L; y L; son tasas constantes de transporte en mol-omin~'-m~2.Pa~!,
Eliminando f, en (2.21) ¥ en (2.22) se tiene

LiLy

"“{L.-+L,-;

{f.f =3 ft}
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Conceptos fundamentales para los modelos de fugacidad

y el coeficiente de transferencia d,;, en mol-min™" Pa~', viene dado por

dy = Sypits (2:23)

Die acuerdo con la primera ley de Fick, el valor de [y esté relacionado con
el coeficiente de difusividad en la frontera entre los compartimentos por la
relacidn

dl,

N= ﬂd?;; (2.24)

donde D, ; es el coeficiente de difusividad del compuesto en el compartimento
i. Introduciendo la fugacidad en la ecuacién (2.24) tenemos gue

N= ﬂt..zi% (2.25)

Supongamos que dfy = f, — f; ¥ que dr = 4§ {la micro anchurg de la
distancia entre los compartimentos o la ‘anchura’ de §), entonces de las

ecuaciones (2.21) y (2.25) tenemos que

Li= E’df_z‘ (2.26)

De esta forma, las ecuaciones (2.23) y (2.26) producen la expresidn

o DD 22y
% =S5, 7+ Do 7))

(2.27)

En consecuencia, el coeficiente de transferencia entre un compartimento
1 v un compartimento 7 poede ser calculado a partir de los coeficientes de
difusidn del compuesto en cada uno de los compartimentos, de las capacidades
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2.6 La degradacién y la vida media

de fugacidad de los respectivos compartimentos, del drea y de la ‘anchura’

de la superficie de contacto entre los compartimentos.

El coeficiente de difusion puede ser estimado, con una precision razonable,
para la difusidn en el aire, agua, sedimento o suelo; pero, es muy difici
determinarlo en material en suspensién en el aire o agua y en compartimentos
de naturaleza bidtica. Semejantemente, existen problemas en la estimacidn

de la ‘anchura’ de la superficie de difusion (ver [78]).

2.6 La degradacion y la vida media

Semin Mackay [34], al hablar de degradacidn o reacciones de degradacidn nos
referimos a [os procesos que alieran lo naiuraleza guimica de un compuesio
en un compartimento, Entre estos procesos estdn la hidrdlisis, fotdlisis, oxi-
dacidn, reduccidn y biodegradacién. Para que podamos calcular la constante
de velocidad de degradacion &! de un compuesto en un compartimento f,
en unidades de min~', se supone que las reacciones de degradacidn siguen
unga cinética de primer orden, en la que diferentes procesos de degradacidn

suceden al mismo tiempo, de este modo

B = Ky R+ R+ K+ K,

donde ki . K} kisis Kreg ¥ ki, 500 las constantes cinéticas de primer or-

den para la hidrdlisis, fotdlisis, oxidacidn, reduccidn v biodegradacidon en el
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compartimento i, respectivamente. Debido a la no especificidad del proce-
=0 de transformacion que altera la naturalera quimica de un compuesio, el
pardmetro kb o constante de velpcidod de desaparicidn, se define frecuente-
mente como velocidad de desaparicidn aparente,

De este modo, el proceso de degradacidn de un compuesto en un compar-
timento 1, e supone que €s un proceso de primer orden en el gue la reaccion
viene definida, en cada compartimento, por K2V, Z;, donde V; es el volumen
del compartimento i.

La vida media de un compuesto en un compartimento i, f} ,, en mun, en

una cinética de degradacidn, que se supone que es de primer orden, se estima

por

¢ _ In2
:1,-'z= J:}

donde k! es el coeficiente de desaparicidn aparente del compuesto en el com-
partimente i, Asi, 5si un compuesto quimico se degrada en el suelo en un 50%
de su concentracion en 1 dia, £}, = 1440min en el suelo, su constante de
velocidad de degradacidn en el suelo es k2 = 4.81 x 10" *min~", o si un com-
puesto quimico estd degradindose en un compartimento con una constante
de velocidad de 1.7 x 1073min~!, el tiempo necesario para reducir a la mitad

su concentracidn en este compartimento es de 416min.
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2.7 El tiempo de residencia y la adveccidn

2.7 El tiempo de residencia y la adveccion

El tiempo de residencia # de un compuesto en el compartimento i, en min,
puede ser definido por
£ =— (2.28)

El transporte por adveccidn, de on compuesio en un compartimento, es
el movimiento del compuesto en la misma direceidn v sentido que el fujo del
medio en que se encuentra disperso como resultado directo del movimiento
del Huido en el compartimento en el que el compuesto estd contenido. Asi,
el proceso de adveccidn, en un compartimenta 1, se introduce en los modelos
de fugacidad como un proceso de primer orden con una veloctdad constante,
definida como la suma algebraica entre el Aujo de entrada &;C5; v un fujo
de salida GO v expresado en términos de fugacidad por G2, f;, donde G; es
el Aujo de materia, en m¥min~!, que entra en el compartimento i con una
concentracion Cg; y que sale de este compartimento con una concentracitn
;. El flujo G, puede ser aproximadamente estimado por el cociente entre el

volumen del compartimento V] v el tiempo de residencia &8, es decir,

En géneral, los compartimentos donde podemos encontrar adveccidn son:
el aire, por accidn del viento; el agua, por la posible corriente de un rio o por

un flujo cualquiera y el suelo, por escorrentia superficial o erosién.
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Capitulo 3

Modelos de fugacidad
mediante sistemas dinamicos

de control

3.1 Introduccion

L.os modelos matematicos de evaluacion basados en la teoria termodindmica
de fugacidad se plantea frecuentemente por un sistema lineal de ecuaciones
algebraicas, si el sistema esta en estado estacionario, o un sistema lineal de
ecuaciones en derivadas ordinarias cuando se refiere & un estado transitorio,

Como ambos sistemas de ecuaciones siempre describen el balance total de



3.1 Introduccidn

masa de una sustancia quimica, en un ecosistema constituido por comparti-
mentos; cuando se asume que todas las fugacidades son iguales y constantes
en todos los compartimentos, el reparto de la masa total del compuesto es
evaluada directamente v este caso corresponde il bien conocido modelo de
Jugacidad nivel I, 0 al modelo de fugacidad nivel 11 51 afiadimoes reacciones v
advecciones. El modelo de fugaeidad nivel [Il supone que la fugacidad de la
sustancia en los compartimentos estd en estado de equilibrio estacionario y
que cada valor de fugacidad puede ser diferente (no equilibrada), las cuales
son determinadas por un sistema lineal de ecuaciones algebraicas mientras
existen reacciones, advecciones, emisiones v transferencis de sustancia entre
los compartimentos en estado estaciopario. Ademds, cuando el sistema se su-
pone en estado no estacionario, existe otro modelo que deseribe el balance de
masa de una sustancia en el ambiente, el cual permite observar la dindmica
de distribucifin de la sustancia cuando las emisiones varian con el tiempo y
determinar el tiempo en el cual el sistema alcanza el equilibrio, Este dltimo
modelo, conocido como modelo de fugocidad nivel TV, usualmente es descri-
to por un sistema de ecuaciones en derivadas ordinarias. Esta clasificacién
en niveles de sofisticacién o complexidad de los modelos de evaluacién por
fugacidad es debida & los trabajos de Mackay y Paterson [31] y Mackay y
Faterson [32].

En este capitulo introduciremos los modelos cldsicos de evaluacion por

fugacidad de nivel 1, I1, 111 y IV. Ademds, presentaremos una propuesta de
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Moaodelos de fugacidad mediante sistemas dindmicos de control

dos nuevos modelos de fugacidad del tipo nivel IV para un ecosistema consti-
tuido por n compartimentos donde las fugacidades cambian con el tiempo en
respuesta a m emisiones. En el primero de los dos modelos que presentare-
mos, las fugaridades y Ias emisiones a lo largo del tiempo son representadas,
en un sistema dindmico de control, continuo, lineal e invariante que describe
el balance total de masa, por varigbles de estado y por el vector de control,
respectivamente. En el segundo modelo se anadird la suposicidn de que las
temperaturas de los compartimentos cambian periddicamente con el tiempo
lo que implica que las variables que corresponden a las capacidades de fu-
gacidades ¥ a las transferencias del compuesto entre compartimentos en la
matriz dindmica del sistema sean zhora funciones periddicas del tiempo,
consecuendia, el segundo modelo serd réepresentado por un sistema dinimico

de control, continuo, lineal, variable y periddico.

3.2 Modelo de fugacidad nivel 1

El modelo de fugacidad de nivel | describe una situacién en la que una canti-
dad fija de un compuesto quimico es introducida en un ecosistema de n com-
partimentos, donde se supone que la fugacidad estd en un estado de equilibrio
estable. El modelo de fugacidad nivel | estd disefado para un estade en que
todas las fugacidades sean iguales v constantes en todos los compartimentos

v las capacidades de fugacidad £; de los compartimentos son conocidas. En
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3.2 Modelo de fugacidad nivel I

‘estas condiciones, pueden calcularse las concentraciones de los compuestos
en cada compartimento del ecosisterna o puede determinarse directamente la
distribucidn final de la masa del compuesto mediante un sistema lineal de
ecuaciones. Si cada compartimento 1, en equilibrio, tiene un volumen V;, la
concentracion en cada compartimento Oy es igual a ;& = fZ;, donde f es
la fugacidad predominante de equilibrio. La cantidad de material en cada
compartimento Af; serd O3V, o fZ,1; y la cantidad total

Mr=f i Z:V;
6=l

Suponiendo que la cantidad total Ms del compuesto es conocida, la fu-

gacidad puede calcularse por
My
Y ZV;

i=1

f=

En consecyencia, los valores individuales de C; v M, pueden ser estimados
por O = [Z; v M; = C;V;, respectivamente v el porcentaje de reparto de la
masa total del compuesto en el compartimento 1, F;, puede calcularse por la

ecuacian

100%

&
Pi= 45—
&V
=]
De esta forma, los valores de F, revelan el compartimento donde se en-

cuentra la mayor proporcidn del compuesto quimico.
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Estd clara que estos cdleulos dan diferentes tipos de informaciones, por
ejemplo, el compartimento donde se produce la mayor acumulacion del com-

puesto considerado o donde su concentracion es mas alta.

3.3 Modelo de fugacidad nivel II

Cuando afadimos, al modelo de fugacidad de nivel I, pardmetros correspon-
dientes a reacciones y a advecciones, planteamos un modelo de fugacidad de
nivel 11. Suponiendo que las reacciones posibles son las correspondientes a
hidrélisis, fotolisis, oxidacion, reduccidn y biodegradacion y suponiendo gue
todas las reacciones se producen con tasas constantes, ki, en un procesos de
primer orden y expresadas en dimensiones de unidades reciprocas al tiempo
entonces, la tasa total de reaccién de translormacion o desaparicion es el pro-
ducto de k} por la concentracidn C;. De este modo, la desaparicidn total en
un compartimento puede ser afiadida como un flujo de concentracion hacia

fuera del ecosistema por la ecuacidn
Ciket = (khyg + e + iy 4 by + ki, )C

donde k; es la tasa constante total de desaparicién de primer orden para la
sustancia considerada en el compartimento 1. Las reacciones son equilibradas

por la emisidn total E, en moles, de forma que en el estado de equilibrio
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3.3 Modelo de fugacidad nivel 11

estable se tiene

E=kEWC + VG + -+ KViCa (3.1)

Si suponemos que la fugacidad estd en equilibrio ¥ que viene dada por [,
el valor de C; puede ser cambiado por Z,f y

E= ff:v:z.t:

iwl

En consecuencia, la fugacidad viene dada por

E
3 ViZiks

§=

Las concentraciones individuales en los compartimentos O pueden ser
evaluadas por fZ; v las tasas de reaccién por Cyk!, o bien como por V;Cikl.
Con el modelo de fugacidad de nivel II es posible calcular una persistencia
ambiental o un tiempo de residencia ambiental medio del compuesto en el
ecosistema, como resultado de las reacciones. Dado que la cantidad total de

L]
la sustancia presente es ¥ C;V; y dividiendo esta por E se tiene la media

i=]
ponderada
i Fl
YEV; Yewy
=1 i=l
Tﬂ — = -
% SHOW

i=1
denominada de tiempo de persistenciz ambiental medio.
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De tp podemos estimar la tasa total de eliminacién, o disipacidn ambien-
tal, kg, del compuesto en el ecosistema, definiendo

i

?: ViCik: 3

=1
kp=m

L]
» VG TR

i=l

Al modelo de fugacidad nivel II se afiade a cada compartimento i el con-
cepto de adveccidén como un proceso de primer orden con una tasa constante
kg, definida por el flujo de entrada y de salida, Gy, dividida por el volumen
Vi, es decir, ki, = G;/V;. Asi, si hay un flujo de adveceidn, la ecuacidn (3.1)
toma una forma més compleja

n n n
E+Y GCai=E+Y KaViOn=Y V(K +k,)
=1 =1 i=1

En consecuencia, la fugacidad viene dada por

B+ i GlCH‘L
f = - =1
3 ViZi(ki + i)

ll.-l.

donde Oy representa la concentracion de entrada, Si C'p, es igual a &, los
términos correspondientes a la adveccién son cancelados.

El reciproco de k{,, es el tiempo de residencia con respecto a la adveccidn
definido por la ecuacidn (2.28) de la pagina 128. k;,, puede ser afiadido a

otras constantes de misma unidad.
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3.3 Modelo de fugacidad nivel 11

La tasa constante k. v el tiempo de residencia 7., correspondientes al

caso en que se produzcan solamente advecciones viene dada por

n
2. ViCikyy,

v, ™
i=1
o Ll
E.; ViCi
TA = —'—‘1_
Ei ViCikiy
i=
Con las expresiones para la adveccidn v reaccién podemos definir un tiem-

po de residencia total 7y v un coeficiente total de reaccidn xy por
B
¥
My E G

E+4 E CCo 5> (VICi{kiay + )

Ty =

37 (ViCilkLy, + k)

i=l
¥ VG,

i=1

Hﬁﬁ

El tiempo de residencia total, considerando las advecciones y reacciones,

viene definido por
LoeL FirHny.
4 o TatTR
T TATR

En la bibliografia pueden encontrarse varios trabajos que usan los proce-
dimientos descritos para los modelos de fugacidad de nivel | y 11, entre estos
podemos citar las publicaciones de Yenigiin y Sohtorink [60]; Riederer [B0);
Mcconnell et al. [81] y Tolls and McLachlan [82].
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3.4 Modelo de fugacidad nivel III

El modelo de fugacidad de nivel I11 introduce los pardmetros correspondientes
a transferencias entre compartimentos y describe el sistema ambiental como
un estado estacionario en el tiempo con distribucién no equilibrada en el
cual cada compartimento puede tener diferentes fugacidades y las emisiones
pueden ser admitidas por més de un compartimento. En estade de equilibrio
estacionario, las emisiones E; = E;(t) hacia al compartimento i se equilibran
por reacciones y transferencias hacia fuera del compartimento 1. De esta
forma, el balance de masas se define por el sistema de ecuaciones

E; = ViCik + i dylfi—= ihi=1,...,m (3.2)

y=l g

donde doy; es el coeficiente de transferencia entre los compartimentos i ¥ J,
k; es la tasa de degradacidn aparente del compuesto considerado en el com-
partimento §. Asi, si reemplazamos C; por f;Z; en la ecuacidn (3.2) tenemos

que

E.zf.(t—;z.k:-.- E d.,)- §: dgfy i=1,....n  (33)

gl g Je=lgs
Cuando se desee, pueden incluirse en la ecuacidn (3.3) del modelo de
fugacidad de nivel TII términos que representen la adveccidn, adicionando
los pardametros correspondientes a la adveccidn de entrada GOy, v términos
que representen la adveccidn de salida G0 = G Z, f;; donde G, es ¢l flujo de

]

entrada en m*min~' de la materia integrante del compartimento i v Cg; €5
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3.4 Modelo de fugacidad nivel 111

la concentracidn de entrada adsorbida por el compartimento 1 produciendo
la siguiente ecuacidn

E;+GiCri= [ (ﬂzi*:*' i dr'.f) = i dijfi, i=1,...,n  (3.4)

' f=l g ol gt

Las ecuaciones (3.3) o {3.4) constituyen un sisterna linea! de ecuaciones
algebraicas. Dado que en el modelo de nivel ITl existe pardmetros repre-
sentando transferencias entre compartimentos las fugacidades pueden tener
diferentes valores, una para cada compartimento. De acuerdo con Mackay
[38], es preferible el modelo de fugacidad de nivel [11 en muchos probiemas
de andlisis ambiental en los que el objetivo es predecir concentraciones; en
cambio, los modelos de fugacidad del nivel I y Il son preferibles sdlo como
un punto de partida para posteriores andlisis mds completos. Por ejemplo,
el Duich Priorily Setting Sysiem for Exsting Chemicals de [, van de Meent
y C. Toet (ver Mackay et al. [38]) es esencialmente un modelo de fugacidad
de nivel I1I. El modelo CalTOX desarrollado per T. E. McKone en 1993 (ver
Maddalena et al. [83]) es también un modelo de fugacidad de mivel 111, Asi
mismo, el State of Minnesots Air Tomcs Indeming System del trabjo de Pratt
et al. [84] es un sistema conteniendo un modelo de fugacidad de nivel ITL
Una revisidn detallada de los modelos de fugacidad del tipo I1I puede encon-
trarse en Cowan et al. [85]. Un interesante ejemplo del uso de un modelo de
fugacidad de nivel 111 es el CHEMFRANCE [86], que utiliza dicho modelo a

escala regional aplicdndolo a todo el territorio de Francia.
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3.5 Modelo de fugacidad nivel IV

Fl modelo de evaluacidn de nivel IV describe una situacidn en que la dindmica
de distribucidn no estd en estado de equilibrio estable. Concretamente, el mo-
delo de fugacidad de nivel IV describe un sistema que responde a emisiones
que cambian con el tiermpo. De forma que es necesario expresar la fugaci-
dad f;, en cada compartimento 1, como funcidn del tiempo, para determinar
f: = fi(t). La distribucitn del compuesto en el nivel [V es dindmica, e incluye
emisiones temporales, reacciones, transferencia del compuesto entre compar-
timentos v advecciones de entrada vy de salida en cada compartimento, El
modelo de fugacidad nivel TV es atil para determinar el tiempo requerido pa-
ra que un compuesto se acumule a determinada concentracion en diferentes
compartimentos, después de cerradas unas emisiones de un valor conocido y
subsecuentemente el tiempo requerido para que un determinado comparti-
mente recupere bajos valores de concentracién cuando las emisiones no son
continuas o son reducidas. Extender el nivel 111 hasta el nivel IV, es reem-
plazar el sistema lineal de ecuaciones algebraicas correspondiente al balance
de masas del nivel III, por ecuaciones en derivadas lineales ordinarias para

el halance de masas.

Para establecer las ecuaciones del modelo de fugacidad de nivel IV, se
supone un incremento finito Af; en la fugacidad del compuesto en el com-

partimento i, en el intervalo de tiempo Atf, en condiciones tales gue la tempe-
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ratura, el volumen y la capacidad de fugacidad Z; se mantienen constantes.
La ecuacién en diferencias para el balance de masas, en un compartimento
i, entre dos instantes consecutives que determinan At, puede expresarse por
la identidad
Vi = Ei+GiCui—GiCi-kViCi— Y dy(hi=f), i=1,...,n (3.5)
Ful g
Los términos que incluyven dy; pueden ser negativos o positivos dependien-
do del la direccidn dominanie de la transferencia que es determinada por los
valores relativos de f; y f;. Reemplazandolos términos AC; y C; por ZZAfi v
Zi fi; respectivamente, y despejando la ecuacidn (3.5) se obtiene la siguiente
expresion para la variacion correspondiente al balance de masas, ocurrida en
el intervalo de tiempo At, en diferencia finita definida por

Afi
At

= B+ GiCai—GiZifi—kViZifi= ) dylfi—fi) i=1...n

F=14a

ViZ
(3.6)

En consecuencia, cuando ¢ es muy pequeno o cuando § —+ 0 la ecuacidn
(3.6) aproxima la tasa de variacidn de la fugacidad en el tiempo para cada

compartimento 1 v define el sistema de ecuaciones en derivadas ordinarias

W2 = B+ 6o~ G2l KV~ Y dylfi— £ =10
Felg

(3:7)

La ecuacidn (3.7} describe una situacidn no estacionaria de la dindmica

de la fugacidad de un compuesto en n compartimentos. En este caso, fas
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fugacidades son funciones del tiempo v pueden ser determinadas por un sis-
tema de ecoaciones en derivadas ordinarias que describen ¢l balance toial
de masa en un tiempo infinitesimal di. En este balance, Iz capacidad de
almarenamiento de una sustancia en un compartimento i estd dado por el

producto de su volumen V; por su capacidad de fugacidad Z;.

Los procesos bioldgicos, quimicos y fisicos de reaccién, desaparicidn o
degradacidn ge suponen como un proceso de primer orden donde la tasa de
reaccidn aparente es kL en min™" v el componente de reaccidn para cada

compartimento 1 es K1V Z,,

Cuando existe un gradienie de fugacidad entre dos compartimentos @ ¥
7 resulta un Hujo de sustancia en la direccidn de este gradiente. El flujo
de sustancia es el producto de la diferencia (f; — f;) por el coeficiente d;;
dado por la ecuacién (2.27) de la pagina 125, entre los compartimentos i
¥ 3. El coeficiente de transferencia di; v d; son ignales y positivos. Las
diferencias (f; = f;) son positivas o negativas dependiendo de la direceidn de
la transferencia determinada por los valores relativos de fi y ;.

La adveccidn en ¢l compartimento ¢ puede ser introducido en el modelo
descrito por las ecuaciones (3.7) como un proceso de primer orden. De hecho,
la adveccidn puede ser considerada como un Hujo de tasa constante definida
por la suma algebraica entre el Aujo de entrada G;Cg; v el Hujo de salida
GC, 0 en términos de fugacidad &, Z; f;, donde G; es el flujo de materia en
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3.5 Modelo de fugacidad nivel 1V

m®min~' entrando en el compartimento 1 con concentracion Cg; v dejando

este compartimento con concentracidn C.

Las emisiones en el compartimento £, como funcion del tiempo en mol -min~!,
son denotadas por E; = E;(t), En esta memoria estamos suponiendo que no
existe cualquier efecto de dilucion, es decir, el volumen V; de cada un de los

compartimentos es constante.

Con el modelo de evaluacidn por fugacidad nivel TV se obtienen infor-
maciones interesantes para interpretar el comportamiento dindmico de los
compuestos que son emitidos continuamente hacia el ambiente. Los com-
partimentos de baja accesibilidad o de gran volumen v lenta reactividad,
experimentan un lento establecimiento de la concentracidn méxima; pero,
cuando se alcanza un determinado valor de la concentracidn este puede per-
sistir durante un largo periodo, en compararion con otros compartimentos.
Por ejemplo, cuando el aumento de la concentracidn de un compuesto en el

sedimento es lento, el compuesto se disipa también lentamente.

Asi, inspeccionando los compartimentos del ambiente hipotético con el
que estamos simulando la distribucidn del compuesto por el modelo de fuga-
cidad de nivel IV, a veces podemos cbservar diferentes tasas de distribucidn.
Los modelos de este tipo nos pueden ayudar a detectar, prever y adwvertir
sobre la posibilidad de situaciones indeseables de las que podriamos darnos

cuenta demasiado tarde y crear un problema de contaminacidn a largo plazo
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(ver Paterson y Mackay [87]).

3.6 Fugacidad mediante un sistema dinamico

de control

Sea n el mimero total de compartimentos de un sistema ambiental donde
deseamos calcular la distribucidén de un compuesto quimico por la fugacidad
no estacionaria descrita por el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
dada por las ecuaciones (3.7). Observemos que, dado un compartimento i y
un compartimento j, existen las sigmentes posibilidades excluyentes para la
transferencia de sustancia entre estos compartimentos; (a) si hay un drea de
contacto entre el compartimento 1 ¥ el mm.pa.rﬁmentn 1, en este caso, existe
un gradiente positivo mientras el equilibrio de fugacidades no sea establecido
entre estos dos compartimentos; (b) no bay un drea de contacto entre el com-
partimento i v el compartimento 7, en consecuencia, no existe la posibilidad
de transferencia directa de sustancia entre estos dos compartimentos. Estas
dos posibilidades son fundamentales en el andlisis del modelo de fugacidad

por un sistema dindmico de control que presenlaremos en seguida.

Sea J; = {j € N : el conjunto de indices 1 # j de compartimentos en los

cuales existe una drea de contacto con el compartimento i}.
De esta forma el sisterna de ecuaciones diferenciales ordinarias dado por
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la ecuacién (3.7) puede ahora ser reemplazado por

GiZi+ B ViZi + E i
EE‘ e JEL fi & Z d:. .[1 & E; + GiCg {3.5}
di EEI- JEJi 1-".3. 1-"}31

donde f, = f(t), con fill) =0, paratodoi=1,2,...,n

El sisterna expresado por la ecuacién (3.8) puede ser escrito como el si-
guiente sistema de control en tiempo continuo
f{t) = Af(t) + Bult)
Clt) = Z1(t)
donde f = f(t) es el vector derivada de la fugacidad de componentes

i)~

(3.9)

Gi31.+ k“";.g.'—l- Ed“
= JEd iy
ViZi -l
dyi e
A:I.r].l}]ﬂ“ rzl.i 51 _]EJ.
| 0 si J&J,

es la matriz dinamica de orden n x n, f = f(t) es el vector de estado re-
presentando la fugacidad de componentes [fi] = fi(t), B = I, es la matriz

identidad de orden n % 1, u = ult) es el vector de control de componentes

[w] = BRI, _L;':Gﬂi}1
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C = C(t) es el vector de concentraciones de componentes [C;] = Ci{t) ¥ Z
es la matriz diagonal de capacacidad de fugacidad dada por

Z =diag{Z;, Z;, -1+, Zy)

Ejemplo 2 Para un ecosistema simple hipotético constituide por aire
i = 1), agua (i = 2) y sedimento del fondo de una parcela (i = 3)
representado por la Figura 3.1, el sistema de ecuaciones (3.8) en este caso
particular estd determinado por el sistema de ecuaciones lineales en derivadas
ordinarias dadas por

df; (Glzl + ke Vi, +l'-|'-|'.1') dy E, + GiCgy
i RS- e, e £l P ILeHL
dt ViZ, L Flzlh % ViZ,
dfy _ _ (5'132 + K2V 2y + day + ﬂn) ot diafy + da:fi T E; + GGy
dt Valy VaZy VaZ;
df3 (Gaza * E Vads + I'iuz) s Ey+ (G308
St T - +- e AR S
dt VaZs 5 %at t VaZs

con condiciones iniciales dadas por fi(0) =0,Yie {1, 2 3},

El sistema de este ejemplo también puede ser representado por el siste-
ma dindmico continuo de control (3.9) donde las matrices A, Iy v Z son
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'LF: 'I'E| 'in'E: '_J-'ﬂ': -I-E-_'l- 'I-G-J-
compartimente | dyp | compartimento | dgy | compartimento
1 =t 2 = a
aire da agua tag sedimento
. - e e W o,

Figura 3.1: Representacion grdficn de la emisidn, transferencia, degradacidn gy
adveccidn de una sustancia en, y entre, los compartimenlos arre, agua y sedimenta.

respectivamente,
[ 1Gy2 kW 2isdia)
L '|||-'| = ] 3 ﬂ;— D
= —(E 25+ k3Vy Ty dy 4y
A ‘fﬁ; Fady = E‘;ﬁ; ¥
—{GaZa+kIVaZy+
0 ﬁi L‘SH: fal _

1 00 Z 0 0
Li=|010G|Ye€=|0 Z 0
001 0 0 2
Los vectores f = f{t), f = f(t), u = u(t) y C=C(t) son dados, respectiva-
mente, por

T
=% % B, =10 6o s,
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H{ﬂ e Ei+GiCm Ea+GCm Ez+ G:;CBH.]T

Wi, Vs V3Zy

Clt) = [ZuAilt) Zafalt) Zafult)]”

En este ejemplo, J, = {2}, Ja = {1, 3} ¥y /5 = {2}.

3.6.1 Anailisis del modelo

Teorema 22 El modelo de fugacidad nivel I'V mediante un sistema dindmico
continuo de control descrito por la ecuacidn (3.9) es; (o) un sistema compar-
tirnental y su matriz dindmice A es unie molriz esencialmente no negativa;

(b} un sistema dindmico continuc positive.

Demostracidn. (a) es debido al hecho de gue los componentes de las ma-
trices dindmica 4 y de mando B = [, satisfacen las restricciones (i)-(iv) de
la pdgina 43 y de esta forma vale el Teorema 9 de la pdgina 56; (b) es una
consecuencia inmediata de (a) v del Corolario 1 de la pagina 57. B

Teorema 23 Sea A la malriz dindmica del modele de fugacidad descrilo
por los ecuaciones (3.9). Entonces —A es positivamente estable, es decir,
todos sus valores propios tienen parte real posiliva. En consecuencia, A e

asinfoticomente estable.
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Diemostracion. Frimero, por definicion del modelo nivel IV mediante un

sistema dindmico de control (equacidn 3.9) todos los parametros dy; son po-

sitivos. Ademas, obsérvese gue
GiZi+ EViZ + ¥ dy

i fenl | dy GiZi + EV.Z;
b ViZ, =% v.-z.-""i 7o g
di'
| = ) las]
R g

entonces —A es estricta diagopal dominante. Dado que —A tiene compo-
nentes positivos en la diagonal, entonces el disco de Gerschgorin estd en el
semiplano correspondiente a la parte real positiva. Die esta propiedad deduci-
mos que los valores propios de — A tienen parte real positiva y en consecuencia
—A es positivamente estable y por lo tanto A es no singular. Ademds, A tie
ne valores propios con parte real negativa v de esta forma es asintoticamente

estable. B

Como un caso particular de las ecoaciones (1.1) v (1.2) de la pdgina 29,
el sistema dindmico dado por la ecuacién (3.9) admite la siguiente solucidn
integral en el intervalo [0, (]

L

1) =e%1(0) + [ A" Butr)dr (3.10)

Sea m el nimero de emisiones y T el intervalo de tiempo entre cada emi-

sidn. La diseretizacidn de la ecuacidn (3.10), por el método definido por las
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ecuaciones (1.25), (1.26) ¥ (1.27) de la pdgina 69, produce el sistema discreto

Sk +1)T) = F(T)S(KT) + S(T)u(kT)
Cl(k + 1)T) = Zf((k +1)T)
.
donde F{T]IE"T,Sl[ﬂ=ff'“dl,ﬁ.="r--£}'kEE+.

Obsérvese que las matrices F' ¥ S dependen de 7. Una vez fjado el
intervalo de tiempo entre cada emisién el valor de T y de las matrices F' y

(3.11)

S son constantes,

Estamos suponiendo que las emisiones E; = Ei(t) y consecuentemente
los vectores u = ult) son constantes en el intervalo entre dos instantes de
emisiones consecutivas cualesquiera, es decir, u(t) = w(kT), para k€ Z, y

kT <1< (k+1)T7.

As{, 51 son conocidas para los tiempos correspondientes a los valores de
k=0,1..., (m~—1) las emisiones E;{(kT) para cada compartimento i y
consecuentemente la secuencia de vectores u(k7T) entonces, es posible calcular
las fugacidades y las respectivas concentraciones en estos tiempos para cada

uno de los i-ésimos compartimentos nsando la ecuacidn (3.11).

Notemos que u(t) = 0 para todo t 2 mT y que el sistema (3.11) estd

determinado por

fllk + 1)T) = F(T)f(kT)

(3.12)
Clk+1)T) = Zf((k+1)T)
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3.6 Fugacidad mediante un sistema dindmico de control

para todo k& > m.

Teorema 24 El sisterna discreto de control definido por el par (F(T), 5(T))
de lo ecuacidn (3.11) es; (o) un sistema positive, es decir, F(T) y S(T) son

no regativos y (b) asimtoticarmente estable.

Demostracidén. El apartado (a) es una consecuencia directa del Teorema
18 de la pagina 70. Ya que el gistema continuo de control original definido
por la ecuacidn (3.9) es un sistema asintoticamente estable. Por el Teorema

21 de la pdgina 77 se garantiza el apartado (b). B

3.6.2 Algoritmo para el tiempo de asentamiento

La determinacion del tiempo necesario para que los compartimentos presen-
ten concentraciones bajas, implica en la determinacién del tiempo para el cual
las fugacidades vuelvan a ser aproximadamente nulas después de cerradas las
emisiones del compuesto. Este tiempo es llamado tiempo de asentamiento,
denotado por ¢, y calculado por el algoritmo presentado a continuacidn, cuya
convergencia estd garantizada por el resultado de que el modelo de fugacidad
definido como un sistemz dindmico de control, continue o discretizado, son

asintoticamente estables.
El conocimento de la estabilidad del sistema descrito por la ecuacidn
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(3.11) y del tiempo necesario para que el sistema presente valores de fugaci-
dad aproximadamente nulas, es un requisito basico para la determinacion de
la persistencia de un compuesto en un compartimento. En esta seccidn pre-
sentaremos un algoritmo sencillo para determinar el tiempo de asentamiento
para el modelo de fugacidad transitorio descrito por la ecuacidn (3.11) cuando

son conocidos los m-ésimos valores de emisiones.

El tiempo de asentamiento puede ser concebido como el tiempo requerido
para que el sistema llegue v se quede dentro de un rango alrededor del punto
de equilibrio,

Algoritmo 1

Inicio

Caleular las matrices F(T) y S(7) por [F, 8| :=c2d(A, I, T);
Para k = 0 hasta (m — 1) calcular

Sk +0)T) i= F(T)FKT) + S{T)u(kT)

Para k > m caleular

FET) = F(T)J((k = 1)T) hasta que ||f(AT)|| < tol;
Parai:=1hastany 0 <k < knae caleular Cy(kT) = Z.fi(KT);
Fin.

El primer valor de & = k., para el cual la desigualdad del Algoritmo 1

sea satisfecha determina el hermpo de asentamiento § = knax T, con el valor
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3.6 Pugacidad mediante un sistema dindmico de control

préfijado de tolerancia tal.

El cdleulo de las matrices F' y 5, cuando son conocidas las matrices
dindmicas 4 y de mando B, puede ger realizado por el paguete cientifico
matemdtico MATLAB®, el cual caleula la exponencial de una matriz me-
‘diante aproximaciones de Padé por la funcidn erpm usando el comando
|F, 5] := c2d(A, B, T).

El tiempo de residencia medio (ver Clark [74]) de un compuesto en el

compartimento i, fr...q, 82 puede caleular cuando son conocidas las coneen-

traciones C; = C;{t) de cada compartimento i, calculadas por la relacién
CilkT) = Zf,{kT), nsandose la expresidn
| T
= (2k+ 1)T] [l TH) + @il T(k + 1))
Firea.i) E [ 2 7-:| [ 7 (3.13)

donde g; = g;(t) s Ia funcidn de densidad discreto para la concentracion del
compuesto en el compartimento 1 definida por

a7 = 54D

8

con

o "i“ [c:i{{k 4 1112 + r::i{m}]

k=g
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3.6.3 Algoritmo para el tiempo de disipacion

Por la ecuacidn (3.12) y para cada compartimento 1 es posible computar el
instante de tiempo para el cual los valores de concentracione son reducidos
& p¥ del valor de la concentracién en el instante de cerrada las emisiones
del compuesto en el compartimento i, Este tiempo es llamado tiempo de
disipacidn del compuesto en el compartimento i y denotado por ff_ . ¥
calculado por el algoritmo que sigue

Algoritmo 2

Inicio

Calcular las matrices F(T) y S(7T) por [F, 5] := c2d(A, I, T);

Para k = 0 hasta (m — 1) calcular

Flk 4+ 1)T) i= F(T)S(AT) + S(TIulkT);

Para k 2 m caleular f{(k + 1)T) := F(T}f(kT);

Para cada 1 = 1 hasta n ¥ k > m caleular

CikT) 1= ZufkT) sta que GiT) < (L= 2Bey(m - )7 4
Fin.

Para cada 1, el primer valor de k para el cual la desigualdad del Algoritmo
2 es satisfecha determina el tiempo de disipasidn en el nivel p%, es decir,

Fyepm = kT para el compartimento 1.
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3.6.4 Ilustraciones del modelo de fugacidad mediante

un sistema de control

Hemos seleccionado el insecticida fenitrotion para ilustrar nuestro modelo. El

fenitrotion es un insecticida frecuentemente usado en cultivos v en proteccion
de bosques.

Ademis, hemos considerado el Ejemplo 2 de la pdgina 145 constituido
por los compartimentos aire, agua v sedimento com volimenes de 1.0x10°,
1.0x10° y 1.5x10°m?, respectivamente. La densidad y el contenido vo-
lumétrico del carbono en el sedimento son LGx10%kgm— y 4%, respec-
tivamente. En este sistema ambiental hipotético, aplicamos por el aire 1 mol
del insecticida fenitrotion durante 60 min, es decir, E, = 1/60y Ey = E; =10

para todo k= 0, 1, ..., 59

De acuerdo con Zitko y McLeese [T9], la velocidad constante de de-
gradacion del fenitrotion en aire, agua y sedimento son, respectivamente,
4.76x1074, 3.8x10* y 2.85x10 " min~'. La constante de Henry para el fe
nitrotion (ver Yenigun v Sohtorink [60]), a la temperatura constante de 25°,
s 6.66x 1072 Pa-m?-mol™,

El coeficiente de adsorcién, ks pars esta sustancia en el sedimento es de
27x107 3 m*kg~'. Los valores de T v de tol en el Algoritmo 1 son de 1 min y
1.0x 10~ Pa, respectivamente, La salida de sustancia del sistema por Aujo

de adveccidn de aire, agua y sedimento de fondo son de 6.87x10°% 549 y
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% &5 | 25 | 50 | 75 95
¢y | 72 | 131 | 231 | 400 | 800

“ t2 | 2675 | 2024 | 3351 | 4080 | 5781
t3 | B6144 | 89832 | 94937 | 104432 | 126480

Tabla 3.1: Tiempo de disipacion (t}), en minutes, pora cade compartimenio con
respecto a p%h de lo concentracidn imnicial

6.20% 10" m¥min~!, respectivamente,

Con estos datos deseamos estimar durante y después de cerradas las emis-
siones, los valores de concentracidn y de fugacidad del fenitrotion en el aire,
agua y sedimento y entonces determinar el tiempo necesario para estabilizar
la fugacidad, es decir, el tiempo de asentamiento. En este ejemplo el aire es

el dinico compartimento que estd recibiendo emisidn.

La Tabla 3.1 presenta valores de fiempo de disipacidn para la concentra-
cién del fenitrotion en los tres compartimentos estimados por el Algoritmo
2, para los valores de 5, 25, 50, 75 v 95%. De esta tabla se puede observar,
por ejemplo, que después de BOD min el fenitrotion fue disipado 95% de la
concentracidn inicial en el aire, pero el mismo valor para el sedimento es
alcanzado alrededor de log 126480 mun. En consecuencia, el Algoritmo 2
indica el compartimento donde el compuesto tiene la més lenta disipacidn y
de este modo sugiere un procedimento para estimar el riesgo ambiental de
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Este campuesto.

Las Figuras 3.2 y 3.3 muestran, respectivamente, la evolucién de la fu-
gacidad y de la concentracidn del fenitrotion simuladas por el Algoritmo 1.
Terminada las emisiones en los 60 min iniciales observamos que las fugacida-
des en todos los compartimentos disminuyven exponencialmente sus valores
hasta que alcanzan niveles de estabilidad en los 1.02%10° min. Este es el

ttempo de asentamienio.

El tiempo de residencie medio del fenitrotion en los compartimentos aire,
agua y sedimento en esta simulacién y calculados por la ecuacidn (3.13) de la
pdgina 152 es de 4 horas en el aire, 2 dias en el agua v 23 dias en el sedimento,

De la Figura 3.3 podemos observar que la concentracidn del fenitrotion
en aire disminoye abruptamente, en el agua disminuye lentamente, pero es
en el sedimento donde Ja fugacidad alcanza su valor méximo en el tiempo.
El declive de estas tres curvas pueden ser explicadas por las condiciones
de este experimento y por las propiedades del fenitrotion. Como éste es
aplicado solamente en el aire en consecuencia hay una transferencia desde
este compartimento hacia el agua v finalmente hacia el sedimento, Ademds,
la su acumulacidn en el sedimento estd, muy probablemente, relacionada con

sus propiedades fisicas y quimicas,

En efecto, podemos observar en Paraiba et al. [84] como las caracteristicas

fisicas v guimicas de un compuesto influyven en su distribucién en el ambien-
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te, De este trabajo tomamos el insecticida triclorfon como ejemplo cuyas
propiedades fisicas y quimicas necesarias para evaluar su comportamiento
en el sistema ambiental hipotético del Ejemplo 2 por el modelo dado por
las ecuaciones (3.9) son las siguientes; el triclorfon tiene masa molar de
257.44 gomel~!, solubilidad en el agua de 1.54%10% gnel~!, presién de va-
por de 1.0%x 107 Pa, coeficiente de particidn entre el carbono orgémico y el
agua equivalente a 20 partes de carbono orgdnico para una parte de agua,
coeficiente de transferencia entre el aire y el agua de 1.25 mol-min~" Pa~!
v constantes de desaparicién en el aire, aguna y sedimento es de 1.90x 1074,

1.90%107 y de 1.90x 105 min~', respectivamente.

Con estos datos, considerando las mismas caracteristicas ambientales del
Ejemplo 2, aplicando 1 mol durante 60min de triclorfon, como hicimoes en
la simulacién del fenitrotion, y usando el Algoritme 1 podemos observar el

camportamiento de este compuesto en esto sistema hipotético.

La Figura 3.4 presenta la evolucidn de la concentracidn del triclorfon
en los tres compartimentos considerados, como funcion del tiempo, donde
observamos que este compuesto tiene una mayor concentracin en el agua.
Probablemente ésto es una consecuencia de la alta solubilidad del triclorfon
en el agua, ademas del valor de su coeficiente de transferencia entre el agoa

y el sedimento.

El tiempo de residencia medio del triclorfon en los compartimentos aire,

157



3.6 Fugacidad mediante un sistema dindmico de control

agua y sedimento en esta simulacidn y caleulados por la ecuacidn (3.13) de

la pigina 152 es de 46 minutos en el aire, 43 horas en el agua v 68 horas en
el sedimento.

w
a.
=
gn L i i j i i

0 1000 2000 3000 4000 6000 G000 7000 BODO 9000 10000

B 8 10

HIJ*
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Figura 3.2: Simulacidn por el Algoritro I de la fugscidad del fenitrofion en aire,

ogua y sedimento antes y después de cerrada los emisiones en el afre.
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fenitrotion
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Figurn 3.3: Simulacidn por el Algariimo I de la concentmacion del fenttrotion en

afre, agua y sedimento antes y despuds de cerrada los emisiones en el aire
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Figura 3.4: Simulacidn por el Algoritmo 1 de lo concentracion del triclorfon en

atre, ggua v sedimento antes y despuds de cermda les emisiones en el ofre.
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3.7 Modelo de fugacidad por un sistema pe-

riodico de control

En esta seccidn presentaremos una variacion del sistema dind&mico continuo
de contral descrito por las ecuaciones 1'..3.9} de la pagina 144. Este nuevo
modelo consistird de un sisterna dindmico continuo v periddico dependiente
de la temperatura. El objetivo de este modelo es simular los efectos de los
cambios periddico de la temperatura de los compartimentos en la distribucidn
dindmica de compuestos quimicos. En estos sistemas dindmicos las capaci-
dades de fugacidad de los compartimentos ¥ los coeficientes de transferencia

en €l balance total de masa son dependientes de la temperatura,

En Bru et al. [89] y en la seccién 3.6 de esta memoria se describe un mo-
delo de fugacidad no estacionario del nivel IV modelado mediante un sistema
dindmico de control. La utilidad de modelos de fugacidad dependientes de
la temperatura estd discutida en Mackay y Wania [90], donde el efecto de
la condensacidon del aire en la superficie del globe a bajas temperaturas, en
la fugacidad de un compuesto, son ilustrados por cilculos de un modelo de

fugacidad genérico y simplificado.

En el trabajo de Bru et al. [88] los cambios de la temperatura y sus
efectos en los pardmetros de transferencia v de la capacidad de fugacidad no

son considerados. No obstante, estos cambios pueden producir importantes
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variaciones en los valores de la capacidad de fugacidad y de la fugacidad y,

en consecuencia, en la concentracidn,

De acuerdo con Mackay y Wania [91], grandes cambios de temperatura
pueden llevar a procesos de destilacidn en el cual compuestos quimicos se
evaporan de regiones cdlidas, condensando y acumulando en regiones frias.
Diferentes compuestos quimicos pueden estar sujetos a estos procesos en dife-
rentes grados conduciendo su distribucidn no uniforme a lo largo de gradientes

de temperatura,

A partir de éstas consideraciones, presentaremos un modelo de fugacidad
del tipo nivel IV afiadiendo cambiosg periddicos de temperatura en el siste-
ma compartimental constituido por n compartimentos donde las fugacidades
cambian con respecto al tiempo en respuesta a m emisiones del compuesto y
n cambios de temperatura. Estos procesos fisicos ¥ gquimicos son modelados
por un sistema dindmico periddico de control que describen el balance total

de masa del compuesto en los compartimentos,

3.7.1 Matriz dindmica dependiente de la temperatura

En esta seccidn mostramos como los pardametros de la matriz dindmica A del
modelo dado por las ecuaciones (3.9) varian con la temperatura ocasionando
que el modelo sea un sistema dindmico continuo dependiente de la tempera-

tura. Para tal propdsito es necesario presentar una ecuacidn termodindmica
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que relaciona la energia libre con Ia constante de equilibrio de Henry.

La energia libre de un sistema y las constantes de equilibrio que definen la
distribucidn de un compuesto guimico son funciones de la entalpfa. En efecto,
la conexitn entre la energia libre v la entalpia estd establecida explicitamente
por la ecuacién (2.2) de la pdgina 87. Mientras que, la entalpia y la constante
de equilibrio estdn relacionadas por la ecuacion

dG, = —RTIn K {3.14)

dond (7, es la energia libre de referencia y K representa la constante de
equilibrio. Los detalies sobre el desarrollo de la ecuacidn (3.14) pueden ser
encontrados en Weber y DiGiano [61]. La entalpia es una variable extensiva
v sujeta a los mismos tratamientos algebraicos que estdn sujetos la energia
libre. Se pueden establecer varias relaciones entre la entalpia, la energia libre

v las constantes de equilibrio.

En efecto, considerando la presion constante y diferenciando con respec-
to a la temperatura la relacion para la energia libre de Gibbs dada por la
ecuacidn (2.6) de la pigina 88 tenemos que

4G
(ﬁ),f -8 (3.15)

Integrar la ecuacidn (3.15) requiere el conocimiento de la relacion funcio-
nal de 5 con la temperatura 7. De la ecuacion (2.2} sabemos que
G—H

5= o

- 4
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En consecuencia, podemos escribir dG, como

(%)Fz_,ﬁr s dﬂf_;dﬂl (3.16)

La ecuacion (3.16) es conocida como ecuacidn de Gibbs y Helmholtz. Esta

ecuacion permite determinar dif. a partir de diG,. Ademads, la relacidn

9 (dG.\ _10(dG,) _dG,
BPACE f T AT T

(3.17)

es siempre verdadera cuando la presidn es constante.

El primer término del lado derecho de la ecuacidn (3.17) puede ser reem-
piazado por la ecuacidn (3.16) produciendo la siguiente versidn alternativa
de la ecuacidn de Gibbs y Helmholtz

8 (dG,\] _ _dH,
7 (7)), -7 o

Como consecuencia de la identidad 8 ( f %) = =g (1/T) la ecuacidn

(3.18) es escrita como

0dG,/T)] _
(o7 =% o

La ecuacion de vant't Hoff, la cual expresa la dependencia entre la cons-
tante de equilibrio con la temperatura, es consecuencia directa de las ecua-
ciones (3.19) y (3.14) por el reemplazo de E;;,—' por =R In K con lo cual se
obtiene

( din K ) df, (3.20)

an),” ®
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o de forma similar

Usar la ecuacidn (3.20) en una regresidn lineal entre los valores conocidos
de In K y de T—' produce una ecuacién lineal con pendiente —EEI. Dado
que los cdleulos de la regresidn lineal envuelven valores conocidos apenas en
un conjunto disereto de puntos, la notacién en derivada es reemplazada por la
notacitn en diferencias Ella y de ests forma escribimos el coeficiente angular

por % en lugar de —-?-1—' El valor de AH, es conocido como entalpia.

Si dH, = AH, es ssumido constante en el intervalo de temperatura
[T+, T}, la ecuacién {3.21) puede ser integrada entre T, y T resultando la

K A (T-T
oo =g (T,T ) (3.22)

donde K, y T, son las constantes de equilibrio y la temperatura de referencia,

ecyacidn

respectivamente,

De esta forma, el concepto de entalpia se puede usar en los cdlculos de
constantes de equilibrio en temperaturas determinadas cuando se conoce bien

una constante de equilibrio, su temperatura v la entalpia molar de referencia.

Es importante observar que la ecuacidn (3.22) relaciona la entalpia con el
logaritmao del cociente entre dos constante de equilibrio, Como un caso par-
ticular, podemos aplicar esta ecuacidn en cdleulos de constantes de equilibrio

de Henry.
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Como en los modelos dindmicos de fugacidad es necesario conocer las ca-
pacidades de fugacidad Z; de todos los compartimentos 1 y como la capacidad
de fugacidad del aire estd definida por Z; = _‘E%' 5@ Liene gue la capacidad
de fugacidad del aire depende de la temperatura.

En el agua la capacidad de fugacidad es definida por

1
%1 =g

donde H(1") es la constante de Henry a la ternperatura T, en consecuencia
la capacidad de fugacidad del agua es dependiente de la temperatura.

La constante de Henry es una constante de equilibrio, entonces podemos
escribir la ecuacion (3.22) comao

HELY - - AHu, (T-’n)

In (3.23)

i T.T
donde H(T') es la constante de Henry en la temperatura T y AHyp &5 la

entalpia molar de vaporizacion dada en julio-mol=!.

Es imporiante recordar, como fué discutido por Mackay [34], que para
algunos tipes de compuestos guimicos tales como los plaguicidas orgdnicos,
la capacidad de fugacidad a una determinada temperatura es expresado comao
funcién de la capacidad de fugacidad del aire o del agna.

De las discusiones de arriba, podemos notar que la capacidad de fugaci-
dad es funcionalmente dependiente de la capacidad de fugacidad del aire o

del agua que & su vez son dependientes de la temperatura, De esta forma,
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podriamos siempre estimar las variaciones de 1a capacidad de fugacidad de
otros compartimentos como funcitn de la temperatura conociendo su relacién

con la capacidad de fugacidad de aire o del agua.

En un modelo de fugacidad no estacionario con temperatura variable, el
balance total de masa de un compuesto se puede determinar por un sistemna
de ecuaciones diferenciales donde la capacidad de almacenar un compuesto
en su interior en cada instante de tiempo es el producto de su volumen por

su capacidad de fugacidad, es decir, ViZ(T).

Como los coeficientes de transferencia descritos por la ecuacidn (2.27) de
la pdgina 125 dependen de la difusividad y de la capacidad de fugacidad
y estas dependen de la temperatura podemos escribir que dy; = di(T), en
consecuencia la transferencia s dependiente de la temperatura De esta
forma, los coelicientes de la matriz dindmica A del sistema definido por las

ecnaciones (3.9) son todos dependientes de la temperatura.

3.8 Modelo de fugacidad peri6dico con la tem-

peratura

Con el objetivo de construir las ecuaciones del balance de masa recordamos
que para dos compartimentos advacente ¢ v j cualesquiera existird un gra-

diente de fugacidad no nulo siempre cuando el equilibro entre las fugacidades
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no sean alcanzados,

Supongamos que para un intervalo de tiempo [/ en el cual deseamos si-
mular la distribucitn del compuesto quimico la temperatura es una funcidn
periddica de periodo w € [, es decir, T, = T,. Adicionalmente, estamos
suponiendo gue T; son conocidas para un niimero finito de valores n e N y
que Ty = {1, i € I, Tao =Ty L =1, 2, ..., 7} es el conjunto de todas

las temperaturas conocidas.

Entonces para cada temperatura T v cada instante de tiempo t el balance

total de masa viene dado por el sistema de ecuaciones diferenciales

PV T) T)fi
s keViZilT) [ +j§|du{ )i B> GT) . Edt)
Vi Z(T) V.Zi {T}” ViZi{T)

JEK

df
% (3.24)

donde f; = fi(t) paratodoi=1,2,...,n

Notese que la ecuacién (3.24) es la misma que la ecuacién (3.8) de la
pdgina 144 donde no consideramos, por simple comodidad, la adveccidn v

que los valores de Z; y d;; son ahora dependientes de la temperatura.

De esta forma, las concentraciones en cada compartimento i son caleula-
das por la relacién Ci{t) = Z(T)fi(t) como funcién del tiempo desde, que
sean conocidas las fugacidades f; = fi(t).

El sistema expresado por la ecuacidn (3.24) puede ser escrito como el
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siguiente sistema dindmico continuo de contral

fie) = A(T)f(t) + Bult) (3.25)
C(t) = Z(T)f(t)

donde la matriz dindmica 4 estd defimida por

= (REHE[{_T] + E tf.-j'[T})
AI:T] = [ng] = %{{%!_} Bl j' g J{
| O si jEJi

Ademids, f = f(t} es vector derivada de la fugacidad de componentes
[_f.] = %EE f = f(l) es vector de estados de componentes [f;] = fi(t),
B = I, es la matriz identidad de orden n, v = u(t) es el vector de control

Ei(i]

de componentes [u(t)] = ViZT)" € es el vector de concentraciones de
componentes [Cy] = Z(T)f(t) v Z(T) es la matriz diagonal de orden n
cuyas componentes de la diagonal [Z;] = Zi(T') representan la capacidad de
fugacidad del i-ésimo compartimento en la temperatura T
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3.8.1 Discretizacidn y andlisis del modelo de fugacidad

periddico

En esta seccidn estudiaremos las propiedades del modelo de fugacidad me-
diante un sistema dindémico continuo y periddico de contrel descrito por la
ecuacion (3.25). Presentaremos un modelo discreto alternativo obtenido al
discretizar el sistema continuo original; en seguida estudiaremos la positi-
vidad de este modeio; presentaremos un test Gtil en la investigacidn de su
estabilidad y ilustraremos el modelo periddico simulando el herbicida moli-
nato cuando es aplicado al sistema compartimental hipotético del Ejemplo
2 de la pdgina 145 donde habrd cambios periddicos de coatro temperaturas

conocidas & lo largo del dia

sea T € Ty una temperatura fijada. La ecuacidn (3.25) como un caso
particular de la ecuacion (3.9) de la pagina 144 admite la siguiente solucidn
integral en el intervalo [0, ]

4

11t) = A (0) + f AT L () (3.26)

]
Discretizando la ecuacidn (3.26) como hicimos para la ecuacidn (3.9) y
considerando que el valor del incremento entre dos instantes de emisiones es
de una unidad de tiempo, es decir, T = | tenemos que
Sk +1) = Er (k) + Szuk)
Clk+1)= flk+1)Z(T)

(3.27)
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1
donde k e Z,, Fr=eMT 5= fr"m"dﬁ yox=1=t
L
Para cada T;, & Ty tenemos 1 sistemas de ecuaciones del tipo (3.27), une

para cada temperatura 15, € Ty, ¢s decir, i sistemas dados por

flk +1) = Fif(k) + Siu(k)

(3.28)
E[k+ ].1] = E;‘f“:-l- 1]'

donde k € Z,, f,Cyu € K, Iy = Fr,, § = 8p, y % = Z(I.) son
matrices periddicas de periodo w y de orden n x n,

Del estudio de los sistemas periddicos es conocido que las propiedades de

estos sistemas son investigadas usdndose las matrices de monodromia ﬁ Fi
i=1

¥y J!ljll 5y (ver Bru y Herndndez, [93]).

Teorema 25 Fl sistemo discreto de control (3.28) es un sistema positivo, es
L]
decir, los componentes de las malrices ﬁ Fi v [1 & son no negativas.
i=1 i=i
Demostracién. Es consecuencia inmediata de la no negatividad de las ma-

trices periodicas Fy v 5. W

En consecuencia, las fugaridades y las concentraciones son no negativas.
Entonees, la solucidn del sistema periddico es no pegativa siempre cuando

que los controles u = u(k) v las condiciones iniciales f(0) son no negativas.
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El estudic de la estabilidad de sistemas dinamicos periddicos discretos

de control estdn reducidos a asegurar que el radio espectral de la matriz de
n n

monodromia [] F; es menor que uno, es decir, p (H F}) < 1. Esto no es

iml I=1

facil de probar, ya que la matriz ]l{ Fi es un producio de n matrices. No
I=i

obstante, sabemos gue cada matriz Fj tiene un radio espectral menor que la

unidad (ver Bru et al. [89]).

Denotamos por p(-) al radio espectral de una matriz cuadrada de orden

()., () 0012

donde p#¢=1,2,...,7 ¥ y, &5 el vector propio de la matriz F; de compo-

n y por

nentes yp i asociado con el valor propio p( F}), es decir, Fiys = p{ Fi)y,.

Teorema 26 (Bru et al. [93]). Sean F|, ! matrices no negativas, Entonces

({17) < () ) () 3)_iiwm o0

Con estos resultados se puede averiguar sl o no el sistema discreto pe-
rigdico es estable al verificar si el radio espectral de la matriz ]5[ F} es menor
=1
que uno usando la desigualdad (3.29) del Teorema 26.
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3.8.2 TIlustraciones del modelo de fugacidad mediante

un sistema de control periddico

Cosideremos el ejemplo presentado en Paraiba et al. [94] donde es seleccio-
nado el herbicida molitane para ilustrar el modelo de fugacidad dindmico,
discreto y periddico dado por las ecuaciones del sistema (3.28) en el sistema
compartimental del ejemplo 2 de la pagina 145 el cual consiste de aire, agua

v sedimento, cuyas caracteristicas son descritas en aquelio ejemplo.

En esta simulacidn el periodo de tiempo, T, es de un dia y la temperatura
cambia a cada seis horas, § = 4. Las temperaturas son de 278, 273, 298 y
288K en las 0:00, 06:00, 12:00, 18:00 y 24:00 horas, respectivamente. La
temperatura de referencia en la ecuacidn (3.23) es de 27T8K™ y la constante

de Henry para esta temperatura es de 9.7 x 107 Pa:m® mal .

De acuerdo con Staudinger y Roberts [95] la entalpia molar de vaporiza-
cidn del molinato es de 3.024x 107 julios-mel ™',

El coeficiente de adsorcidn para esta sustancia en el sedimento es de
35.2% 10 m*-kg~'. La masa molar del molinato y del aire son de 183.3
y 28.97 gomol™', respectivamente. El volumen molar del molinato es de

224 .5 e mol™!.

Segin Carrasco et al. [96], la tasa constante de degradacién del molinato

en el aire, agua y sedimento, calculada por su vida media para cada compar-
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timento, son de 2.4x107%, 6.8x107% y 6.8%107% rnin™, respectivamente.

En este sistema compartimental apliquemos el herbicida molinato por el
aire segun las recomendaciones agrondmicas por hectdrea de 18mol durante el
intervalo de tiempo de 120 minutos empezando a las 12 : 00 horas del primero
dia de la simulacién. De este modo, E, (k) = 18/120 y E;(k) = E3(k) =0
para k=0, 1, 2, ..., 119 minutos.

El proximo paso de la simulacién es generar las matrices Fy = F[T%,)
y § = 8(T,,) para todo valor de | € (1,2, 3,4}, Con estos datos, es
solamente necesario especificar las matrices A; = A(T},) ¥ usar el comando
[Fi, Si) = c2d( Ay, I3, 1) del programa matemético MATLAB® para calcular
las matrices Fi = F(T:) y S = S(T;,) para cada valor de | € {1, 2, 3, 4}.
En consecuencia, las matrices F) = F(T, ), para cada temperatura en cada

hora son dadas por

6.60B8 x 10-' 3.38BR x 10~' 3.3618 x 105
Farboonos = | 5.4156 » 10~% 0.9920 x 10~ 1.8552 x 10~*
5.0013 = 10°% 1.7581 = 10°% 9.9998 x 10-!

6.5617 = 10~" 3.4350 x 10~' 3.4075 x 107°
4.5814 % 107! 9.9929 x 10~ 1.8527 x 10~

§
§II

4.3058 % 107® 1.7557 x 10°° 0.0098 x 10~ y
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| 60306 % 10! 30580 x 10~' 30263 x 105
Fagapoen = | 9.4608 x 10~ 09880 x 10~ 1.8642x 10~
| B.BT27 x 107" 1.7667 x 10°F 9.9998 x 10~

[ 67482 x 10-" 3.2494 x 10" 3.2216 x 10-5
Fomn gy = | 73128 x 10~* 9.9901 x 10" 18599 x 10~
| 6.8710 x 107* 1.7625 % 107 9.9998 x 10~

En este ejemplo los componentes de las matrices F; = F(T.,) cambian
muy poco como consecuencia de los cambios de temperatura, no obstante
los componentes de las matrices respectivas Z; = Z(T;,) cambian de forma
significativa. El efecto de la temperatura en las matrices Z; se puede observar
calculando las concentraciones al largo del tiempo. Para cada temperatura

y cada hora las matrices diagonales Z; son, respectivamente

43266 = 10~ 0.0 0.0

PATIE 0.0 1.8048 = 10 0.0
0.0 0.0 9.5228 x 107

4.0458 x 10~ 0.0 0.0

Lnrisein = 0.0 2.2028 x 10 0.0
0.0 0.0 1.1622 x 107
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4.1764 % 10~ 0.0 0.0

L5000 = 0.0 0.8697 % 10 0.0
0.0 0.0 4.5889 x 10°

4.1764 » 101 0.0 0.0

Zinbinom = 0.0 1.2371 x 10 0.0
0.0 0.0 6.5273 = 10?

L]
Podemos observar que | [] F}) ='0.9999557 < 1. En consecuencia, po-

=i

demos afirmar que la simulacidén del molinato en este sistema compartimental
con el modelo de fugacidad periddico es asintoticamente estable. Esta esta-
bilidad asegura que al largo del tiempo las fugacidades tienden a un punto

de equilibrioc en todos los compartimentos.

Las Figuras 3.5 y 3.6 ilustran, respectivamente, la evolucidn de la fugaci-
dad v de la concéntracién del molinato como resultado de la simulacidn por
el modelo descrito por las ecuaciones (3.28). En esta simulacion el fsempo de
ssenfamiento, es decir, el tiempo requerido para que los valores de fugacidad
asiente en un valor alrededor de un valor de equilibrio es de 16,000 minutos
(11 dias).

Cerrada las emisiones a los 120 minutos iniciales observamos por la Figura

3.5 que las fugacidades disminuyen uniformemente en los compartimentos
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aire y agua y aumenta en ¢l sedimento hasta arercarse de los valores de
la fugacidad en el aire v el agna. El valor de la fugacidad de equilibrio
determinado por el modelo a los 16,000 minutos estd alrededor de 107 uPa.
El tiempo de residencia medio del molinato en los compartimentos aire, agua
y sedimento en esta simulacion y caleulados por la ecuacidn (3.13) de la
pagina 152 es de 60 horas en el aire, 74 horas en el agua v 153 horas en el

sedimento.

En Figura 3.6 podemos observar que las concentraciones del molinato
cambian periddicamente en el agua y en el sedimento. En el aire la con-
centracidn disminuye abruptamente después de cerrada las emisiones. En
el ague la concentracién del molinato disminuye més lentamente y es en el
sedimento donde las conceniraciones aleanzan valores mdximos, En el agua
v en el sedimento podemos observar mejor el comportamineto periddico de
las concentraciones. Este comportamiento del molinato, en esta simulacidn,
es consecuencia de los cambios periddicos de la temperatura en los valores de
la capacidad de fugacidad del agua y del sedimento como se observa en los

componentes de las matrices 2, = Z(T%,).

Las condiciones de la simulacidn y las propiedades guimicas del molinato
explican el descenso de las curvas de concentracidn en el aire y en el agua,
Ademds, la acumulacidén del molinato en el sedimento estd asociado con el
coeficiente de adsorcidén de este herbicida en el sedimento con un 4% de

carbono organico. El compuesto es aplicado solamente en el aire v debido a
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los coeficientes de transferencia y a los valores de la capacidades de fugacidad
del agua v del sedimento el molinato es transferido periodicamente desde el

aire hasta el sedimento,
moknalo
05 T T - - - . . T '
001 -
0,005 aire
0 ; 1 . - ; I . . I

0 w00 200 300 400 500 60D VOO BOO SO0 1000

i

—

ugacidad (uPa)
o

ﬁﬂ

05 .

0 200 4000 €00 800 1000 12000 14000 16000
timpo (mi)

Figura 3.5: Sirnulacidn de la fugacidad del herbicida molinato en log compar-
timentos otre, ogua y sedimento anfes y después de cerrada los emmisiones en el

are.
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Figura 3.8: Simulacién de la concentracidn del herbicida molinaio en los com-
partimentos afre, agua p sedimento antes y despuds de cermda lax emisiones en el

atre,
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Conclusiones y Ilineas futuras

Como conclusiéon general del trabajo realizado podemos sefizlar que hemos
desarrollado un modelo basado en el concepto de fugacidad en el que hemos
modelizado la fupacidad no estacionaria mediante dos sistemas dindmicos
de control. El primer modele es siempre aplicable en condiciones no esta-
cionarias donde no hay cambios periddicos de temperatura en los distintos
compartimentos del ecosistema. El segundo modelo se aplica también en
condiciones no estacionarias; pero, anadimos la suposicion, mas real, de que

hay cambios periddicos de temperatura en los compartimentos,

En el trabajo realizado, mostramos como estos cambios afectan a la matriz
dindmica del modelo como consecuencia de la influencia de la temperatura
en la caparidad de fugacidad de un compartimento para un determinado
compuesto v probamos que los sistemas continuos y discretos son positivos y
estables, lo que confiere un importante grado de seguridad para un analista
en lo que concierne a la coherencia entre el problema estudiado y el modelo
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propuesto.

Ademés, hemos demostrado la validez de los modelos v de los métodos
numéricos de resolucidn presentando tres ejemplos de la simulacidén de la
distribucidén no estacionaria de un compuesto, por los dos sistemas dindmicos
discretos de control propuestos, mediante el cdlculo del balance de masa por
la fugaridad en un ecogistema sencillo y hipotético constituido por aire, agua
v sedimento.

Cada uno de los ejemplos contienen los datos del compuesto y del eco-
sistema que s0n necesarios para gue se usen los modelos propuestos en esta
memoria a fin de simular |a distribucidn no estacionaria de una aplicacién
o de la emisién continuada de un plaguicida o de un compuesto quimico

organico cualguiera, pero que posea una determinada presidn de vapor.

Aungue las temperaturas utilizadas en lz simulacidn de nuestro ejem-
plo son las mismas para todos los compartimentos, €] interesado puede usar
el modelo periddico cuando las temperaturas son periddicas pero distintas
en cada momento para cada uno de los compartimentos, por ejemplo, la
temperatura del agua a una determinada hora puede no ser exactamente la

temperatura del aire.

Nuestro interés en investigar el comportamiento de los compuestos quimicos,
mediante la fugacidad v los sistemas dindmicos de control, no acaban en esta

memoria; seguiremos trabajando con los modelos aqul presentados con «] ob-
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jetivo de adaptarlos al estudio del comportamiento ambiental de otros tipos
de compuestos. Para las sales, por ejemplo, puede emplearse un concepto
similar al de fugacidad, denominado de equivalencia, que podemos utilizar
para desarrollar un nuevo modelo compartimental como un sistema dindmico
de control lo cual servird para establecer la distribucidn dindmica de las sales,
como los nitratos, dado que estos compuestos constituyen un gran problema
de salud piblica y ambiental. Este modelo también puede utilizarse para
estudiar la distribucion de 1ones metdlicos pesados de alta toxicidad.

Uno de los problemas de los modelos de fugacidad nivel 1, II, TIT, TV ¥
tle los modelos de fugacidad mediante sistemas dindmicos de control es gue
los vohimenes de los compartimentos deben elegirse con antelacién. Pero,
puede surgir la necesidad de modelar la distribucidn no estacionaria de un
compuesto quimico cuando hay diluciones; es decir, cuando el volumen de
uno o més compartimentos cambian con el tiempo como, por ejemplo, el
cauce de un rio. El planteamiento de este nuevo modelo puede necesitar del

estudio de sistemas dindmicos discretos positivos en dos dimensiones.

Ademads, se puede estudiar también el problema gue consiste en determi-
nar los componentes de la matriz dindmica a partir de un conjunto minimo
de datos de concentraciones del compuesto en el ecosistema en estudio; es de-
cir, dado un ecosistema y sus compartimentos, determinar el niimero minimo
de observaciones que son necesarias para determinar los componentes de la

matriz dinamica a partir de dichas observaciones, en la literatura de siste-
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mas dindmicos de control este problema es conocido como el problema de la

identificacién de pardmetros,

Los modelos compartimentales sugieren una gran variedad de aplicacio-
nes. En particular pensamos investigar el uso de esta clase especial de mo-
delos en el estudio de la lixiviacidn de un compuesto en el suelo no saturado;
pero, para ello, pensamos en combinar un modelo de flujo no estacionario
de agua con un modelo compartimental donde los compartimentos son ca-
pas no saturadas del suelo vy la adveccidn es descrita por la ecuacién de
flujo de agua, Ademads, la discretizacién usada en esta memoria sugiere una
solucidn numeérica para el problema de determinar el tiempo de residencia
de radioisétopos que se desplazan en un suelo y son descrito por modelos

compartimentales.

Hemos publicado el modelo de fugacidad mediante un sistema dindmico
de control en la revista Applied Mathematical Modelling [89] y la aplicacién
del dicho modelo a la simulacién de la distribucidn de tres insecticidas en un
ecosistema constituido de gire, agua y sedimento en la revista Chemosphers
[88]. Ademds, hemos sometido para su publicacién el modelo de fugacidad

periddico con la temperatura a la revista Environmetrics [94)].
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