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Apresentagdo

Texto para Discussdo é um veiculo utilizado pela
Secretaria de Administragdo Estratégica — SEA —, da Em-
presa Brasileira de Pesquisa Agropecudria — Embrapa —,
para dinamizar a circulagdo de idéias novas e a prdtica
de reflexdo e de debate sobre aspectos relacionados a cién-
cia, d tecnologia, ao desenvolvimento agricola e ao
agronegocio.

0 objetivo da série € fazer com que uma comunida-
de mais ampla, composta de profissionais das diferentes
dreas cientificas, debata os textos apresentados, contri-
buinde para o seu aperfeicoamento,

Qs trabalhos trazidos a esta série poderdo, em
seguida, ser submetidos a publicacdo em qualguer livro ou
periddico. Ndo se reserva aqui o direito de exclusividade
de artigo ou monografia posta em discussdo.

O leitor poderd apresentar comentdrios e sugestdes,
assim como debater diretamente com os autores, em semi-
ndrios especialmente programados, ou utilizando qualquer
um dos enderegos fornecidos: eletrénico, fax ou postal.

Os trabalhos para esta colegdo devem ser enviados
d Embrapa, Secretaria de Administracdo Estratégica,
Edificio-Sede, Parque Estagcdo Biolégica — PgEB -, Av. W3
Norte (final), CEP 70770-901, Brasilia, DF. Contatos com
a Editoria devem ser feitos pelo fone (61) 448-4452 ou
pelo fax (61) 448-4319.

Os usudrios da Internet podem acessar as publica-
¢oes pelo endereco htip://www.embrapa.br/unida-
des/uc/sealtextdiscussao.htm/. Para os usudrios do Siste-
ma Embrapa, basta clicar em novidades, na Intranet.



i E‘.xlO

. | D

Consideracdes Estatisticas sobre a
Lei dos Julgamentos Categéricos

Geraldo da Sifva e Souza’

! Pesquisador da Empresa Brasileira de Pesquisa Agropecudria —
Embrapa. Parque Estagio Bioldgica - PQEB -, Av. W3 None
(finaly, CEP 70770-201, Brasilia, DF, Brasil.



Introdugdio

[ ] c onsidere-se um conjunto de r=2 estimulos
§={8,... §,}eum conjunto com m =2 categorias

de resposta C={C,.... C,,} Um parecerista ou juiz,

aleatoriamente escolhido de uma populagio, classi-
fica cada estimulo §, em uma das categorias ¢ r

As categorias em ¢ sfo mutuamente exclusivas e

ordenadas segundo uma caracteristica subjacente de
interesse. Nesse contexto, C,<C,<..<(,, represen-

ta a ordenagiio em C, isto €, relativamente i carac-
teristica de interesse, (, representa os impulsos
menos intensos e ¢, os impulsos mais intensos. Os

conjuntos de dados gerados por tais processos sdo
conhecidos como dados categéricos, com respostas
em escala ordinal. Sdo muito comuns em aplicagdes
de Biologia, Econometria, Sociologia, Psicome-
tria e Administragio. Veja Souza & Avila (2000),
Rousseau et al. (1999), Macedo (1997), Turoff &
Hiltz (1993), Sousa (1993) e MacCullagh & Nelder
(1989).

Um exemplo tipico se obtém quando se pede a
cada elemento de uma amostra de individuos, toma-
da de uma certa populagio, que manifeste sua opi-
nido, relativamente a algum critério, sobre cada ati-
vidade de um conjunto de interesse. Tais estimulos
ou atividades poderiam ser projetos de pesquisa, u-
nidades de pesquisa de uma instituigdo ou mesmo
um conjunto de agdes, para o qual se quer avaliar



cada elemento em uma escala psicométrica.
MacCullagh & Nelder (1989, p. 175) fornecem um
exemplo simples de tal processo, em que os estimu-
los sdo quatro tipos de queijo (A, B, C e D).
O arbitro (degustador) manifesta a intensidade rela-
tivamente a qual gosta ou ndo de um determinado
tipo de queijo, em uma escala ordinal de 1 a 10, on-
de 10 representa “gosto excelente” e 1, “insatisfa-
¢io forte”. Para essas situagOes, Thurstone (1927)
propds um modelo de julgamento geral do qual €
possivel derivar um conjunto de equagdes relacio-
nando os parimetros dos estimulos e de categorias
de resposta as freqiiéncias da tabela de contingéncia
das avaliagGes dos juizes. Esse conjunto de equa-
¢oes € conhecido como Lei dos Julgamentos Cate-
goricos. O modelo estatistico resultante, em sua ver-
sdo linear, pertence a classe de modelos com respos-
tas multinominais que Nelder & MacCullagh (1989)
discutem no Capitulo 5.

0s modelos thurstonianos, embora originados
hd muito tempo, tém sido objeto de continuo uso em
aplicagbes e na pesquisa de natureza psicométrica.
Messe contexto, vale mencionar os trabalhos de
McFadden (1974) e Maydeu-Olivares (1999, 2001),
que discutem o uso da proposta de Thurstone para
modelar preferéncias em aplicaces de economia e
psicologia, respectivamente. A melhor referéncia
com respeito aos aspectos filosoficos e matemd-
ticos da Lei dos Julgamentos Categdricos é ainda
Torgerson (1958). Informacdes dteis também po-
dem ser obtidas de Maydeu-Olivares (2001), Saaty
(1994), Johnson & Kotz (1989) e Souza (1988).

Neste artigo, mostra-se como a Lei dos Jul-
gamentos Categoricos pode ser posta em uma estru-



tura semelhante & usada por Grizzle et al. (1969) na
andlise de dados categéricos e, alternativamente,
como um modelo ndo-linear de resposta multinomi-
nal que pode ser analisado pelo método de mixima
verossimilhanga. O processo inferencial resultante
dessas abordagens € flexivel o bastante para estimar
0s parimetros dos estimulos e das categorias e para
testar a lei de Thurstone dos julgamentos categéri-
cos. A abordagem aqui adotada, embora bem co-
nhecida na literatura estatistica, pelo menos no im-
bito de conhecimento do autor, ndo consta da litera-
tura psicométrica padrio e da maioria das aplica-
¢oes da Lei dos Julgamentos Categdricos que, tipi-
camente, se utilizam dos modelos lineares e do mé-
todo de momentos. Também nio sdo executados
testes estatisticos formais da teoria.

A exposigdo levada a efeito no artigo procede
como segue. A Segdo 2 trata da teoria de Thurstone
que conduz & Lei dos Julgamentos Categéricos. Na
Segdo 2, também mostra-se como os modelos de re-
gressdo linear e niio-linear podem ser utilizados para
ajustar a Lei dos Julgamentos Categéricos com o
uso dos métodos de minimos quadrados generaliza-
dos e de médxima verossimilhanga. Na Segiio 3, a-
presenta-se a abordagem cldssica 4 Lei dos Julga-
mentos Categoricos. Explora-se a discussdo de Tor-
gerson (1958). Na Segdo 4, discutem-se aspectos
computacionais. Na Sec¢do 5, ilustra-se a teoria de
Thurstone com uma aplicagio que explora algumas
caracteristicas do pacote estatistico SAS. A Secdo 6
mostra como obter um conjunto de pesos que so-
mam um e que servem ao proposito de classificar os
estimulos. Essa abordagem € original e é competiti-
va com o método do processo analitico hierdrquico



de Saaty (1994) e com a Lei dos Julgamentos Com-
parativos de Thurstone quando o nimero de estimu-
los e a amostra de drbitros sdo muito grande, de
forma que o registro, e o controle dos julgamentos
de pares de alternativas, se torna praticamente im-
possivel de realizar. Finalmente, na Segédo 7, apre-
senta-se um resumo dos resultados principais do ar-
tigo e uma discussio breve da hipotese de indepen-
déncia nos julgamentos dos estimulos e da aplicabi-
lidade geral da Lei dos Julgamentos Categdricos.

A Lei dos Julgamentos Categoricos

. 0 modelo psicométrico proposto por Thurstone (1927)
postula a presenga de um continuo psicolégico. Ca-
da vez que um juiz se vé ante a um estimulo, um
processo de discriminagio mental ¢ colocado em
agio gerando um valor numérico na reta real que re-
flete a intensidade do estimulo na percepgéo do juiz.
Desse modo, os estimulos traduzem-se em valores
de escala f,,..., 4, . Do mesmo modo, as categorias

se traduzem em valores de localizacdo7,,...,7,

m=|
Essas quantidades definem uma partigio da reta real
(=eo, 7,1, (7,,7,] 40 (T,,, +o0). A partigio serve
ao proposto de associar os estimulos §, as catego-
rias (; de acordo com a regra seguinte. Um juiz
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classifica o estimulo §, em |J_ C, se e s6 se
4, = 7,. O processo herda aleatoriedade do esquema

amostral e do fato de que, em virtude das flutuagdes
de natureza estocastica, um determinado estimulo e
categoria, quando repetidamente avaliados por um
mesmo érbitro, ndo geram os mesmos valores de es-
cala e localizagdo no continuo psicoldgico.

A aleatoriedade do processo nos leva a supor
que, na realidade, os g sio médias de varidveis

aleatbrias &, com varidncia 4, e que os 7, siio
médias de varidveis aleatorias 77, com varidncia ¢°.

A discussdo impde também independéncia nos jul-
gamentos dos estimulos e normalidade conjunta.
Em outras palavras, os £ ndo sdo correlacionados e

os pares (& ,77,)tém distribuicdo normal bivariada.

Em principio, o interesse estatistico concentra-se
nas diferengas paramétricas g, —u,. Essas quanti-
dades servem ao proposito de avaliar diferencas de
intensidade entre dois estimulos. Na Secfio 5, trata-
se com mais detalhes do problema de medir as in-
tensidades relativas dos estimulos e de sua ordena-
¢do segundo uma medida de intensidade relativa.
Ali, uma abordagem alternativa e equivalente ao es-
tudo de contrastes € apresentada.

Seja m, a probalidade de classificar o estimulo
§; em uma das primeiras j categorias C,,C,,...,C ..

Supde-se que 7, >0. Tem-se
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Fl

P.5elUC }=J‘Trj i=l..rj=1.m-1
I=1

=P{£ <n,)

em que Z tem distribuigdo normal padriio.
Seja g(.) a transformacio probit. A suposi-
¢do de normalidade conjunta conduz as equagdes

#l'_TJ

el )lm———— i=1l...,
)t

que relacionam as probabilidades cumulativas g,

rj=lo. m=1 (1)

aos parimetros do modelo de Thurstone. Claramen-
te, vé-se que € possivel generalizar a projecdo nor-
mal no continuo psicolégico a outras distribuigoes.
Qualgquer fungdo mondtona pode fazer o papel de
a(.). Alternativas tipicas nesse contexto seriam a da
escala logistica g(x)=In{x/(1-x)} e a da escala log-
log g{z}=ln{— In(l-=x ]} .

Suponhamos primeiramente que se tenham
observagtes suficientes disponiveis para estimar as
probabilidades g, . Nesse contexto, a versdo amos-

tral da Lei dos Julgamentos Categdricos €, portanto,
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em que g, € a freqiiéncia cumulativa relativa de
observagbes na categoria C;- Os vetores
w'; =\ wy v iy ) so distribuidos independente-

mente, com uma matriz de varidncia distinta para
cada i. Claramente,

ﬁﬂ'zﬁfl+:ﬁil+"'+ .ﬁ;,.

em que p_ representa a proporgio de vezes que os
drbitros (amostra) classificam o estimulo §, em ¢, .
Seja

G(#)=(G(#),..G/(#,)),  #=(#a’)) ()
em que G(#) € o vetor resposta, #,= (7, i) €
G,(#;) é o subvetor de G(#) formado com as quan-
tidades g () i=Ll..m-1. A expansdo de Taylor
de primeira ordem de G,(#, ) em torno do parime-
tro g, =(p,e. p,, ) produz

gy 0 0 - 0
G )-Glm)e | ED F 0
Eimr) 8Ty = - 8 (i)
nﬁql_pr'!
X : (4)
Piut™ Pim
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em que
(.
gr (H’-a_r}: *flz.ﬂ' exp |%}
para a fungdo de ligagdo probit,

g {Eu }zxﬂ-[i‘}rj’

para a logistica, e

1

g’ {ﬂ.'ij.}z

para a escala log-log.
Seja {, a matriz triangular inferior em (4) e
Vv, a matriz de varidncia de #,. Supde-se que no

modelo de regressdo (2) o vetor residual tem média
Zero e varidncia

V =diag(HV,H,,...HV.H,) (5)
que pode ser estimada por
‘?-:diag ': ﬂ]ﬁ.ﬁi*""ﬂrﬁrﬁ;j [ﬁ]

usando as quantidades p e 7, em substituigio a
p, € m;. respectivamente.
Com o nivel de generalidade acima, a lei de

classifica¢iio que Thurstone propde ndo € identifici-
vel. Porém, dependendo das suposicdes relativas aos
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componentes Var(S, —7,). uma solugiio para a Lei

dos Julgamentos Categdricos € vidvel. Nesta seciio,
consideram-se trés modelos distintos que Torgerson
(1958) rotulou de Modelos B, C e D. Os Modelos B
e C sdo ndo-lineares. Comegamos nossa discussio
com 0 Modelo D, que € o mais simples.

Modelo D

No Modelo D, pressupde-se Var( —1n,)=1
para qualquer par (i, j ). Assim, obtém-se

E(g(&)=1,~ 4, (7)

ou, em forma matricial

1 00 - 0 -1 0 - 07
010 - 0-10- 0|, .
T
0«00 1 -10 .- 0 T (8)
Efa(#))=| 3 33 8 ¥ 2 3 .3 ’H
1 000 00 ot |l A
01 0---0 0 0O -1 .
BF BB Tl BB | Sy
0 - 00 1 0 0 - —1]

O Modelo D em (7) ndo ¢ identificado, pois a
matriz de delineamento em (8) niio tem posto coluna
completo. Porém, todos os contrastes que envolvem
0s 4, sdo estimdveis. Como estamos principalmente

interessados nas comparagdes de pares de parime-
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tros, pode-se, sem qualquer perda de generalidade,
impor a restrigio

Su,=0 ©)

Sob (9), o método de estimagdo apropriado € o
de minimos gquadrados generalizados restritos.
A bondade do ajuste (goodness of fit) pode ser ava-
liada pela soma de quadrados residual que, sob a hi-
potese de que o modelo seja apropriado, tem distri-
buigdo qui-quadrado, com (r-1)(m-2) graus de
liberdade. Esse é o teste proposto por Grizzle et al.
(1969).

Modelo B

O Modelo B pressupde Var(& —1,)=4; . Essa
suposigiio gera o modelo de regressdo ndo-linear

g(#;)=- %ﬂh (10)

Note-se que se deve ter 2r+m-3<r(m-1),

isto €, o mimero de parametros deve ser no miaximo
igual ao mimero de observagoes.

Para identificar 0 Modelo B, impdem-se as
duas restrigdes seguintes:

Yo =re =0 (11)
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Essas condi¢des sdo conhecidas como restri-
¢oes de Torgerson (1958) e generalizam a restrigio
(9) imposta no caso linear.

Conjuntos alternativos de restrices apa-
recem mna literatura. Torgenson (1958), por
exemplo, segue Gulliksen (1954) e impde
. 7,=0e ZJ?f:m—l. Neste artigo, conside-
ram-se somente as restricdes de Torgerson, uma vez

que parecem ser mais naturais como generalizagio
do Modelo D (§,=1). Em alguns casos, porém, as

restrigoes do tipo de Gulliksen podem ser mais fi-
ceis de se impor. Vale a pena mencionar que o Mo-
delo B € andlogo & Equagio 5.4 de MacCullagh &
Nelder (1989, pdg. 154) com a reparametrizagao
8, =exp( w; )

Seja n,=1/§,. Y.i=H,/6; e

entdo, (10) pode ser escrito equivalentemente como

E(G(1)=[1,A18 (12)

em que / € a matriz identidade de ordem r(m-1) e
A € a concatenagdo vertical dos r blocos

-1 0 .. 0 0 0 .=
-1 0 .. D 0 0 .. -1

-1 0 ... 0. 10 0 .. -1

cada um de dimensio (m—1)r.
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Pode-se estimar o0 Modelo B utilizando-se mi-
nimos guadrados nao-lineares restritos. Como men-
cionado anteriormente, avalia-se a bondade de ajus-
te por meio do teste de qui-quadrado de Grizzle
et al. (1969).

Valores iniciais convenientes para a estimagio
ndo-linear sdo obtidos fazendo §,=1 e utilizando-se

as estimativas do Modelo D para os parimetros
M © 1y

Modelo C

No Modelo C, postula-se Var(&-7,)=6;.
De (2) obtém-se 0 modelo de regressio ndo-linear

g(m)=—%+u@ (13)

As condigdes de identificagdo para o Modelo
C sdo

m=1 m—1

Y g,=m-le ¥ L=0. (14)

J=l =l @ i

Essas restrigoes sio duais de (11).

Obviamente, 0 Modelo C também generaliza
o Modelo D, embora nenhuma restri¢do seja impos-
ta aos pardmetros g . O nimero efetivo de parime-

tros (r+2m) presentes no Modelo C deve ser me-

18



nor ou igual a r (m —1). Como no Modelo B, a es-

timativa de contrastes ¢ dependente das restrigdes
impostas.

Seja n,=yeg; e yj:g-J.mJ.Entﬁn. de (13),

8wy )==Hn+7+uy

Segue que (13) é equivalente a

E(G@#)=[-1.A18 (15)
em que
B=( iy o B bl Ty B T Yy Yy )

e A € a concatenagiio vertical de r blocos, cada um
definido pela matriz identidade de ordem m—1.

O Modelo C também € niio-linear, e o algorit-
mo de otimizacdo que leva i solugiio de minimos
quadrados generalizados exige valores iniciais para
os pardmetros. Esses sio obtidos tomando g,=1 e
usando para &, o valor da média da i-ésima linha da
matriz (g (#;)) e para 7, o desvio da média da
coluna j relativo & média geral da matriz.

Se ndo houver observagdes (repetigdes) sufi-
cientes para estimar as probalidades g, pode-se

apelar para o estimador de maxima verossimilhanca
como substitutivo dos minimos quadrados generali-
zados. Tal circunstincia ocorre, por exemplo, quan-
do alguma casela da tabela de contingéncia apresen-
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ta freqiiéncia nula e as fungdes de ligacdo habituais
nio podem ser calculadas. Alerta-se desde ji que
tabelas de contingéncia esparsas representam pro-
blemas para estimagio em ambos os métodos.
MacCullagh & Nelder (1989) se referem a uma ta-
bela como esparsa quando uma propor¢io grande
de freqiiéncias das caselas da tabela sio pequenas,
isto €, menores que 5. Nessas situagdes, como tam-
bém no caso extremo da existéncia de fregiiéncias
nulas, o problema pode ser parcialmente contornado
somando-se constantes pequenas as freqiiéncias das
caselas problemadticas. Alguns métodos de fazer isso
sdo descritos em Forthofer & Lehnen (1981). Essa
técnica € absolutamente necessdria para o uso de
minimos quadrados generalizados com tabelas apre-
sentando fregiiéncias nulas.

Para a abordagem de médxima verossimilhan-
¢a, supde-se que os totais m; das linhas da tabela de

contingéncia subjacente sejam fixos. Seja y , @ fre-
qiiéncia observada na casela (i, j), a fungio de ve-
rossimilhanga para a tabela de contingéncia é dada
por

Zln( )+Ez,u“1n (p,) (16)
Yoo Vm

i=1 i=l j=1

em que p, =1-3""/p  para todo i. Por exemplo,
para fixar idéias, no Modelo B tem-se

) (R 7 A I T M, L, (7
p.,z[—i] p.,g[&}g[ J; 2,..m—1

20



Busca-se maximizar a expressio Z:—-Z—: ¥, In(p, )
em (16), com respeito a i, d,.e ¢, sujeitos a (17)

e s restrigdes de Torgerson. De agora em diante,
essa expressdo serd referida como log-verossi-
milhanga.

Os resultados classicos inferenciais que dizem
respeito ao estimador de mdxima verossimilhanga
se aplicam no presente contexto, e a andlise de de-
viance (MacCullagh & Nelder, 1989) é a chave para
a avaliagdo da bondade do ajuste e, portanto, para
determinar a melhor alternativa de modelagem
(Modelo B, C ou D) para as percepgdes dos juizes.

Abordagem Cldssica para a Lei dos
Julgamentos Categéricos

® A abordagem cldssica de estimativa para a Lei dos
Julgamentos Categdricos se restringe a determina-
¢do de solugdes para o sistema de equagdes (1)
quando se substitui g, por #,, sob as condigdes
subjacentes dos Modelos D, B ou C. A abordagem ¢é
essencialmente de método de momentos. Os esti-
madores de método de momentos sdo calculados
como segue. Suponha que ndo haja nenhuma fre-
giiéncia nula em qualquer casela e seja Z =(2,) a
matriz com os valores do probit ou de qualquer ou-
tra fungdo de ligagdo, isto é, 3, =g (& ).
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Represente por z; e Z;a média e o desvio-
padrdo da i-ésima linha de Z, respectivamente. Re-
presente por 7 & 7 ; essas mesmas quantidades pa-
ra a jésima coluna de Z. Seja d o desvio-padriio das
médias 7 ;, e o desvio-padrio das médias 7, e 7 a
média geral de Z.

Para o Modelo D, a solugio de (1) sujeito a
(9) € determinada por

ﬁi=_fl.+z..r f;":i.jn (I.B}

Essa solugio também minimiza a soma de
guadrados residual para o modelo (8) com o uso de
minimos quadrados ordindrios.

Para o Modelo B, a solugio de (1) sujeito a
(11) é determinada por

#=7,.8=d/z., B=7.-5 7z (19)

Note-se que, quando 2r+m-3=r(m-1), as
estimativas de minimos quadrados generalizados e
de método de momentos sdo coincidentes, pois a
soma de quadrados residual correspondentes se anu-
la quando avaliada nas estimativas de método de
momentos.

Os estimadores de método de momentos para
o Modelo C sio duais dos do Modelo B. Sio dados

por

é_f:e."lrg._.'!ﬁiz_zi.tfﬂ=-3--+éIE-J (20)
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Quando r+2m=r(m-1), as estimativas de

minimos quadrados generalizados e de método de
momentos sdo iguais.

As varidncias dos estimadores (18), (19) e
(20) podem ser calculadas usando o fato de que as
quantidades envolvidas nas expressoes desses esti-
madores sdo todas fungdes de z; = g (7). As vari-
dncias sio entdo determinadas por meio de expres-
soes da forma LVL', em que L é uma matriz com

cada linha definida por um vetor gradiente e V¢
como em (5). Seja x o vetor de parametros popula-
cionais correspondente a # de (3). Para o Modelo
D, L tem linhas 9 /ax’ e 9%,/ox" . Os elemen-

tos tipicos desses gradientes sio

r—1 .
—— _sei=vy
o, rim-1) an
|
aZP.I' —_— ke i;&].-;'
r{m-l]
e
1 .
| sei= @
9% |0 se j#l
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Para o Modelo B, L tem linhas
di/on’ . gé./on’ ¢ 9%,/ox’ . Os elementos tipi-
cos desses vetores sio

V& [ 2z ez |,
aﬁ. rim-1j m—1 z"'|:r{m—2].n'5i. :m.—:]qz_]!J = (23]

dzu 1 i

rim=1) “r(m—2 \z ;. e
TiTE - d[zﬂ_fi.]3 o
36 _) rim-2)az. (m-2)(z)
dzu In—1I se vai
rim=2)z
(24)
e
9t | L s j=i )
= F
02w 0 se j=l

respectivamente. Para o modelo C, L tem linhas
of,fax , 36, [ax e d#,/ax’. Os elementos tipi-
cos desses vetores sio
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1 .
——=1 m-1 (26)

dzu 0 sev#i
I {Ev._f..] _e (zw—71) j=t
aé r=1){m-1) e(z,)’ 7.)
a;i,.j: ( ]H:,_l—}g_ (207 (n=1)(z:) . @7
~ ) () ez se =l

SN S S B r{:-—f-J] -
ar, | rm) " "[wnm—uf.-*:Hr{sfr T8
Bew | @—z |
lrimt) g, rlme1)

se j#i

Menhum teste estatistico formal aparece na
abordagem clissica. A medida de bondade de ajuste
sugerida em aplicagoes diz respeito 4 habilidade dos
modelos em reproduzir as probabilidades observa-
das p;- A medida de bondade € dada pelo desvio

absoluto médio
1 - -
mﬂd=;§|ﬂ_ F"ai| 29

emque p, € uma estimativa baseada no modelo.



Aspectos Computacionais

o P ode-se calcular as estatisticas ¢ os estimadores asso-
ciados ao método de minimos quadrados generali-
zados para os Modelos D, B e C com o uso do SAS'
por intermédio dos procedimentos PROC IML,
PROC MODEL, PROC NLIN e PROC NLMIXED.
Primeiramente, calcula-se a decomposi¢do de Cho-

lesky de V™' determinando-se uma matriz R tal que

V™' =R'R . Utiliza-se R para colocar o modelo ori-
ginal na forma

RG (#)= RXf + Ru

em que X € matriz de design definida em (8), (12)
ou (15}, dependendo do modelo sob estudo. Com o
vetor de respostas transformadas RG (#) e a ma-
triz de design RX, pode-se utilizar os procedimentos
PROC MODEL OU PROC NLIN para ajustar a re-
gressdo, tomando o cuidado de impor as restrigdes
na equagido do modelo no caso de se usar o PROC
NLIN.

Comega-se com o Modelo D. Este é linear e
fornece valores iniciais para o Modelo B. Os desvi-
os-padrio exibidos pelo PROC MODEL necessitam
de ajustes, pois a soma de quadrados residuais

! Uma macro SAS com respectivo manual esti disponivel. Contate o
autor em Geraldo, Souza@embrapa.br.
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nio € unitiria. O PROC NLIN permite a escolha da
opcio SIGMASQ=1 e fornece os desvios corretos,
mas exige cdlculos adicionais para a determinagio
dos desvios-padrio dos parimetros omitidos do
modelo no processo de impor as restricbes do mo-
delo.

Para o método de mdxima verossimilhanca,
note-se que a fungdo objetivo a ser maximizada é
negativa e, portanto, pode-se achar seu miximo mi-
nimizando-se seu simétrico. Desse modo, se defi-
nirmos a fungdo resposta do modelo como sendo a
raiz quadrada de duas vezes o negativo da fungio de
verossimilhanca de cada estimulo, e tomando como
varidvel resposta a constante zero, entdo a quantida-
de a ser minimizada € precisamente a soma de qua-
drados residual para o modelo ndo-linear corres-
pondente. Pode-se utilizar o PROC NLIN para
computar o minimo com as opgdes SIGMASQ=1 e
METHOD=NEWTON. Outra alternativa mais efici-
ente e facil para obter os estimadores de méxima ve-
rossimilhanca € dada pelo PROC NLMIXED. Para
o PROC NLMIXED, deve-se utilizar a mesma va-
ridvel resposta com valor nulo e a forma original da
fungdo de verossimilhanga.

A abordagem da verossimilhanca na versdo
linear da Lei dos Julgamentos Categéricos € um ca-
so particular dos modelos lineares mais gerais que o
PROC GENMOD pode analisar. Verifique-se a do-
cumentacdo do SAS-STAT versdo 8. A parametri-
zacdo utilizada no PROC GENMOD € a proposta
em MacCullagh & Nelder (1989, Capitulo 5) e dife-
re de (9), mas produz as mesmas estimativas dos
contrastes de interesse.
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As formulas associadas as estimativas de mé-
todo de momento (18)-(20) e respectivos desvios-
padrio que dependem de (21)-(28) podem ser com-
putados sem muito esforgo no PROC IML.

Um exemplo

A tabela de contingéncia definida na Tabela 1
mostra as freqiiéncias de respostas as categorias or-
dinais 1, 2, 3, 4, ¢ 5 de cinco estimulos, A, B,C,De
E. O exemplo consta de Torgerson (1958, pig. 211).
Leva-se a efeito a anilise dos dados da Tabela 1 a-
Jjustando-se os modelos B, C e D com o uso da fun-
¢do de ligagdo probit e das técnicas de estimagio de
método de momentos, minimos quadrados generali-
zados e maxima verossimilhanca. A transformacio
probit fornece os melhores resultados, embora nio
se possa rejeitar a alternativa logistica e a log-log.

Tabela 1. Freqiiéncias das respostas aos estimulos.

Estimulo/ 2 3 4 5 Total
Resposta
A 100 Lh] 49 11 2 200
B B4 27 47 23 19 200
C 13 32 110 39 3] 200
D 62 14 32 23 69 200
E 4 9 49 58 B 200
Total 263 120 287 176 176 1.000

Na Tabela 2, mostra-se o valor do desvio
absoluto médio (mad) de cada um dos modelos.
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Tabela 2. Estatistica de ajuste — (mad,) para os es-
timadores de método de momentos (MM), mixima
verossimilhanga (MV) e minimos quadrados gene-
ralizados (MQG).

Método/Modelo D B C
Momentos 0.064 0.002 0.074
MV 0.062 0.001 0.058
MQG 0.065 0.001 0.060

Obviamente, o Modelo B € o que apresenta o
melhor ajuste. No ajuste do Modelo B, as técnicas
de método de momentos, minimos guadrados gene-
ralizados e de méxima verossimilhanga produzem
resultados essencialmente equivalentes. Os métodos
de minimos quadrados generalizados e de mdxima
verossimilhanga s6 sdo ligeiramente superiores ao
método de momentos.

Testes formais de especificagdo devem ser le-
vados a efeito no contexto dos métodos de minimos
quadrados generalizados e de méxima verossimi-
lhanga. A Tabela 3 mostra as estatisticas adequadas
para esse fim. O Modelo B € o iinico nio rejeitado
pelo teste do qui-quadrado de Grizzle et al. (1969).

Tabela 3. Estatisticas de ajuste para os métodos de
minimos gquadrados generalizados (MQG) e midxima
verossimilhanga.

Modelo g SQ Residual ‘Z,-,-}',I-'“( pﬁ]mﬂm

MOG
D 12 170,514 1413.316 174840
B 8 0.160 1325978 0164
C 9 159.369 1412.012 172.232
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Esses resultados concordam com as estatisticas da
Tabela 2. No contexto da técnica de maxima veros-
similhanga, € interessante observar que o valor da
estatistica do qui-quadrado generalizado de Pearson
para 0 Modelo B € 0,179 e que a superdispersio nio
ocorre. O modelo B € o tnico modelo com valores
aceitaveis da deviance.

Os resultados do processo de estimagdo para o
Modelo B aparecem na Tabela 4. Como esperado,
0s menores desvios-padrio decorrem das estimati-
vas de minimos quadrados generalizados e de ma-
xima verossimilhanga.

O interesse principal na andlise dos dados da
Tabela 1 estd na classificagdo dos estimulos A, B,
C, D e E. Observando-se os valores de escala esti-
mados 4 na Tabela 4, conclui-se que a ordem in-

duzida é E>D>C>B>A. Na Tabela 5, mostram-se 0s
contrastes entre os pares de estimulos. O propésito
da tabela ¢ avaliar a existéncia de diferengas reais
na ordenagio dos estimulos. No nivel de 5%, a tini-
ca diferenca ndo significante é D-C. O contraste
B-A € um caso limite.

Medida Relativa de Intensidade

L] U sualmente, conclui-se a andlise do modelo thursto-
niano da Lei dos Julgamentos Categdricos com o
estudo da significincia estatistica da diferenca
i - ,&j para todo par de estimulos (S5; 5;). Essa
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Tabela 4. Estimativas para o Modelo B segundo os
métodos de momentos (MM), de mdxima verossi-
milhanca (MV), e de minimos quadrados generali-
zados (MQG). Valores entre parénteses representam
desvios-padrio.

Parimetro MM MV MQG
£ -0.853 -0.847 -0.847
(0.058) (0.053) (0.053)
() -0.388 -0.388 -0.388
(0.046) (0.045) (0.045)
7 0.536 0.537 0.537
(0.047) (0.046) (0.046)
T4 1.234 1.225 1.225
(0.073) (0.064) (0.064)
o 0.889 0.908 0.909
(0.082) (0.068) (0.068)
s 1.381 1.370 1.370
(0.114) (0.107) (0.107)
5 0.614 0.611 0.611
(0.033) (0.030) (0.030)
5 232 2314 2315
(0.242) (0.234) (0.234)
s 0.906 0.909 0.909
(0.069) (0.064) (0.0640
i, -0.841 -0.844 -0.844
(0.184) (0.079) (0.079)
A, 0577 0.572 -0.571
(0.178) (0.104) (0.104)
i, 0.076 0.075 0.075
(0.066) (0.047) (0.047)
i 0.308 0.305 0.304
(0.405) (0.170) (0.170)
i, 0.995 0.993 0.993
(0.091) (0.076) (0.076)
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Tabela 5. Contrastes j - i para o Modelo B via
minimos quadrados generalizados.

Contraste Estimativa Desvio-padriio z
B-A 0.273 0.137 1.993
C-A 0919 0093 9.8R2
D-A 1.148 0. 198 5,798
E-A 1.837 0. 110 16700
C-B (1646 0.121 5.339
D-B (.875 0.213 4. 108
E-B 1.564 0.135 11.585
D-C 0.229 0.188 1.218
E-C 0.918 0091 10088
E-D 0.689 0.1% 3515

€ a idéia por tris do processo de escalagem sugerido
por Thurstone — transformar a escala ordinal induzi-
da pela percepgio dos juizes em uma escala interva-
lar que permita o acesso a diferenca entre dois esti-
mulos quaisquer. Em algumas aplicagbes, contudo,
uma andlise adicional pode ser necessdria. Pode ser
de interesse medir a importancia relativa dos esti-
mulos por meio de um conjunto de pesos com soma
um. Essa possibilidade torna a andlise comparavel
ao processo hierdrquico analitico de Saaty (1994),
que também se utiliza de um sistema de pesos rela-
tivos para classificar 08 estimulos.
A definigio de pesos que reflitam a importincia re-
lativa de cada varidvel de um conjunto predetermi-
nado, segundo as percepgoes de um grupo de drbi-
tros, caracteriza um método conveniente para a de-
terminagdo de uma medida combinada de desempe-
nho, quando os estimulos estio definidos por varii-
veis que compdem a dimensio de desempenho. Um
exemplo desse tipo de aplicagiio pode ser visto em
Souza e Avila (2000), em que um conjunto de pesos
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¢ definido com o proposito de especificar uma me-
dida combinada de produgdo associada ao processo
de produgido de uma instituicdo de pesquisa.

Com a motivagio do Modelo D e sob a hipd-
tese de que o continuo psicolégico seja a projecio
da distribui¢do log-normal, define-se a importincia
relativa de estimulo i como sendo

> exp(a,)

Vé-se de (30) que as razdes de importincia re-
lativa p/r, slo transformagbes monotonicas dos
contrastes g, -y e portanto produzem anilises es-
tatisticas equivalentes.

Note-se que, sob a hipdtese de projecdo log-
normal, isto é, supondo que 1n(£) tem distribuigio
NUI;,G}Z e In(7;) tem distribui¢io N{i},gaiz], 0% r; re-
presentam as razdes relativas das médias das varid-
veis aleatdrias £, . Em termos das probalidades g, e
pressupondo as equagdes de momento (1), 0s pesos
r: podem ser expressos como segue:

r= ?lp{ 8(%;)) para o Modelo D,
D expl g(x,))

exp(—d.g(x..))

= y para o Modelo B, (31)
. F

EV — ICKP{_EVE [HVJ. )

exp(-7 .g{x{, )
r= . L% para o Modelo C.
EI’ — lcxp{_rvg[}ryj )
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Note-se que, em qualquer caso, isto é, para
qualquer estimulo i, na realidade ndo ha dependén-
cia da razdo de intensidade r; em j. As férmulas a-
presentadas em (31) sdo particularmente atrativas
para a fungiio de ligacdo logistica quando se tornam
fungdes simples de odds ratios. Esse fato fornece
uma motivagdo adicional para seu uso como uma
medida da intensidade relativa de um estimulo.
A fim de ilustrar esse fato com a transformagio lo-
gistica, note-se que

1-x,
T,
r= = para o modelo D,
3 -z,
w=l -"-'-'..J;
g
[tﬁ]
T,
r= 4 3 para o Modelo B, (32)
) 1-x,,
(| )T,.J'
£l
T
£ 5~ Para o Modelo C.
1= —x,;
(3
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De (32) vé-se que, para o Modelo D, quanto
maior 7, =exp(4, )/ exp(s,), maior é a probabi-
lidade de classificar §, nas categorias de resposta

superiores, aumentando portanto sua importincia.
Para os Modelos B e C, essencialmente a mesma
conclusdo se aplica com as probabilidades, sendo
ponderadas por medidas de escala apropriadas.

As varidncias das medidas de importincia re-
lativa 7, podem ser facilmente calculadas expan-
dindo-se as estimativas em séries de Taylor. As va-
ridncias sdo dadas pelas quantidades [, Var(j)]., em
que J; tem componentes |, , v=1,..,r, sendo

(33)

Na Tabela 6, mostram-se as intensidades rela-
tivas dos estimulos (30) juntamente com os desvios-
padrio derivados de (33). A mensagem ¢ a mesma
veiculada pelas estimativas f,. Se os estimulos

Tabela 6. Intensidades , =expy /3 expy para o
Modelo B via minimos quadrados generalizados.

Estimulo Intensidade Desvio-padriio
A 0.070 0.006
B 0.092 0.011
C 0.176 0.012
D 0.221 0.032
E 0.441 0.027
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representassem varidveis de desempenho, os pesos
poderiam ser usados para definir uma medida com-
binada de desempenho que leva em conta a impor-
tincia relativa de cada varidvel de acordo com a
percepgio da populacio de juizes.

(Conclusdo

- eviu-se a Lei dos Julgamentos Categdricos derivada
do trabalho de Thurstone (1927). O método cldssico
de solugiio desse sistema de equagbes foi abordado
e 05 desvios-padriio dos estimadores foram caracte-
rizados sob suposi¢hes gerais para a distribuicio
subjacente no continuo psicoldgico. As duas des-
vantagens principais do método cldssico tém a ver
com a ineficiéncia assintdtica das estimativas de
método de momentos e com a falta de um arcabou-
¢o estatistico que viabilize o teste de adequabilidade
das formulagbes distintas propostas por Thurstone.
Nesse conlexto, sugere-se o uso de instrumentos
mais adequados de anilise, como os métodos de
méixima verossimilhanca e de minimos quadrados
generalizados.

Uma medida de importincia relativa foi pro-
posta para avaliar a intensidade de cada estimulo.
Essas quantidades servem ao propdsito de definir
um sistema de pesos com soma um que pode ser u-
sado na definigio de uma medida combinada de de-
sempenho em algumas aplicagdes.
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Um problema importante ignorado até agora
na discussio da Lei dos Julgamentos Categoricos
aqui levada a efeito € o fato de que as observagoes
que correspondem a estimulos diferentes podem nio
ser independentes. Em muitas aplicagbes, o mesmo
conjunto de drbitros avalia cada estimulo. Esse fato
ndo invalida nenhum dos métodos de estimagio,
mas € provdvel que induza uma correlagiio positiva
entre as avaliagbes de dois estimulos quaisquer.
O efeito da correlagio positiva € reduzir a variincia
do contraste entre os dois estimulos e, nesse con-
texto, a andlise pode ser considerada conservativa,
uma vez que os desvios-padrio sdo superestimados.

Tipicamente, a Lei dos Julgamentos Categéri-
cos em uma das formas D, B ou C fornece um ajuste
adeguado. Os trés métodos de estimagio produzem
resultados robustos relativamente a distribuigdo pos-
tulada no continuo psicolégico. Conclusdes seme-
lhantes sio obtidas considerando-se as escalas pro-
bit, logistica ou log-log.
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