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Apresentacao

Eliseu Alves & grande estudioso de Economia e um dos
principais responsaveis pela reformulacao da pesquisa agropecuaria
do Brasil. Seu empenho na contribuigcao para o desenvolvimento do
setor agricola brasileiro, fundamentado em suas atividades como
engenheiro agrbnomo e economista, serve para destacar também
seu interesse em promover a correta aplicacao dos fundamentos
econdmicos. Munido de incansavel espirito e de capacidade de agao,
fortaleceu a compreensao da disciplina de economia por meio de
obras que tornaram seus fundamentos acessiveis, organizados e
de facil entendimento — A Fung¢do Custo, publicada em 1996, € um
exemplo.

Complementando esse esforgo, agora publica Teoria da
Produgdo — Métodos Nao Paramétricos, obra na qual descreve e
organiza os fundamentos para a compreensao da estrutura de
produgao sem a necessidade de estimar a fungao custo ou a fungao
de produgao. Seu conteudo versa sobre as condi¢gbes que tornam
0s dados coletados de produtores agricolas coerentes com as
hipoteses que minimizam o custo de produgao ou maximizam a
renda liquida do agricultor. Nessa linha, desenvolve e demonstra os
principais teoremas que envolvem os critérios custo e renda liquida,
as fungdes especializadas, os numeros de Afriat e as questdes
relativas a existéncia de insumos fixos e a presenga de incerteza.
Na parte final, apresenta os procedimentos para os testes de
hipoteses e orientagbes de uso de um programa computacional para
o teste da hipétese de Varian.

O teor desta obra e o historico do autor tornam Teoria da
Produgdo — Métodos Ndo Parameétricos leitura recomendavel a todos
os estudiosos de Economia.

Anténio Jorge de Oliveira
Pesquisador da Embrapa
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Introducao

Este trabalho discute os métodos ndo paramétricos segundo a visao
de Varian. Os teoremas enunciados sdo demonstrados, mesmo aqueles
cuja demonstragio foi omitida nos textos mais conhecidos. A base do
desenvolvimento sdo artigos de Varian, principalmente Varian (1984).

Responde-se a pergunta “Que condigoes as observagoes coletadas
devem satisfazer para serem geradas por produtores racionais?”, e o tra-
balho define o que se entende por racionalidade.

Esforgou-se por tornar a apresentagao o mais simples possivel. Pa-
ra facilitar ao leitor, alguns teoremas pertinentes a anélise convexa sao
demonstrados.

Imagina-se que se tem n agricultores que geraram n vetores,
e estes contém observagdes do tipo (p’ w' x\ y"), i =1, 2, ..., n. Os pre-
cos de produtos € insumos sdo, respectivamente, p's € w’s. As quantida-
des de insumos usadas e a produgao obtida sdo, respectivamente, repre-
sentadas por x’s e y's. Nota-se que € permitido os pregos variarem de
produtor para produtor. E importante salientar que nio existem erros de
medicdes, e a escolha pode envolver risco.

Admitindo-se que os agricultores minimizem o custo de produgdo
ou, entdo, maximizam a renda lfquida, procura-se encontrar as condigdes
que os dados devem satisfazer para serem coerentes com esta hipétese,
sem a necessidade de estimar-se a fungdo custo ou a fungdo de produgio.
Daf a denominagdo de métodos ndo paramétricos. Estabelecem-se con-
di¢des para a existéncia de uma estrutura de produgao que racionaliza as
observagoes. Esta estrutura pode ser um conjunto de produgdo ou uma
funcido de produgio. Verifica-se também que condi¢des se impdem aos
dados para que a fupcdo de produgdo seja linearmente homogénea, ou
homotética, ou separével.

De inicio, apresentam-se alguns lemas que sdo importantes no de-
senvolvimento da matéria. Os lemas também t€ém importincia em outras
dreas da economia e, por isso, € util familiarizar-se com eles. Os leitores
que ndo tém paciéncia com a matemética devem ler apenas os enuncia-
dos e os comentérios. Os conhecimentos exigidos nao sdo, contudo, tio
complexos. Um estudante de economia, em nivel de doutorado, € capaz
de seguir a argumentagio, sem muito esforgo.
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Lemas fundamentais

Os resultados apresentados pelos lemas sdao conhecidos ha muito
tempo. Nao estio, porém, contidos em um unico livro e exigem os se-

guintes conhecimentos prévios: conceito de limite e de fungdo continua;

todo conjunto compacto de R" € fechado e limitado; a imagem de um
conjunto compacto por uma fun¢io continua € um conjunto compacto;

R" tem uma base formada por n vetores linearmente independentes; e,
finalmente, nogdes sobre conjuntos convexos.

Os lemas sdo indispensaveis a2 demonstragdo dos teoremas. Deve-
se procurar entender, pelo menos, o enunciado de cada um deles.

. 1 2 .
Lema 1 Sejam a ,a",...,a™ mvetores do espa¢o R" e seja
p - - -
zZ= Zr'a', r'>q0,
i
em que p € o menor indice tal que z se expressa pela equagdo acima.
~ 12 S :
Entdo, os vetores a ,a”,...,a’ sao linearmente independentes.

Demonstracio

Suponha que ndo. Entdo, existem ndmeros t',i= 1, 2, ...,p
tais que

U (it"a") =0

e pelo menos um ¢’ diferente de zero e u > 0. Dai,

p

z = Z(ri—uti)ai.

1
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Escolha u de tal forma que r' —ut' > 0, e seja igual a zero pelo

menos para algum i. Expressou-se, assim, z em termos de uma combina-
¢do de coeficientes positivos, que envolve menos de p vetores, 0 que
contraria a defini¢do de p. A contradigao prova o lema.

Lema 2 Seja a,i= 1,2, ...,n umabasedeR". Entdo,

Z= iﬂ(z)ai.

As fungdes f, sao continuas e definidas em R"  com contradomi-

]

nioemR .
Demonstragao

Devem-se provar duas coisas: (1) que as fungdes existem; e (2)
que sdo continuas.

(1) A élgebra linear ensina que z se representa, de forma unica,
n ] ] ] . - L]
como 7 = ZH Aa', quando os @' sdo linearmente independentes. Fica,

assim, assegurada a existéncia das n fungdes f; . Ou seja,
fild)y=A",i=12,..,n

(2) Prova-se, a seguir, a continuidade de f;.

Dado £ >0, deve-se encontrar ¢ >0 tal que 0< |z - yl <J im-

plica | f;(2) - f,(y)| < &.

lz—y|= \[Zn:(f,-(}’) —- ().

13



Logo. [ £ (3) = f,(2)] <

N '\" . E suficiente tomar |2 — _\" <fe E=0.

Definicdo 1 (Cone) O conjunto Y é um cone se y € Y implicar
net, 120.

o . . | 2 n !
Definicio 2 (Poliedro) Sejam a', a™, ....,a", m pontos de R".

Denomina-se poliedro o fecho convexo desses pontos. Ou seja. o conjun-
to

Az{_\?:_\)ziﬁia’, 0< A <1, iﬁ":]}.
i=1

=1
Lema 3 O conjunto A é compacto.

Demonstragao

Seja P={r=(t', 1", ..,1"), 0<r' <1, ) " =1}. Sem
muito esfor¢o, mostra-se que P é um conjunto compacto. Define-se a
fungdo f(t) =Z':t"ai =t*a,emque a=(a',a’,...,a"). A fungio

f € continua e definida no conjunto compacto P. Ademais, f (P) = A. A
continuidade de f e o fato de P ser compacto implicam que A € um con-
junto compacto.

Definicao 3 (Cone Poliedral) Considere o conjunto M de vetores
do R", M ={a',a’,....,a"}, e seja C={z= Z:":]t.-a.', ' 20}. O

conjunto C é denominado cone poliedral.
Lema 4 C é um cone convexo e fechado.

Demonstragao

Nio € dificil mostrar que C € um cone convexo. A parte mais deli-
cada € provar que o conjunto C € fechado. Por que isso € importante?

14



Constroem-se conjuntos de produgao que racionalizam os dados, e a
teoria da produ¢io requer que eles, pelo menos, sejam conjuntos fecha-
dos.

) . - J 2
|. C € um cone convexo. Seja 0<t <1 e considere z' e z* de

fintdos por

2= Z:Ir’.(z’ )a',sendo r(z')20 e 7 = Z:,r;(zz)ai’ sendo r.(z*) = 0.
12 +(1=02° =D (1 (2)+(-1)r(2*)a’.
=1

Como tr,.(zl)+(l—t)r,.(z2) >0, segue que 1z' +(1—-1)z’ e C.
2. C ¢ um conjunto fechado

O conjunto C € formado pela interse¢ao de todos os conjuntos fe-

chados que contém C. C é€, obviamente, fechado. Deve-se mostrar que
C=C.

Seja ze C . Existe, entdo, uma seqiiéncia z que converge para z,
com 7" € C,e pode-se expressar z' da seguinte forma:

2 =>r'(a), r'@')>0, aeM,
i=1

em que os vetores a,, que correspondem aos r‘(z’), sdo linearmente

independentes, e os respectivos indices i de r' pertencem aos conjuntos
I, c{L?2,...,m}. Define-se I como I, ={i:r'(z") >0}. Ou, mais

formalmente, se i ¢ I, entdo r'(z") =0.
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Fatos

(i) Em vista de os vetores correspondentes aos r'(z") >0 serem

linearmente independentes, as respectivas fungdes r'(z' ) sdo continuas.

Deixa-se ao leitor os cuidados da demonstracio. E suficiente formar uma
base a partir dos vetores linearmente independentes que correspondem

aos indices de [, e usar o lema 2.

(i1) Agora vem a parte mais delicada. Quando v tende para o infi-
nito, os indices de [ variam dentro do conjunto finito K ={1,2,...,mj.

Conseqiientemente, subseqiiéncias de / , quando v tender para o infini-

to, terdo de coincidir com alguns subconjuntos de K (o conjunto vazio €
subconjunto de K) um numero infinito de vezes. Para compreender-se
esse fato, note que hd apenas um numero finito de subconjuntos de KX,

precisamente 2", e a seqiiéncia dos v'’s, v=1, 2, ..., € infinita. Seja /
um subconjunto de K para o qual existe uma subseqiiéncia de /6 que
com ele coincida um nimero infinito de vezes. Sejam (bl,bz,...,bp) 0S
vetores de M = {a1 , az, ...,a")cyjos indices correspondam aos elemen-

tosde /, e y" asubseqiiéncia respectiva de z'. Obviamente, essa sub-

seqiiéncia converge para z (teorema de andlise matematica). Ora, a de-
monstragao funciona porque os b’s agora nao dependem de v.

Ha duas possibilidades:

(a) I = ¢. Nesse caso, 7" =0 Vv e, portanto, z=0. Como O per-
tence a C, o lema € verdadeiro.

(b) I # ¢. Entdo, y' = Z; r'(y')b". Considerando a continuida-

de de r', segue que

p . A
limy* = Er‘ (lim y*)b'.
=]

Vi V—roo
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Como lim y" = z, entao

z= Zp:r" ()b'.
i=l

Obviamente, r'(z) = 0. Conseqiientemente, z pertence a C e

C = C ou sej4, C é um conjunto fechado.

Lema 5 Sejam A e B dois conjuntos convexos. A é um conjunto
compacto e B, fechado. Entao, C = A + B é convexo e fechado.

Demonstrag¢ao
(1) C € um conjunto convexo.

Sejam z e y vetores de C e w=tz+(1—1)y, sendo 0<¢<1.
Desse modo, z=a+b, aec A, be B e y=d+e, de A, ee B.
Dai,

w=ta+tb+(1-1t)d+(1-1)e,
ou

w=ta+(1-)d+tb+(1—-1t)e.

h'd
€A €B

Note-se que as chaves pertencem a A ou a B, porque eles sdo, por
hip6tese, conjuntos convexos. C €, portanto, convexo.

(2) C é um conjunto fechado.

Seja z€ C . Entio, existe uma seqiiéncia z' que converge para z e

2" € C Vv. Conseqiientemente,

27=y"+x", ye A ex" € B.

17



Como A ¢ um conjunto compacto, existe uma subseqiiéncia A" de

V' que converge para /1 (essa ¢ uma propriedade de conjuntos compac-
tos). Seja u' a subseqiiéncia correspondente de .x'. Note que

w' =h" +u" converge para o mesmo limite z. Agora. escreva
u'=w"—h".

O limite de « ., quando v tende para o infinito, €. portanto,
u=z—h. Como B € fechado, segue que u pertence a B. Logo,
z=u+h ue B, he A. Portanto, ; pertence a C. que €, assim. um
conjunto fechado.

Racionalizacao das observacoes

Discutem-se dois conceitos de racionalizagdo das observagoes,
tendo como base a minimiza¢io do custo € a maximizagao da renda li-
quida. Procura-se encontrar uma condigao simples que indique se as
observacoes foram geradas por agentes que minimizam custos. Além das
hipéteses j4 referidas, admite-se que os agricultores utilizem, essencial-
mente, a mesma tecnologia ou, equivalentemente, a mesma fungio de
produgdo. Os desvios em relagdo a0 menor custo siao, portanto, conse-
qiiéncia do comportamento de agricultores que n2o minimizaram custos.
Ou, entdo, mais de uma fungao de produgdo foi usada para gerar os da-
dos. Por hipdtese, nao existem erros de mensuragdo, ndo ha incertezas
sobre precos, tecnologia e estados da natureza e, finalmente, os mercados
sao perfeitos.

O critério custo

Coletam-se os seguintes dados de n produtores: (w', x', y"),
i=1,2, .., n emque w €éum vetor de m componentes, sem nenhuma
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componente negativa. Esse vetor representa os pregos pagos pelos insu-
mos usados pelo agricultor i; x° é também um vetor de m componentes,
sem nenhuma componente negativa e representa os insumos consumidos

pelo agricultor i para produzir a quantidade y' 2 0. Chama-se a atengio
para o fato de que apenas um produto, y, é produzido:

Viy)={x:(x,»}.

Se x pertence a V(y), entdo x produz y. Numa fun¢ao de produgdo
no plano, dado x no eixo horizontal e y, no eixo vertical, todos os pontos
na perpendicular que parte de x até encontrar o grafico da fungao corres-
pondem a y’s que podem ser produzidos por x.

Cada y' corresponde um V(y'), o conjunto de producdo do agri-

cultor i, Mas admitir que cada produtor tem seu conjunto de produgao,
que lhe € peculiar, € uma forma trivial de racionalizar os dados. Com
efetto, se algum desvio ocorresse, ele seria atribuido ao fato de os con-
juntos de produgdo serem diferentes entre os agricultores. Se y nio coin-

cidir com nenhum y', entio V(y)=¢.

Necessita-se de uma pressuposi¢do que encadeie os conjuntos de
produg¢do, cnando-se uma familia de conjuntos de produgdo encadeados,
nio trivial'.

Pressuposicao 1 (encadeamento de conjuntos) Uma familia de
conjuntos de produc¢do é encadeada quando ocorre o seguinte: Se

y' 2y’ entdo V(y')c V(y’). Ou, em termos mais gerais, se w 2 Z,
entdo V(w) cV(2).

Em simples portugués, se x produz y, entdo x produz qualquer
quantidade igual ou menor do que y. Essa pressuposi¢do equivale a dizer
que as observagdes foram geradas pelo mesmo conjunto de produgio.
O teorema que serd demonstrado a seguir afirma isso.

A palavra familia pode confundir o leitor. Quando y é fixo, temos um conjunto de produgio. A
famflia de conjuntos de produgao € gerada pela variagio de y.
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E possivel dispor livremente dos insumos, sem nenhum custo. Ou
seja, aceita-se o desperdicio.

Formalmente:
Pressuposicdo 2 Se xe V(y) € z 2 x, entdo ze V(y).

Precisa-se de uma pressuposi¢do que nos garanta ser possivel en-
contrar o custo minimo. Ela € inofensiva quando se trata de um conjunto
finito de observagoes, pois todo conjunto finito satisfaz tal pressuposi-
¢ao.

Pressuposi¢ido 3 O conjunto V(y)é fechado.

O leitor deve ter se perguntado o que ocorre quando x = 0? Intuiti-
vamente, y = 0. Sem gastar, nao € possivel produzir alguma coisa. Equi-
vale a exigir que a fungdo de produgdo passe pela origem. Nao se usa
essa pressuposigdo explicitamente. Contudo, as fun¢des que serdo cons-
truidas sao monoétonas crescentes em x. Basta adicionar uma constante

apropriada e f(0) =0. Ele pode, assim, ser formalizado:

Pressuposi¢io 4 Se y#0, entdo 0 V(y).

Chama-se a atengdo do leitor para o fato de que, do ponto de vista
de minimizagdo de custos, necessita-se apenas de V(y), ou seja, toda
combinagdo de insumos x que produza y. Quando se tratar da maximiza-
¢ao da renda liquida, o conjunto de produgdo € designado por Y, que é,
na realidade, igual a reunido de todos os V(y).

Considera-se racionalizar as observagoes, segundo o critério de
minimizagao de custos, denominado c-racionalizacio.

Definic¢do 4 (c-racionalizacio) Existe c-racionaliza¢do quando a
combinagao de insumos da i-ésima observacdo custar menos (ou custar
0 mesmo) do que qualquer outra combinag¢do que o i-ésimo agricultor

escolher para produzir y', restrito a seu conjunto de produgdo, V(y').
Em termos formais, existe c-racionaliza¢do quando

wrx <wxx, xeV(y),
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em que w* x é igual a soma dos produtos das respectivas componentes
de w pelas de x.

Em outras palavras, a defini¢ao diz o seguinte: as observagodes fo-
ram geradas por n agricultores que minimizaram custos. Assim sendo,

V(y')nao pode conter nenhum elemento que gere um custo menor do

que o da observagdo / quando seus pregos sao usados para calcular os
custos.

Teorema 1 As seguintes condigbes sao equivalentes:

|. Existe uma familia encadeada de conjuntos de produgao. V(y),
que c-racionaliza as observagoes.

2.5e y' 2y, entdo w xx) 2w xx'.

3. Existe uma familia ndo trivial de conjuntos de produg¢do conve-
xos, fechados e que satisfazem as pressuposigoes 1 e 2.

Observagao: a condigdo 2 diz, simplesmente, que nao se gasta me-
nos para produzir mais. Sua conclusdo possibilita verificagdo empirica.
Se for observado que se gasta menos para produzir mais, isso significa
que os agricultores ndo minimizam custos ou que seus conjuntos de pro-
dugdo ndo sdo encadeados, o que ocorre quando usam tecnologias dife-
rentes. Na aplicagao empirica, € preciso dar um tratamento cuidadoso aos
erros de mensuragao.

A condi¢do 3 estabelece uma familia de conjuntos de produgio
que € a familia minima que c-racionaliza os dados, num sentido que serd
definido mais abaixo. Ademais, os conjuntos sdo fechados e convexos,
condigdes essenciais para que se possa derivar deles uma fungio de pro-
dugdo bem comportada.

Um comentério mais técnico sobre a condi¢ido 3 precisa ser feito.
Parte-se das combinagdes de insumos que produzem y, designada por
A(y). Admite-se, em seguida, que qualquer combinagdo convexa dessas
combinag¢des também produz y. Ou seja, forma-se o fecho convexo de
A(y), que € designado por B(y). A defini¢do 2 formalmente explicita o
que se entende por fecho convexo. No caso de dois pontos, o fecho con-
vexo deles sao todos pontos do segmento que os une. A média aritmética
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de dois pontos quaisquer de A(y) pertence a B(y). Para completar a cons-
trugdo, adicionam-se a cada ponto de B(y) nimeros nao negativos, o que
Jeva, finalmente, a

Viy)={x:x=2z+s, ze B(y), s=0}.

Qual € a razao desse procedimento? Para garantir que uma combi-
nagao x produz y, qualquer outra que tiver as componentes maiores ou
iguais a x também produzird y. Garante-se, assim, que a pressuposi¢io 2
seja obedecida.

Demonstracio
1 =2

A pressuposi¢dao 1 € crucial para o resultado. A pressuposi¢do 2
nem € usada. Com efeito, se y’ = y', segue, pela pressuposi¢io 1, que

V(y’) cV(y'). Pela defini¢io de c-racionaliza¢do, tem-se
w*x' =min{w' *x, xe V(y)}.

Como V(y’)cV(y'), x’ poderia ter sido escolhido no célculo
do minimo. Se ndo o foi, € porque custou mais a aquisi¢io da combina-
¢io de insumos x’ quando avaliada pelo vetor de precos w. Logo,

wxx! 2w *x
(ii)2=3
Seja A(y)={x’ : y’ = y}. Se ndo existe nenhum y’ >y, entio

A(y) =¢. A(y) é um conjunto finito: contém as observagdes sobre os

insumos dos produtores que produzem y ou mais, ou seja, aquelas que
satisfazem 2 regra de formagio que define A(y). Admite-se que hd m
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elementos e m < n. Seja B(y) o fecho convexo de A(y). O lema 3 garan-
te que B(y) é um conjunto convexo e compacto. Seja, agora,

V(y)={z:z=w+u, we B(y), u =0}.
Ora, pelo lema 5, segue que V(y) € convexo e fechado.
(i) 3 =1

V(y) c-racionaliza as observagdes. Seja x€ V(y) . Entio,

x=Ztix‘+s, 0<t <1, Zti=1, s=0, x'eA®).

Segue que
. m » » » -
w' *x=Zt'w’ *x/ +w' xg,
=1

Mas, pela condigao 2, visto que X pertence a V(y),
wxx' <wxx!, x' e A(y) c B(y).

Entdo,
. m » - - . - - 3
w' *xZ(zf’)w' kx' +w ks=w *x +w x5,
j=i

Como W' *s§ 2 0, segue que wrx>w xx', o que completa a
demonstrac¢do.

Propriedades adicionais de V(y)

(1).V(y) satisfaz as pressuposi¢des 1 e 2.
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V(v) satisfaz a pressuposic¢io 1. Seja y 2 z . Entao, A(y) C A(2).
porque se admitiu que as observagdes pertencessem a0s conjuntos de
producio encadeados. Pela forma com que o conjunto V(y) foi construido

a partir de A(y), segue que V(y) C V(2).
V(y) satisfaz a pressuposigao 2. Seja z€ V(y), x 2 z. Portanto,
x=z+h, h=>0. Logo,

x=u+s+h, ueB(y), s=20, h=20.

Como s+h >0, segue que xe€ V(y), que é o que se buscava
demonstrar.

(2) A familia V(y) € minima no sentido de que se H(y) for outra
familia de conjuntos convexos e fechados que contenha A(y) e satisfaca

as pressuposi¢oes 1 e 2 e H(y) #V(y) e H(y) CcV(y), entdo H(y)
ndo seria um conjunto convexo. O enunciado acima implica na existéncia
de ze V(y) e z& H(y). Por definigio,

z=x+s, xe€ B(y), s=0.

Existe, portanto, uma combinagdo convexa de elementos de A(y),
que resulta em x, que ndo pertence a H(y). Se x pertencesse a H(y), entao,
como Z 2 x, pela pressuposicao 2, z pertenceria a H(y). Assim, H(y) ndo

contém B(y). Como, por hipétese, A(y) < H(y), se H(y) fosse um con-

junto convexo, entdo B(y) seria, por constru¢do, um subconjunto de H(y).
Como isso ndo ocorreu, segue que H(y) nao € um conjunto convexo.

Funcoes de producao

A fung¢do de producdo pode ser utilizada para racionalizar os da-
dos, em substitui¢do ao conceito de conjunto de produgdo? A resposta €
afirmativa e obtém-se um resultado mais forte do que o anterior: se um
agricultor produz mais do que outro, entdo gasta mais. Se essa condigao
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for violada, ha duas possibilidades: os custos ndo foram minimizados ou
entdo os dados nao foram gerados pela mesma fungdo de produg¢do. In-
troduzem-se algumas definigdes para facilitar a leitura.

Defini¢ao 5 (funcao concava) Seja f(x) definida no conjunto con-
vexo C de R" e com contradominio no conjunto dos nimeros reais e
sejaz=tx+ (Il -ty xeye C,0<t< 1. Como C é convexo, segue
que 7€ C. Eniao, f(.) € fun¢do concava se

@20 )+0=0)f(y).

Defini¢cao 6 (funcao semiconcava) A funcdo f(x) definida em C,
conjunto convexo de R", é semicéncava se, para todo &, niimero real,
fx)zea, f(N2a e z=x+1-1y, 05t <], implicam

f(2) 2

Definicao 7 (cf-racionalizag¢dao) A funcdo de produgdo f(x) defi-
nida em R cf-racionaliza os dados (W ,x',y"), i=1,2,...,n, con-
forme o critério de minimiza¢do de custos, se:

1L f(x')=y".
2. fO) 2 f(x)=>w xx>w xx'

Requer-se que o grafico da fungao passe por todas as observacgdes
e, em segundo lugar, quem produz mais ndo pode gastar menos do que

quem produz menos. Equivalentemente, x' éa combinagio de menor
custo entre todas aquelas que produzem y'ou mais. V(y) pode, obvia-
mente, ser definido como se segue: V(y)={x: f(x) = y}. Se fix) for
semicontinua superiormente, entio V(y) é um conjunto fechado’ e a pres-

* Toda fungio contfnua € continua superiormente. A recfproca é falsa.
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suposicao 3 € obedecida. V(y) satisfaz a pressuposicao 1. Satisfari a
pressuposicio 2 se f{x) for mondtona crescente: x 2 y => f(x) 2 f(v).

A pressuposicao 4 exige que f(0)=0.

No teorema que se segue, requer-se que a fungdo que cf-
racionaliza os dados seja continua, e essa restri¢do permite obter uma
conclusdo mais forte que no caso antenor. Ela também implica que o
conjunto de produgdo do agncultor i seja fechado. Ele ¢ simbolicamente
representado por

{(x: f(x)= f(x')=y'}.

Em geral, conclusdes mais fortes sdo derivadas de restrigdes adi-
cionais. Para obter a mesma conclusdo do teorema anterior, basta admitir
que f{x) seja semicontinua superiormente. Como se viu, V(y) é conjunto
fechado®.

Teorema 2 As seguintes condigdes sdo equivalentes:

1. Existe uma funcao continua que cf-racionaliza as observagaoes.
2.8¢ y <y, entdo w *x’ <wx.
3.8¢ y' <y, entdo w’ *x’ <w'x’.

. P .. 4 j y .
4. Existem numeros positivos® r’ e u’ tais que

i)y >y’ =>r' >r,

(i)u <uw +r'w*(x’-x), Vi j=1,2,...,n

5. Existe uma fungdo continua, semicéncava e mondtona que
c-racionaliza as observagoes.

? f(x) é semicontinua superiormente se Viy)={x:f(x)2r, re R} € um conjunto fechado.
* Eles sdo conhecidos por niimeros de Afriat.
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Comentano

Apenas para facilitar a compreensio da condigdo 4(i1), faga
p’ = l/r’ e interprete p como prego do produto. A condigdo pode ser
reescrita como

plu' —w' xx' < up’ —w xx’,

Interpretando os u ’ como a quantidade de produto, verifica-se que
a renda liquida do agricultor j, aos pregos que recebe pelo produto e paga
pelos insumos, € maior (ou igual) do que aquela que receberia se optasse

por usar a combinagdo x' de insumos e produzisse u'. Por essa visio, a
cf-racionalizagao equivale 2 r-racionalizagao, ou seja, a maximizagao da
renda liquida.

Demonstragao

MH1=2

A defini¢io de cf-racionalizagdio, considerando f(x')=y' e
f(x')=y’, implica que se y’ < y', entio w’ £x) <w *x' . Assim, se
o agricultor escolheu x7, quando poderia ter escolhido qualquer outra

combinagdo de insumos, € porque x’ nio lhe custou mais.
()2=3

Pela condig@o 3 e a continuidade de f{x), existe 0 < s <1 tal que
f(x?) < f(sx'). A condigdo 2 implica

w ok x! < sw kx'
Como 0 < s <1, segue que

i

w xx! <w! xx',
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(m)3 =4

Trata-se da constru¢do dos nimeros de Afnat. Sera apresentada no
final do trabalho.

(v)4 =5
Desenvolve-se a demonstragao em etapas:
Etapa 1

Constréi-se a fungao

u(x) :m_in{ui +rw(x=x")), i=12,...,n.

Ela € bem definida porque / vana num conjunto finito. Observe
que u(x) € fungdo crescente de x. Se u(0) < 0, defina v(x) como

v(x)=-u(0)+u(x).
Assim, admite-se sempre que u(0)>0.
Etapa 2

u(x) € uma funcdo continua. Se u(x) = u(y), e pela defini¢ao de
u(y), em que / <m<n, entao

u(y)=u" +r"w"(y—-x").
Pela defini¢io de u(x), tem-se

ulx) <u”™ +r"w"(x—x").
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Como, por hipétese, u(x)-u(y) > 0, segue que
[u(x) —u(y) [ <" [w" [[(x=»)],
| u(x)—u(y)| < D*(x—y)| (*)

em que

D" =max(r' |w'|), i=1,2,...,n

Se u(y) 2 u(x), explicitando u(x) como igualdade, e usando-se a de-
finigcdo de u(y), obtém-se

lu(y)—u(x)| < D" [(y-x)|  (**)
De (*) e (*¥*), segue que

|u()—u(y) | < D" [(x=y].

E
Dado £ >0, faca |x—y| <0= o~ Dai,

u(x) —u(y)| < e.

Assegura-se, assim, a continuidade de u(x). Mostrar-se-4 que u(x)
¢ fun¢ao concava e, portanto, continua para x > 0.

Etapa 3

Precisa-se do seguinte lema para mostrar que f{x) € funcdo conca-
va:

Lema 6 Sejam a' e b', 0 <i<n, nimeros reais quaisquer.

Entdo, min (@' +b') =2 mina' + minb’, 0<i<n.
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Como o conjunto sobre o qual se toma o minimo € finito, ele €
bem definido. Pela definigdo de minimo, tem-se:

mina' <a’, 0<j<n,
minb' <b’, 0< j<n.
Somando as duas desigualdades, obtém-se
mina' +mind' <a’ +b’, 0< j<n

Como a desigualdade vale para todo j, ela continuara valida quan-
do se toma o minimo em seu lado direito, 0 que demonstra o lema.

Seja 0 <t <1 e sejam x e y duas combinagdes de insumos. Como
u(x) é definidko em R, que € um conjunto convexo, segue que

z=tx+(l—1t)y pertence a R .

u(z)=min (' +r'w (x' —@x+A-1)y))).

Substitua u' por tu' +(1—1t)u' e x' por tx' +(1—1)x'. Depois de
algumas simplificagdes, € pelo lema acima, vird

u()>min{f[u' +r'w'(x' - x)]}+min {1 =)' +r'w (x' — "1}.

Como o primeiro colchete € maior ou igual a u(x), e o segundo €
maior ou igual a u(y), entdao

u(z) 2t u(x)+A-u(y).

O dominio de u(x) sdo as combinag¢oes de insumos. O contradomi-
nio € u(x), nimeros reais ndo negativos, € nele estao os nimeros de
Afriat. Para completar a demonstracio, € preciso ligar « a y, o que equi-
vale a construir a fun¢do y= f(u(x)). Aqui, apresenta-se a utilidade dos

nimeros de Afriat, especificamente a propriedade y' >y’ =>r' >r/.
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No eixo horizontal, coloque os r' do menor para o maior. No eixo verti-
cal, coloque os y' também do menor para o maior. Ligue os pontos por

segmentos de reta, ndo se esquecendo da origem. Prolongue, indefinida-
mente, o ultimo segmento obtido, mantendo a mesma inclinagao. O gra-
fico obtido € uma fung¢ao continua, mondétona crescente (estrita), definida

em R,_, que se representa por y= f(.). Como u(x) é um nimero real

ndo negativo, segue que f(u(x)) ¢ bem definida. A fungao buscada € dada
por y = g(x), e g é a fungdo composta g = fu(x), que é continua por-
que fe u o sado.

Etapa 4 A fungdo g(x) € semicOncava

Sejam z, x, y e t como definidos acima e s um nimero real tal que
gu(x)) =2 s e g(u(y)) = s. Como u(x) é fungao concava e g(.) mond-
tona crescente, segue que

gu(2)) = glu(tx+(1—=1)y)) 2 g(t(u(x)) + (1 -H)u(y)).

Se u(x)2u(y), entaio tu(x)+{A—u(y) =2u(y). Se u(y) >
u(x), obtém-se o mesmo resultado em relagao a s. E, portanto,

gu(z)) 2 gu(y)) 2 s, que € o que se deseja demonstrar.
Etapa 5

Falta demonstrar que g(x) racionaliza os dados.

(1) u(x')=y'

Observe que quando se substitui x por x' na férmula que define
u(x), obtém-se u'. Logo, u(x') < u'. Admita ser possivel obter a desi-

gualdade estrita. Como o minimo ocorre para algum indice m, conside-
rando as n possibilidades de escolha tem-se

u(xN=u"+r"wr(x" -x)<u'.
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Pelo enunciado do teorema, na parte que se refere aos nimeros de
Afriat, essa desigualdade nio pode ocorrer. Chega-se, assim, a uma con-

tradi¢io. E, portanto, u(x')=u'. Recordando a construcio de fx), ob-

tém-se g(x')= f(u(x")).
(2) Sabe-se que a cf-racionalizagao implica, por definigao, isto: se
g(x)>g(x'), entdio w'x=w'x'. Logo, se ocorrer w' *x<w' *x',

ter-se-4 g(x) < g(x'), que é o que se demonstrars.
Pela defini¢do de u(x),

u(x) <u +r'w (x-x’), 1< j<n.
w ok x < w *x
Como, por hipétese, w' *x < w' *x', e r'w’(x—x’) <0 quando

J=1, segue que u(x) <u'. Como f(x) é estritamente crescente, ento

fw')> f(u(x)). Dai,

g(x) = fu(x)) < fu(x")) = g(x").

A cf-racionalizagdo equivale a c-racionalizagdo, como € facil de-
monstrar.

Etapa 6

A equivaléncia entre 5 e 1 € 6bvia, ja que a funcdo g(x) é continua
e racionaliza os dados.

O critério renda liquida

Considere o conceito de racionaliza¢do dos dados baseado na ma-
ximiza¢do da renda liquida. Coloca-se um problema mais delicado. No
caso anterior, a produgdo tinha um teto fixo representado por y. Nio se
exige isso agora. Por isso, a renda liquida pode ser até infinita, como é o
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caso de retorno crescente a escala. Se o retorno a escala for constante,
admitindo que nao cabe renda liquida negativa, esta sera nula.

Como se verd, exclui-se a possibilidade de renda liquida infinita
pela defini¢do de r-racionalizagdo.

Producao muiltipla

Designe por Y o conjunto de produgio. Seja y um elemento de Y.
As componentes positivas de y representam produgio; as negativas sao
insumos consumidos na produg@o das componentes positivas. Seja p o
vetor de precos. Entdo, p * yrepresenta a renda liquida, designada por r.

Defini¢ao 8 (r-racionaliza¢ao) O conjunto de produgdo r-racio-
naliza as observagoes se

pixy'>pxy, yeV, i=12,....n
Comentarios

Em portugués simples, a combinagdo representada por y" € a que

deu a maior renda liquida para o agricultor i, dentro das escolhas dispo-
niveis no conjunto Y. Admite-se 0 mesmo conjunto Y, para todas as ob-
servagdes. Ou seja, todos usam a mesma tecnologia, representada por Y.
Na prética, esta definicdo € dificil de verificar, porque se requer uma
especificacdo detalhada de Y.

O teorema abaixo permite uma verificagdo baseada nas observa-
¢oes. Se algum agricultor, feitas avaliagdes de receitas e despesas por seu
vetor de precos, obtiver uma renda liquida maior com uma combinagio y
de outro agricultor, entao as observa¢des nao podem ser r-racionalizadas.
Tecnologias diferentes podem ter sido usadas. Erros de mensuracio e
outras causas ocasionaram a impossibilidade da r-racionalizagao. Feitas
as verificagoes, se os dados ndo apresentarem incongruéncias quanto a
r-racionalizagdo, ndo se pode rejeitar a hipétese de que as observagdes
sao de agricultores que maximizaram a renda liquida.
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Teorema 3 As seguintes condi¢oes sdo equivalentes:

1. Existe um conjunto de produg¢ao que r-racionaliza os dados.

2. p'xy > p'y, Vij=12,...,n

3. Existe um conjunto de produ¢do Y, que é fechado, convexo e, se
z<y e yeY, entdgo z€Y.Além disso, Y r-racionaliza os dados.

!

Na condigdo 3, a penultima caracteristica de Y significa, simples-
mente, que se y pertence a Y, entdo toda combinagdo z que gaste mais
insumos e produza menos que y pertence a Y. Em suma, o desperdicio
nada adiciona aos custos, além do que se pagou pela aquisigao dos insu-
mos.

A condig¢do 2 permite verificagdo empirica. Aos pre¢os que o agri-
cultor i paga pelos insumos e recebe pelos produtos, a renda liquida ob-
servada nao € menor do que a que obteria, usando qualquer outra combi-
nagao, desde que avaliasse os custos e as receitas tendo por base o vetor

de pregos pi.

Demonstragao

)1 =2

A defini¢ao de r-racionaliza¢do implica pi *y' < p' *y para to-
do y que pertenga a Y. Como yj € Y para todas as observagdes, segue
que p' *y' < p'E oyl

(1)2=3

Construgdo do conjunto Y

(*) Construa o conjunto cujos elementos sao todas as combinagdes
convexas das observagOes que tém n elementos. Aprendeu-se que este
conjunto € convexo e compacto e € designado por B’.

5 No teorema 1, inicialmente fixamos o nivel de produgdo. No caso da renda l{quida, y varia livremente.
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(*) E necessario aumentar B, de modo que dado um elemento de
B. qualquer combinag¢do que tenha as componentes dos Insumos maiores,
em valor absoluto, ou seja se gaste mais, € as componentes dos produtos
sdo menores, ou seja se produza menos, seja incluida. Um pouco de re-
flexdo indica que um novo membro € obtido pela adigao de um elemento
de B a um vetor de componentes ndo positivas, do tipo s <0, s perten-

cente a R""“. Formalmente,
Y={y:y=w+s, weB, se R"™}.

O conjunto Y goza das seguintes propriedades: € convexo, fechado
(lema 5) e se z pertence a Y e w € um outro vetor em que todas as com-
ponentes SA0 menores ou iguais as de z, entao z pertence a Y.

(*) Mostra-se que Y r-racionaliza as observagoes, conforme a defi-

ni¢ao dada. Sejam z pertencente a Y e ' nimeros reais maiores ou iguais
a zero e que somam sempre |. Tem-se z=w+s. E como w pertence a
B, entao

n
w=Zt‘y‘, em que y pertence ao conjunto que formou B, e
1=l

Z=w+sS.

A renda liquida correspondente a z, avaliada a pregos da observa-
¢ao i, sera dada por

pi*z=thpi*yj+pi*S.
=

A quantidade p' *s ¢ um mimero nulo ou negativo. Pelo item 2,
p'y = p'y’ para j de 1 a n. Na igualdade acima, isso produzira
p' ¥z < (Z';:ltj)p‘ *y' + p' x5 A soma entre parénteses € igual a 1

e,como p' *s5 <0, segue que p' *z < p'y'. Portanto, ¥ r-racionaliza
as observacgdoes.
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() 3 =1

O enunciado do teorema afirma a existéncia de um conjunto que
c-racionaliza as observagdes. Ora, Y € um desses conjuntos. Completa-se,
assim, a demonstragao.

Funcao de producao

Considere o caso da produgao simples e abandone a convengao do
sinal. As observagdes sdao em nimero de n, referidas por w'.x', p', yi).
Os pregos de insumos e produtos sdo w’s e p's. A combinagao de insu-
mos, x, é um vetor do R . Portanto, x tem m componentes nio negati-

vas, e y representa a produgao, um numero real nao negativo. Os n pregos
de insumos e produtos sdo todos positivos. Admite-se, implicitamente, o
conjunto Y definido por

Y ={(x,y): x produz pelo menos y},

e a definigdo, abaixo explicitada, elimina a possibilidade de renda liquida
infinita. Elimina, por exemplo, o mundo Cobb-Douglas quando a soma

dos expoentes € maior que 1. As n observagoes (x', y) pertencem a Y,

ou seja, todas as observagdes. A defini¢ao de r-racionalizagdo se especia-
liza, como a seguir.

Defini¢ao 9 (rf-racionalizacao) Os dados sdo rf-racionalizados
se existir a fungdo de producdo y = f(x) e:

L fx)=y"

2. p'*y—wxx<p'y —w'x' paraivariando de I an.
Observagio

Quer-se implicar que a escolha feita por qualquer agricultor € a

que maximiza sua renda liquida quando custos e rendas liquidas sio cal-
culados com base em seus precos.
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Teorema 4 Ay seguintes condi¢oes sao equivalentes:

|. Existe uma fungdo de produgao que rf-racionaliza os dados.

2- pl*\’l_w,l*xl 2 p'*‘)_]__wf*xj.

3. Existe uma fung¢ao continua, concava e monotona crescente que
rf-racionaliza os dados.

Comentarios

A condigao 2 permite o teste empirico. Se ela ndo for observada,
entdao ndo existe uma fungao que rf-racionaliza os dados. Se for observa-
da, garante-se que aquele conjunto de dados pode ser rf-racionalizado
por uma fungao de produgao que € continua, concava e monoétona cres-
cente.

Demonstragao
mI=?2

Na defini¢cao de rf-racionalizagdo, defini¢do 9, substitui-se y por

y’ e x por x’ para obter, faciimente, o resultado.
(m2=3

Divide-se a desigualdade que aparece na defini¢ao de rf-racionali-
Zagao por pi, que, por hipdtese, juntamente com os w'’s, sao todos posi-
tivos. Dai,
, Wi .
y' +?(x—x') > y.

O lado esquerdo da desigualdade, quando a hipétese de cf-raciona-
lizagdo € verdadeira, é maior que zero para qualquer i, pois y = 0. As-
sim, surge a sugestao para a defini¢do da fungio.

f)=min{y +—*(x—x'), i=1,2,...,n}.
p
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Ora, f(x) 20 e, como o minimo € obtido num conjunto finito,
fix) € bem definida.

Etapa |

A fungao fix) é continua. Seja f(x) 2 f(z).
Por defini¢ao,

f(x) <y +lv,_—*(x—x"), para todo i.
P

f(D=y+ %,— *(z —x'), para algum i, pela defini¢io de f{z).

Destas duas ultimas expressoes, depois de manipulagdes simples,
notando que, por hipétese, f(x)—f(z)=0, e, por isso,

fx) = f(2)9 f(x)— f(2)], decorre que
|f(x)—f(z)|S|%|*|(x—z)|S D|x-z|.

Seja f(z) 2 f(x). Repetindo o mesmo raciocinio, trocando x
por z,

|f(z)—f(x)|s|%|*l<z—x)lsDlz—xl,

D= max{lii l,i=12,...n}.
' p
Logo, |f(x)— f(2)| < D|x—2].

38



f(x)=f(2)| <&, 0que

Dado £ > 0, seja |z —x‘ < £/ D . Entao,

prova a continuidade de f{x).
Etapa 2
A funcgdo f{x) € concava.

Sejam 0<r <1 e z=tx+(1—1)u. Aplicando a definigao de
fix), seguem, para qualquer i, as desigualdades

o (x) S 1y +—* (1x —1x')
p

(A=0)f (W) < A=1)y +—x*((1-u—(1-1)x).
P
Somando essas duas desigualdades, segue que

F)-A=1)fw) <y +-v;—:(z—x"),para todo i.

Como a desigualdade ¢ valida para todo i, ela 0 é também para
aquele i no termo da direita, que fornece o valor de f{z).
Entio,

f)+A-0)fw) < f(2).

Portanto, f{x) € cOncava.
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Etapa 3

A fungdo f{x) € monétona, no seguinte senudo: se z = x, entao

f(2) = f(x).

Como

1 !
w LW -
—*(z—x)2—x*(x—x'),
p

segue que f(z) 2 f(x).

Observagao: para obter o resultado acima, substitua z por x na
igualdade que define z. Depois, use a definigdo de f{x).

Etapa 4

Mostrar que f(x')=y' para algum i.
Ora,
. i . wj : )
f(x')=min{y’ +—j*(x' -x’), j=1,2,...n}.
p

Quando j=1i, segue que f(x') < y' paratodo i=1,2,...,n.
Deve-se que provar que a igualdade prevalece. Suponha que ndo. Admi-
tindo que o minimo ocorre quando i =k, vir4

k
fO =y + k(=) <
0 que implica

k
w Wk

k k i i
y —;k—x <Yy —?x.

Isso contraria a condig@o 2 do teorema. Assim, f(x')=y'.
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Etapa 5

A fungao f(x) rf-racionaliza os dados.

Na etapa 4. demonstrou-se a primeira exigéncia. Pela definigdo de
fix). depois de multiplicar ambos os lados por p' e rearranjar os termos,
obtém-se

P fx)—wxx<py —w *x'

Mostrou-se, assim, que a renda liquida auferida pelo agricultor i,
pela escolha que fez, € maior ou igual a renda liquida que podena ter
obtido com uma outra escolha qualquer.

Funcoes especializadas

Nao se restringiu a fun¢do de produgdo ou o conjunto de produgao
além do necessdrio para se obter os teoremas demonstrados e as condi-
¢Oes que permitem verificar, de modo simples, se 0os dados sdo racionali-
z4aveis ou nao.

Novas restri¢goes serao introduzidas e serdo buscadas condigdes fa-
ceis de verificar nas observagoes. Os pontos principais s20 retornos cons-
tantes a escala, homoteticidade e separabilidade.

Retornos constantes

Embora seja do conhecimento geral, explicita-se a defini¢ao de re-
torno constante. No caso do conjunto de produgio, requer-se que ele seja
um cone, ou Sseja, se y pertence a Y, entdo 0 mesmo OcCorre com

ty, t>0.
Defini¢do 10 A funcdo f(x) é homogénea se f(tx)=tf(x), t >0. Se

a fungdo de producgdo, que racionaliza os dados, for homogénea de pri-
meiro grau (referida como homogénea, apenas), ou se o conjunto
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de producdo for um cone, diz-se, nesse caso, que os retornos constantes
a escala prevalecem.

Para simplificar as férmulas, normalizam-se os pregos dos insu-

!

NPT ; w
mos pelo dispéndio V' = ———.
w' ok X

Teorema S As seguintes condi¢ées sdo equivalentes:
1. Existe uma fungdo de producdo homogénea que cf-racionaliza
os dados.
i

2. vl kx> l;- para todoie].
y

3. Existe uma fungdo continua, concava, mondtona crescente e
homogénea que cf-racionaliza os dados.

Demonstragao
N1=2

Como f{x) é homogénea, entdo 1= f(x' / y'). Logo, a combinagio
y’ *(x' / y')produz y’. Ora, quando se aceita que os dados sdo
c-racionalizdveis (recordar a defini¢do), a combinagio y’ *(x' / y')

custa 0 mesmo ou mais para produzir yj , OU seja,
v/ *(y? *xi/y') > vl %yt
A definicdo de v’s implica vikx =1 para i=12,...,n. Loéo,
vix(y' =Xy 21

ou

vikx 2y yl
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(i) 2 =3

Defina f(x), levando em consideragio a condigao 2 do enunciado,
como

f(x) = min{y’v’ *x}.
J
Observe que f{x) € bem definida, pois f(x) 20 e f(0)=0.
Considerem-se as demais propriedades de f(x):
Etapa 1

A fungio f{x) ¢ homogénea.
f(tx) = min{ y’v’ *x},
!

que equivale a
f(x) = t(min{y’v’ * x}) = tf (x).
Etapa 2
A fungio f(x) é continua.

Seja f(x) 2 f(z).Pela defini¢do de f{x), obtém-se

f(x) € y’v’/ * x para qualquer j

f()= ijj * 7 para algum j.

Em f(x)— f(2z), substituindo f(x) e f(z) pelos valores dos lados
direitos das duas expressdes acima, segue que

| fix) -fiz)|<d*|(x-z2) |, d = max( yvi, j=12,..,n}.
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Da mesma forma, seja f(z) 2 f(x). Trocando x por z, defina,
agora, f(x):

| f(D)-f)]<d*|(z-x)|,
que implica
| f(0)=f(D)|<d*[x—z].

Obtém-se, facilmente, das duas desigualdades acima, a continui-
dade de f(x).

Etapa 3
A funcdo f{x) € cOncava.

Sejam 0<t<1e z=tx+(1—¢t)w. Entio,

f(x)Syv e, j=12,...,n

(A-t)f(w) < ijj *(1-t)w, j=1,2,...,n
Somando as duas desigualdades, segue que
f(X)+(A-Dfw)<y'v *xz, j=1,2,...,n

Como f{z) é o minimo de expressdo a direita da desigualdade aci-
ma, entao

if () + A=) f(w) < f(2).



Assim, fica provada a concavidade de f(x).

Etapa 4

Se z > x, entdo a defini¢do de f{x) implica f(x) < f(z), porque
yvxz>yvxx, j=12,.,n

Etapa 5

fxH=y

Na definicao de f(x), substitui-se x por x' e, notando qlie
v\ * x' =1 quando j se igualar a i, vird f(x') < y'. Admita que o mi-
nimo, na defini¢io de f{x), ocorra quando i = m . Logo,

fO)=y"vx <y
Se a desigualdade fosse estrita, entdo
yr v xx <y
ou
R x < y"/vy’" ,
que vipla a condig¢do 2 do teorema.

Etapa 6

A fungdo f{x) c-racionaliza os dados. H4 que se demonstrar isto:
para produzir mais, nunca custa menos do que para produzir menos.
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Seja f(x')=y" < f(x). que, levando em conta a definigdo de

fix), implica

ou

Voxx > 1.

Recordando a definigiio de v', verifica-se que a desigualdade aci-
ma implica a c-racionalizagao.

Producoes miiltiplas

No conjunto Y, vale novamente a regra do sinal: a componente po-
sitiva representa produgdo, e as negativas sdo os insumos. O vetor prego
¢ indicado por p. Para a facilidade do leitor repete-se a definigdo de
r-racionalizagdo: as observagdes sdo r-racionalizadas se

p'x' > p *x, xeV.

Observe que a defini¢do introduziu uma restricdo que elimina a
possibilidade de renda liquida infinita. Como se trata do caso de retornos
constantes a escala, Y € um cone que implica renda liquida nula ou nega-
tiva. Essa € a novidade.

Teorema 6 As seguintes condicoes sdo equivalentes:

1. Existe um conjunto Y que r-racionaliza as observagades.

2.0=p'xy' 2p'xy/ j=12 ... n

3. Existe um cone convexo e fechado. Além disso, se z pertence a Y
e y S Z,entdoy pertence a Y, que r-racionaliza as observagaes.
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Demonstragdo
(1) 1 =2

Essa demonstragdo nada difere da que foi feita para o teorema 3.
Deve-se, contudo, mostrar que a renda liquida € nula ou negativa. Seja

p'*y =b, b>0.Como Y éum cone, fy' € Y para qualquer ¢ > 0.
Logo, p' *y’ < b/t . Deixando t crescer sem limites € £ > 1, segue que
p ¥y’ <0, j=1,2,...,n.Logo, p'*y <0.Mas p'*y" 2 b/t

para r>/. Se t cresce sem limites, entdo p’*y' 2 0. Portanto,

i

p'*y =0.

(1i)2 =3

A base da construgdo de Y € ser a renda liquida nula ou menor que
zero, o que d4 origem a um sistema de equagdes cuja solugdo € um cone
fechado que c-racionaliza os dados, (NIKAIDO, 1968):

Y={y: A*y<O0).

A ¢ uma matriz nXn+ m, em que a linha i contém o vetor preco
da observagio i. Em simbolo,

—pn P -+ Piaim ]
A= Pu Pn - Pum
_pnl pn2 et pnn+m_

Como A*x € uma fungdo continua definida em R™™ e com
contradomfnio em R", segue que Y € um conjunto fechado. E facil ver
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que Y € um cone convexo. Como o vetor de pregos € positivo, se x for
menor ou igual a z e se z pertencer a Y, segue que x — z também pertence

aY. Ouseja, x—z <0 implica A*x— A*xz<0.

Falta mostrar que Y c-racionaliza os dados, o que € imediato.
Como p'*y =0e p' *y<0,segueque p'*y< p *y', queéo
que se deseja mostrar. Logo, 3 = 1.

Funcoes homotéticas

rd

E possivel generalizar o conceito de uma fungao homogénea, a
fun¢do homotética, e ainda obter uma condigao facil de ser empiricamen-
te verificada, que permite testar se os dados foram gerados por esse tipo
de fun¢do. Como nos casos anteriores, € admitido que os agricultores
minimizem os custos, restritos ao mesmo conjunto de producio.

Defini¢ao 11 A funcdo de producdo f(x) é homotética quando
se expressar pela composi¢cdo de duas fungoes, a primeira mondtona
crescente e a segunda, homogénea: f(x)= g(h(x)). Para nossa expo-
sicdo, g(h) é mondtona crescente estrita e h(x) homogénea.

Teorema 7 As seguintes condi¢coes sdo equivalentes:

1. Existe uma fun¢do de produc¢do homotética que cf-racionaliza
os dados.

2. Existem niimeros positivos @', i variando de 1 a n, tais que:
My >y =a >a’.
*)vix 2 a'/aj , para todo j e todo i.

3. Hd uma fun¢do de produgao, continua, semiconcava, mondtono
crescente e homotética que cf-racionaliza os dados.
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Demonstragao
)1l =2

Seja y = g(h(x)), g uma funcdo mondtona crescente estrita e h
homogénea. A inversa de g existe e € designada por g']. Logo,
g (y)=h(x')=a'. Como x' #0 e h(x) é uma fungio de produgio
homogénea, segue que a' >0. Ora, g~ ¢ também monétona crescente
estrita, e disso resulta que y >y = a >a’.

Os dados (wi x' ai) sendo os v’s transformagdo dos w's, tém de

ser consistentes com a condi¢do 2 do teorema anterlor visto que h(x) €
homogénea. Logo, tendo em vista que h(x’' ) =a,

vikx >a'la’,
que implica em

a <av'x.

(i)2=>3

Defina u(x) = rnln{a v/ # x} . Na demonstracdo do teorema ante-

rior, estudou-se uma fungao exatamente igual a essa, exceto que, em vez
da letra a, usou-se a-letra y. Logo, u(x) € continua, cdncava, homogenea e

mondétona, no sentido definido anteriormente, e u(x') =

Defina, pelo procedimento do teorema 2, a fun¢do y = g(u), que é,
obviamente, mondétona crescente estrita e continua. Logo, f(x)= g(u(x))

¢ a funcdo desejada. E continua, pois € composta de duas funcdes conti-
nuas; € semicOncava, porque € transformada de uma fungio concava por
uma fun¢ao mondtona e, assim, homotética também.
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Falta mostrar que f{x) cf-racionaliza os dados. Seja f(x) = f(x').
Deve-se mostrar que |= Voxxt <y ok, Imagine ser possivel ter
1=v'x' >v' *x Como, por hipétese, f(x) = f(x').entdo u(x)>u(x'y=a’,
porque g(u) € monotona crescente em u. Mas

u(x)=a"vtxx<avix<av xx' = a'.

v .
por definigdo

De u(x) <a' e u(x)=a',segue que u(x)=a'.
(i) 3 = 1

Construiu-se a fun¢ido de produciao que cf-racionaliza os dados.
Ela € homotética, além de ter propriedades adicionais.

O préoximo teorema introduzird uma condigdo que também pode
ser usada para verificar se uma fun¢ao homotética racionaliza os dados.
Lembre-se que, por defini¢do, elimina-se a possibilidade de renda liquida
infinita. Convém salientar que, quando se afirma a existéncia de uma
fun¢do de producdo, induz-se, imediatamente, a existéncia do conjunto
de producao

Viy)={x: f(x) 2 y}.

Os pregos do produto e dos insumos estio divididos por w'*x',
Teorema 8 As seguintes condicées sao equivalentes:
1. Existe uma fungdo de produg¢do homotética que r-racionaliza os

dados.
2. Os dados satisfazem a condicdo

pi*yi_vi fy > pi *yj_lvi % x)
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3. Existem niimeros positivos a' tais que a' < a’v’x', i e j vari-
ando, independentemente, de | a n.

_ o .
4. Para cada subconjunto x',x’,x",...,x",x de X, vale a

relacdo (V' x YW x*) ... (vV"x') > 1.

Essa condi¢do pode ser verificada diretamente nos dados, embora
seja muito trabalhoso.

Note que o subconjunto comega e termina com o mesmo elemento.
4 7 I . 4 4.7 7.1
Por exemplo, X', x* X7, x' dd origem a v X)X )v'x') > 1.

5. Existe uma fungdo continua, mondtona crescente e homotética
que r-racionaliza as observagoes

Demonstragdo

H1=>2

Por defini¢do (cf-racionalizacdo, que vale para qualquer fungao),

pi*yi—wi*xi > pi*y—-wi*x, X € xieV(y).

Consideram-se os precos dos insumos normalizados pelo dispén-
dio, o que equivale a substituir w' por V',

y =vix'/(phy 2 y-vx/(p), x e x'eV(y).

Na desigualdade acima, as substitui¢des de x por x’ e de y por y’
levam a condigao 2.

A desigualdade acima, depois de realizadas as substitui¢des, pode
ser reescrita de modo a facilitar seu uso posterior:

y <y +A/p'W (X -x), Vi, j=12...n ()
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(i)2=3

Usa-se, agora, a condi¢do 1 no que se refere a fungdao homotética.
Por defini¢do, f(x)= gh(x), em que g é mondtona crescente estrita, e h
€ homogénea. Seguindo o procedimento do teorema anterior, define-se

a' =h(x'), e os a' tém as propriedades j4 vistas. Considere
vikx' > qd'fa, Vi, j=1,2,...,n,
desigualdade que pode ser reescrita como
a <avix', Vi, j=12,...,n,

0 que se desejava provar.

()3 =4

Demonstrar-se-4 que a desigualdade da condig¢do 4 € vélida para
um subconjunto qualquer de x',x%, ..., x" que obedeca a especificagao
do enunciado. Por exemplo, x*,x’, x*, .. x', x™,x'.

. . A
Em primeiro lugar, a desigualdade acima implica — <v’x', para
a

todo i,j. Seja, agora,

ik k
W) (0'xt) 2 () =2
a a

i -

o : a”
Portanto, (v'x” )(v'x*)...(v'x™) > —.
a
i

m_ i< @ i g myg.m _i
Com v7x' 22—, segue que (v'x’)(W/x*)..0'x™)(v"x') =]
. i

que € o que se desejava demonstrar.

52



(iv)4=5
A condigdo 3 do enunciado sugere a fungao

u(x) = min { a'v'x).

1

Essa fungio, velha conhecida, é continua, monétona crescente e
concava. Poder-se-ia construir a fungao g como no teorema anterior. Mas
[ seria apenas semicdncava. Por isso, segue-se outro caminho.

ePela defini¢do de r-racionalizagao ou pela desigualdade (1),
y <y + (' /p') (x=x).

Equivalentemente,

y <y +(@Vvx—aVvx')/(@ p'). »

Como x=0, se y=0, entdo

0<y —a'vix' I(d'p').

Em (*), como u(x) > 0 se x & diferente de zero, V' *x' =1 e u(x) <
i i
a'v'x,

0< y +1/(@ p'Yu(x) - a').

Portanto, definindo

g(u) = rnl_in{yi +(1/a'p") (u (x)—a')}, obtém-se g(u) = 0.
e g(u(x)) € uma funcio continua de x.

Seja g(u(x)) 2 g(u(y)). Entdo,

gu () <y +1/d'p (u (x)-a')
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g (w(y)=y + l/a'p'(u(y)-a'), paraalgum i.
Em conseqiiéncia,

g (u(x)-g (w (< y+
(/a p'y (u (x)-a')-(/d p') (u (y)-a'),

Vi=12,...,n,
que pode ser reorganizada como

g(u(x) - g(u(y) < (1/a' p') (w(x)-u(y)).

Como g(u(x)) = g(u(y)), deduz-se que

|8 u(x)) ~ gu(y))| < d|(x)—u(y).

Se g(u(y)) 2 g(u(x)), entdo

| g((y) ~ g(u(x)) | < d|u(y) —u(x)|,

Em que d = m‘ax{l/ a' p'}. Como u(x)é fungio continua, dado
£ >0 escolha & >0 tal que [x— y| < & implique

|(@(y)~u(x)|< &/d.

Finalmente, quando x e y pertencem ao intervalo estabelecido,
entao

| & (u(x)—g (u(y))| <e.

Logo, f(x) = g(u(x)) é fungdo continua de x.

54



e A func¢do g(u) € monGtona crescente estrita.

Basta verificar, na defini¢do de g, que o lado direito cresce com u,
para cada i de | an.

e A fung¢do f(x)= g(u(x)) é céncavaem x.

Sejam 0<r <1 e z=tx+(1—-1t)y. Seja k o nimero que cor-
responde a0 minimo na defini¢do de g(u(z)) e considere que u(x) é
fungdo concava. Entdo,

f(2)=gw(2)=y" +(/p* a")ultx+(1-1)y)-a")
>y  + 11/ p*a*u(x)-a*) + (1-0)(1/p* a")(u(y))-a*)

=t |yk+1/p"aku(x)—ak | +(1-1) |yk+1/pkak(u(y))—ak | i

> 11 (x) > (1-1) £ ()

As barras acima nao denotam valor absoluto. Apenas isolam gru-
pos de termos, como se fossem colchetes ou paréntesis.

Os seguintes fatos foram usados na seqiiéncia de expressdes aci-
ma: a defini¢do de g(u(z)); u(x)é concava em x; as definicdes de

g(u(x)) e gu(y)); ylc = tyk +(l—t)yk : ¢ 0 minimo obtido € menor ou
igual ao que se obtém quando k € usado. Logo, f(2) 2 (x)+(1-0)f(y), e f
¢ uma funcao concava de seu argumento.

oA fungdo f(x)= g(u(x)) é homotética.

E imediato, porque u(x) € homogénea e g € mondtona crescente
em u(x).
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e A fungdo f(x) rf-racionalizada os dados

Por definigao,

p'gu(x)—v'*x < p'ly' +(1/ p'a’) (@V' *x—a")]-v' *x
=p'y —vx—1-v*x

— piyi ik

0 que estabelece o resultado. A igualdade v' * x' =1 foi utilizada.

Funcoes separaveis

Uma das vantagens das fungdes separdveis estd na agregagao de
dados. Consideram-se os insumos divididos em dois grupos e quer-se
representar um dos grupos por apenas um numero real. Nem sempre,
porém, isso € possivel para todo conjunto de observagdes. Estuda-se esse
problema a seguir.

Sejam os conjuntos de insumos e dos respectivos pregos represen-
tados da seguinte forma: insumos (x,z) e pre¢cos dos insumos (w,q). A
fun¢do de produgdo € representada por f (x,2) = g (x,h(2)), g é estri-
tamente crescente em h, e h(z) € fun¢ao de produgdo continua em z. Note
que h(z) agrega z em h(z).

Definicio 12 A funcgdo f é separdvel se puder ser representada
como f (x,2) = g (x,h(2)), g estritamente crescente em h, e h é uma
fungdo de produgdo continua e definida no espago que contém z.

O préximo teorema procura estabelecer as condi¢gdes necessarias
para que as observagdes possam ser r-racionalizdveis por uma fungio de
produgdo separavel.

Teorema 9 Sdo equivalentes as seguintes condigées:

1. Existe uma fun¢do de producdo separdvel que rf-racionaliza os
dados.
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2. Os dados satisfazem as seguintes condigoes:

a.y = WP X - ([P <y -[pHx-@[pHd )
Y p q/p y p q/p

b. g7 >q'7 =>h (Z)>h ()

3. Os dados satisfazem (1) acima e hd nimeros a' e d' maiores
que zero para i =1,2,...,n tais que

a <a+d'q’ (7 -77), iej=1,2,...,n

4. Existe uma funcdo de producdo que é continua, mondtona,
concava e separdvel que rf-racionaliza os dados.

Demonstragao
H1=>2

Por definig¢ao, rf-racionalizag@o significa
y _ (wl/px)x_ (ql/[)l)Z S yi _ (wl/pl)xl _ (qi/pl')zl'.

Basta, entdo, substituir y por yj , X por x ez por z’, e obtém-se
a primeira parte.

Suponha que seja possivel ter & (z’) = h (z') quandog'z' > ¢'z’.
Como g € estritamente crescente em A, entdo

fo, )z fe, 7

O dispéndio em x' é o mesmo, quando se usa z' ou z’. Mas o
gasto com Z' € maior do que com 7’ , porque q'z'>q'z’ . Logo, o lucre
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liquido da combinagao (x',z') é menor do que o da combinagéo

(x', z’), que contraria 2 a.

(i) 2=3

Utilize o procedimento do teorema 2 que estd na se¢do nimeros de
Afrnat.

(in)3 =4

A desigualdade a' < a’ +d’q’ (7 -7’),iej=1,2,...,n
sugere uma defini¢do para h(z): :

h () = min {a’ +d’q’ (z-77)}.

E f4cil mostrar-se que h(z) € estritamente crescente em z. Como
h(0)= a* -d*Z*,

em que k € o indice que corresponde ao minimo da defini¢ao de A(0),
h(0) pode ser negativo. Contorna-se o problema quando se adiciona

— h (0) ao lado direito da defini¢do de h(z). Assim, h(0)=0.

Na definicdo inicial, tem-se h(z')<a’. Se a desigualdade fosse
estrita, entdo, para algum m,

h(z) =a" + d’"qm (Z -7")<a'.

Ora, essa desigualdade contraria uma das desigualdades do item 3
do enunciado do teorema. Logo, h (z') = d’, para i=1, 2, ...,n.

Uma fungdo, do ponto de vista formal, idéntica a essa aparece na de-
monstra¢do do teorema 2. Segue que h(z) € ainda cOncava e continua.
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Define-se agora g (x, h (2)). Da defini¢3o de rf-racionalizagio, es-
creve-se

y<y + (w/pH)x+(q'/p)z-W/p)x -4/ p)H7,
- que pode ser reorganizada como
y< y +(w"/p") (x—x‘)+(qi/pi) (z—=27'), para i=1,2,...,n.
Como y 20, o lado direito ndo € menor que zero, mesmo quando
z = 0. Trabalhe-se, agora, o termo (g’ /pi) (z—7'):
@'/p) (z-2)=(@/d p)d'qd'(z-2)+d -a').
H4, entio, a sugestdo de substitui-lo por
(1/d’ p') (h (2)-a').

Esté-se preparado para definir g(x, & (2)):

g(x, h (2))=min{ y'+(w'/p') (x=x)+(1/d'p’) (h(2)~a")}.

Os exemplos anteriores permitem ao leitor, facilmente, demonstrar
que essa fun¢do € continua e cOncava em (x, z) € monétona crescente em
h. E 6bvio que a fung¢io encontrada € separavel.

E necessério demonstrar que g(x, / (z)) racionaliza os dados. Pela
definicdo de g(x, h (z)), vird

p'g (i h(D)-wx—q'z< p'y +w(x-x")+

a/d"y (h(z)-a')-w'x—q'z.

Substituindo h(z) pela expressdo da direita de sua defini¢do, segue que
p'g (x,h(2))-Wwx—-qg'z< p'y +w(x—-x)+

(/d ) a' +d'q' (z—7')-a') —w'x—-g'z.
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Depois de simplificagoes,
plg(x’h(z))_wlx_qlz S piyi __Wl'xi _qizi’
que € o que se queria demonstrar.

Aplicacao da funcgéo separdvel

Uma aplicagdo interessante € sugerida pelo seguinte problema: su-
ponha que os precos do conjunto de fatores representados por z variem,
proporcionalmente, a um prego base, qi = t‘qo. Existe uma fungio de

producdo separdvel que racionalize os dados? A resposta ¢ afirmativa,
desde que se admita que os dados possam se rf-racionalizados por uma
fun¢do de producgio. Os indices referem-se, agora, a diferentes periodos.

Demonstragao

Mostra-se que o item 3 do teorema 9 € satisfeito.

ai=qozi,
i i O
q =tq.

Logo,

a =q°7 =97 + (/) ' g°) 7 - ')
=a’ +(d’q’ X' - '),

em que d’ = 1/ t/ . Conseqiientemente, o teorema anterior se aplica e,
recordando a defini¢@o de A(z), segue que

h(z)=q"z.
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Defini¢io 13 A fungdo f(x,z)diz-se aditivamente separdvel
quando se decompée na soma de duas fungoes de produgdo:

fx,2)=g(x)+h(2).

O préximo teorema estabelece as condi¢des que se exigem dos da-
dos para que eles possam ser rf-racionalizaveis pela soma de duas fun-
¢oes.

Teorema 10 As seguintes condigdes sao equivalentes:

1. Os dados sao rf-racionalizdveis por g(x) + h(z).

2. Existem numeros (gi,hi), para i = 1,2,...,n, tais que os
conjuntos de dados (W',x',g')e(q'.z',h') satisfazem, cada qual, a
condi¢do (1) do item 2 do teorema anterior.

3. Existem nimeros (g',h') que satisfazem as desigualdades ex-
plicitadas a seguir:

g < g/ +(w[p)(x —x)), parai=1,2,...,n. (1)
W <h +(¢[p)@ -2 parai=1,2,...,n. (2)
yi=gi+hi9 parai=1,2""’n' (3)

4. As observagoes podem ser rf-racionalizadas pela soma de duas
fungées de produgado continuas, mondétonas crescentes e concavas.

Demonstragao
H1=>2

A maximizag¢ao da renda liquida, pelo agricultor i, €, no caso, for-
mulada como se segue:

max{ (p'g(x)~w'x)+(p'h(2)-¢'D) }.
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E ficil compreender que cada parcela entre paréntesis € maximi-
zada. Como se admitiu que cada agricultor maximizou sua renda liquida
para gerar as observagdes, iSsO por sua vez, no caso de um nimero finito
de observagoes, requer

pegx)-wx< pgx)-wx

€
p'h(2)-q'z< p'h(z)-q'7
Essas desigualdades podem ser reescritas como
g ()< g (X)+w/p") (x~x)
e

h(z)<h (Z)+(q'/p") (z-72).

Substituindo x por x’ ez por z’ nas desigualdades acima, segue,
para g(.) e h(.), a desigualdade (1) da condic¢do 2 do teorema 9.

() 2=3

Definindo g'=g (x') e h'=h (2'), as substituicdes de x por x’
e de z por 7 produzirio

gl =g(x)< g +W/pHx - x'), paratodoi=1,2....,n

W =h(z)<H +(q'/p' Nz -7'), paratodoi=1,2,...,n.
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(m)3 =4

Nas desigualdades acima, observe que o lado direito € ndo negati-
vo. Elas sugerem as seguintes definigoes:

g(x)=min{ g' +(w'/p)x~x) },
h(z)=min{ k' +(q'/p") (z~2") }.

As duas fungdes s3o crescentes, respectivamente em x € z, € foram
estudadas no teorema 4. Elas sdo, portanto, fun¢gées mondtonas crescen-
tes, continuas e concavas em x e z. Considerando, cuidadosamente, as
defini¢oes acima, segue que

g(x)Y=g"eh(z)=h.Logo, g(x')+h(z)=y".

Seja f(x,z) = g(x)+ h(z). Falta mostrar que f(x,z) racionaliza
os dados.
Considerando as defini¢des de g(x) e h(z), tem-se

p'gx)+p'h(z)-wx—q'z< p'g +w(x—x")+
plhl+ql(z_zt)_w1x_qtz

Realizando as simplifica¢des 6bvias, vira

P+ p'h(2)-wx—q'z<(p'g' —wx)+(p'h' —q'2").
Demonstra-se, assim, que as observagdes sao rf-racionaliziveis.
(ivi4 =1

A demonstracdo € 6bvia, visto que as fungdes construidas raciona-
lizam as observagdes.
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Os numeros de Afriat

Uma pequena incursio na teoria das relagdes preparard o caminho
para o estudo dos nimeros de Afriat.

Relacoes de ordem: caso geral

Sejam X um conjunto qualquer, a€ X ebe X . Escreve-se aRb
para dizer que a e b estdo ligados pela relagao R.

Exemplo 1: X compde-se dos habitantes de uma cidade qualquer.
aRb significa a € pai de b.

Exemplo 2: No exemplo anterior, faga R significar a € irmao de b.

Exemplo 3: X compde-se de cestas de mercadorias. R significa a
pesa mais que b.

Requerem-se certas propriedades das relagoes.

a. A relacio R € reflexiva se aRa. Nos exemplos 1 € 3, R nao € re-
flexiva, porque a n3o pode ser pal de si mesmo, € a cesta a ndo pode
pesar mais do que ela mesma. No exemplo 2, R € reflexiva.

b. A relacdo R € transitiva se aRb e bRc implicarem aRc. A rela-
¢ao R do exemplo 1 ndo € transitiva. A relagdo R dos dois outros exem-
plos € transitiva.

Essas duas propriedades sdo as utilizadas no desenvolvimento dos
numeros de Afriat.

c. A relagdo R € simétrica se aRb = bRa. Apenas no exemplo 2, a
relacao R € simétrica.
d. A relagdo R é completa se a€e X eb e X implicarem aRb ou

bRa. Ou seja, dois elementos sdo sempre compardveis pela relagio R.
Apenas o exemplo 3 apresenta uma relagdo completa.

Outro conceito importante € o de elemento maximal. Dado m per-
tencente a X, m € maximal se aRm implicar mRa. Nio se exige que todo
elemento de X seja compardvel com m. Em conjuntos finitos, quando se
admite que R € reflexiva e transitiva, o elemento maximal sempre existe.
Nio € unico, necessariamente. Pode até ocorrer que todo elemento seja
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maximal. Numa relagio, em que cada elemento € s6 comparavel consigo
mesmo. Entdo, cada elemento é maximal. Apresenta-se o algoritmo que
calcula o elemento maximal de um conjunto finito, quando R € reflexiva
e transitiva.

Calculo do elemento maximal de um conjunto finito

1. Sejam [ ={1,2,...,n}, X :{x',xz,...,x"}e uma relagdo R, re-

flexiva e transitiva, definida em X x X . E possivel que dois elementos
quaisquer de X sejam iguais.

2. Faca b’ =x'. Como x'RbP’, entio b'=x' e m=1. Se
x’Rb', faca b* = x* € m =2, caso contrdrio, permanece b' = x' e m
nao sofre mudanga, permanece m=1, ou seja, ndo se define um novo b.
Pela transitividade de R, observa-se que b°Rb'. Continue com mesmo

procedimento até atingir o elemento x" e ter-se definido ™. Por exem-
plo, seja a vez de x', e b" tenha sido o iltimo b definido. Se

x'Rb" (h<i), faca m=h+1eb™ =x'; caso contrério, ndo se define

um novo b. Se, depois de x', nao houver nenhum x’ tal que XRb’, entdo
b' =b" & maximal e, por ele, descobre-se o elemento maximal, ou seja,
o x maximal. Observe que b”Rb™, b™'Rb™*,...,b*Rb', ¢ ¢ aqui que
se precisa da transitividade de R para concluir que b" Rb? para g<m,e
usou-se a reflexividade de R quando o antecessor e 0 sucessor sio iguais.

3. Deve-se demonstrar que X" € maximal. Imagine que x”Rx"™.
E preciso concluir que x"Rx?. Ora, p>m é impossivel. Se isso tivesse

ocorrido, ter-se-ia, no minimo, mudado m para m+1, e b™ nio teria sido
escolhido como elemento maximal. Se p=m, nada hd que mostrar; se

p<m, j se viu, acima, que existe r tal que b =x” e, porque x"Rb’,

para i < m,tem-se X" Rx”, que € o que se desejava provar.

Comentario: ndo se mostrou que x” seja inico. Apenas se mostrou
que se existir x’Rx™, entdo x" Rx”.
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Relacao de ordem: caso especifico

Especificar-se-d4 uma relagdo de ordem que permitird derivar os
numeros de Afnat. E baseada na idéia de que o agricultor revela prefe-
réncia por uma combinagio X’ em relagdo a x', quando aquela for a
escolhida apesar de custar o mesmo ou mais que do que esta. A defini¢do
especificard precisamente o conceito.

Definicao 14 Seja X = {xi,.xz,...,x" } Diz-se que X' Rx" se
houver uma seqiiéncia x',x’  x* ..., x",x" inicio em i e fim em w, tal que
wx' >wxl o wix! > wixt o wxT 2w x". A segiiéncia pode ser
qualquer uma que comece em i ¢ termine em w, pode até ter somente x'e
x" como elementos, e obedeca a relagdo de custos explicitada. A seqiién-
cia é resumida como x'Rx’,x’ Rx"....x"Rx" e produz y, que fica fixo.

E elementar mostrar que essa relacdo € reflexiva. Fica f4cil mos-

trar que ela € também transitiva quando se usa o simbolismo da defini-
¢do. Como se viu, um conjunto finito, em que a relagdo definida prevale-

¢a, tem um elemento maximal. Quando w'x' > w'x’ e x’ foi escolhido,

diz-se que x' revelou-se preferido a x’. Mas x' pode ser fortemente prefe-
rido a x’.

Definicao 15 X' revelou-se fortemente preferido a x’, em simbo-
los. x'Fx’,se w'x' > w'x’.

E 6bvio que x'Fx’ implica x'Rx’ . Suponha x'Rx’. Nada impede
a incongruéncia x'Fx'. Mas, se h4 a esperanga de cf-racionalizar os

dados, ela tem de ser eliminada. A pressuposi¢@o abaixo cuidara de afas-
ta-la.

Pressuposicao S (AFR) Se x'Rx’, entdao x'Fx' é impossivel. Ou
seja, se X'Rx’, entdo w'x’ < w’x'. Batize essa pressuposi¢do por AFR

(ante-fortemente revelada). . Essa condi¢do é conhecida também por
GARP (generalized axiom of revelead preference).
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Para simplificar a linguagem, introduz-se a defini¢do de equiva-
[€ncia.

Defini¢io 16 Se xRye YRx,entdo x e y sdo equivalentes, x = y .
Logo, se um elemento é maximal, ele s6 é equivalente a si mesmo.

O leitor atento deve ter perguntado a si mesmo se € possivel dar
um exemplo, em que a relacdo definida seja vdlida? A resposta € afirma-
tiva, como se veré depois de se aprender a calcular os nimeros de Afriat.

Calculo dos numeros de Afriat

Sejam: 1={ 1,2,...,n } X ={x',x2,...,x" } e a relacio R,

reflexiva e transitiva, definida em XxX.
Etapa 1

Sejam B(0) =8, I(1)=1, x""=maximal(x' : i ¢ I(1), X' € X],
i=1,2, ..,ne

E(1)={j: X' R x’"”),j ¢ I(1)}. Observe-se que E(1) contém m(1). Se

i e j pertencerem a E(]), entdo x' R ¥ e X' R, ou seja, os correspondentes
x’s s30 maximais e equivalentes,

B(1)=FE(1)UB(0). Logo, B(1) = E(1) e contém x™".

Defina u™"=1=r"". Se i € E(1), faga u' = u™" e ¥ = /" A se-
guinte desigualdade € verdadeira:

u' < uw +r'w (x' —x’),ie BQ), je EQ).
Como os u’s e os r’s sdo iguais a 1, deve-se mostrar que

w/ (x' —x’) 20 paraieB(1)eje E(1).
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Suponha que nio. Entdo, w’ *x/ > w’*x', que implica x’lFx‘?.
Como i pertence a E(1), j pertence a B(1) e E(1)=B(1), segue que x'Rx’,
como se Vviu, €, assim, a pressuposi¢ao 5 € violada.

Etapa 2

I(2)=I(1)\E(1), que equivale a diferenga entre os conjuntos /(1) ¢
E(1). Ndo constam de /(2) os indices correspondentes aos elementos
maximais de E(/).

X" P =maximal{x’: j € I(2))

E(2)={j: x’ R Xx"? e j e 1(2)). E(2) novamente contém os indices
de elementos maximais equivalentes a m(2). :

B(2)=E(2)UB(1)=E(2)U E(1). Note que E(2) estd contido em
B(2).

u™® =min{u’ +r"w’ (x' = x’),u™"},ie E(2), je B().
J

Nota-se que se usa o r=r"", definido na etapa anterior, sendo
U™ <y, Se i pertencer a E(2), faga u’' = u™?. A defini¢do implica na
desigualdade

u' <uw +r"w (x' —x’),ie EQ2), je B(l).
Calcula-se 7" pela férmula

J i
rm(z) u —u

:[r,l%x ig_j iN?
Jow(x! —=x)

r"}ie EQ2),je BQ).

Note que o numerador é nao negativo. Precisa-se mostrar que o
denominador € positivo. Assim, se assegura que ¥ ¢ bem definido e é
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maior ou igual a 1. Admita que o denominador possa ser zero ou negati-
vo. Isso implica w'*x'> w'x’. Logo, x' Rx’. Deve-se mostrar que isso &
impossivel quando i pertence a E(2) e j pertence a B(!). Ora, por cons-
trugio, B(1) N E(2) =8, e x' R X implica que i € B(1), que é uma con-
tradic@o. A contradi¢ao prova que o denominador € positivo. Se i perten-
ce a E(2), defina ¥ = /™?. Cuida-se da possibilidade de algum u e todos
os subseqiientes serem negativos, mais abaixo.

Etapa k

Defini¢oes
I(k)=1(k-1)\E(k-1),

X" =maximal{x’ : j € I(k)).

E(k)={j: x’ R X" e j € I(k)}, ou seja, E(k) contém os elementos
equivalentes a x™".

B(k)=E(k)UB(k-1)=E(k)U E(k-1)U...UE(1).
Note que B(k-1)N E(k) =&.

u™ =min{u’ +r"*Pw/ (x' =x’},u’},ie E(k), je Blk—1).
i.J

Se i pertencer a E(k), entio faca u' =u™",

Defina

J i
rm(k) U —Uu

= max r"*Y,ie E(k), je B(k—1).

i w (x —x')

Se i pertencer a E(k), faca ¥ = r* e u'=u™". Note que 1= r"" <
P <. <™ e os u’s sdo decrescentes.
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A definicdo de 7" implica ™ wi(x/ —x') > w'-u', em que i
pertence a E(k) e j. a B(k-1).

Ou ainda,
W<+ ™Y wix! —x'), em que i pertence a E(k) e j, a B(k-1) (1).

Observe que u'<u’. O numerador é nio negativo e o leitor deverd
mostrar que o denominador € positivo, empregando o argumento da eta-
pa 2 e, para isto, notando que B(k —1)n E(k) =&. Continuando o
procedimento, encontra-se /(f)=¢ para algum f menor ou igual a n. O
processo termina na etapa anterior.

Se algum u for zero ou negativo, considere o maior valor absoluto,
Adicione aos u's uma constante maior que esse valor. Os r’s ndo sdo
afetados, nem as desigualdades obtidas. Assim, os u’s e r’s sdo todos
positivos.

Etapa final

Resta mostrar que
u <uw +riw (X —x'), Vi,j.

(*) Se i=j, a desigualdade € ébvia.

(**) Se i € diferente de j, entdo i e j pertencem a E(r) para algum
I<r<n. Neste caso, por construgdo, u'=w’ e r'=r'. Basta mostrar, final-
mente, que w'(x'-x’) > 0. Admita que ndo. Entdo, w'x'<w/x’, o que im-
plica que x’' Fx'. Como em E(r), x' Rx/, a pressuposic¢io 5 é violada.

(***) i diferente de j e i pertence a E(h) e j pertence a E(k) e h<k.
Ora, i pertence a B(h), pela defini¢do de B(h). Nesse caso, a desigualdade
€ verdadeira, como se mostrou na etapa k.

(****) Sejam j em E(k) e i em E(h), h < k (observe a férmula que
determina u').
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Acabou-se de verificar que cada etapa calcula corretamente os u's
¢ r's. Dessa forma, quando o procedimento termina, os u's € r's sao corre-
tamente obtidos. Os r’s sao maiores ou iguais a 1. Se algum u for negati-
vo. todos os subseqlientes também o sdo. Escolha aquele de maior valor
absoluto e adicione a todos os u's uma constante maior que o maior valor
absoluto. As desigualdades continuarao validas, como o leitor podera4,
facilmente, observar. Nao se mudard qualquer r.

Retorne ao teorema 2. Pretende-se mostrar que as condig¢oes 2 e 3
daquele teorema implicam a existéncia de uma relagao que € transitiva e
reflexiva e que satisfaz AFR. Os nimeros de Afriat podem ser calculados
para ela.

A informagio requerida € a seguinte: dados duas combinag¢des x'
e x’, sdo elas compardveis ou nio? Se forem, qual € o resultado? Ou
seja, tem-se X' Rx’ ou x’Rx'? Ou ambos, quando as duas combinagdes
sao equivalentes?

O teorema garante que y’ < y' implica w’x’ < w’/x". Isso ndo
permite dizer nada sobre as comparagdes.

o o . ) _ S
Defina x’R“x" se w/x’ 2w’/x'. Além do mais, x'R°x". Logo,
d . Z . . d - ..
R® ¢ reflexiva. E ficil verificar que R® € uma relagio transitiva.
s (1 Vd - .

O defeito de R" € que ela deixa muitos pares de elementos sem

uma resposta, quanto a quaisquer dois deles serem compardveis ou nio.

. d . . ~
Precisa-se estender R® de modo a englobar mais pares de combinagdes
de insumos nas comparagoes e, ainda, obter uma relagdo transitiva: ou
seja, o fecho transitivo de R”.

Um método € este: diz-se que x'Rx’ se existir um sub-
conjunto {i,k.,...,p,j} de [I={l, 2..n}, chamado rota, tal que:

i pd _k kpd ! d_j . .
x'R'x" , x*R°x"...,x”R°x’ . Apresentar-se-a um algoritmo para esse fim.

As condigoes 2 e 3 do teorema abaixo garantem que R satisfaz
AFR. Para facilitar ao leitor, repete-se o enunciado do teorema.
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Teorema 2
As seguintes condi¢oes sao equivalentes:

1. Existe uma funcdo continua que cf-racionaliza as observagoes.
2.8¢ y' <y, entdo w *x’ <wx'.
3.5¢ y/ < y', enmtdao w xx’ <w'x',

4. Existem niimeros positivos® r’ e u’ tais que
P q
(i) y >y =>r>r.
(i) u' <uw +r’ w () -x), Vi, j=12,..,n

5. Existe uma fung¢do continua, semicOncava e mondtona que
c-racionaliza as observagoes;

Teorema 11 As condicoes 2 e 3 implicam que R definida acima
satisfaz AFR (pressuposi¢do 5).

Demonstragao

Suponha que se tenha Xx'Rx’ex/Fx'. Mas x’Fx implica
w'x! >w'x'. Pela condigdo 3, tem-se y’ > y', pois se y’ < y', entdo
a mesma condigdo implicaria w’ *x’ <w’ *x'. Mas x'Rx’ implica
que existe uma rota Lkl..,p,j tal que w'x' 2w'x* >.. w’x? 2wfx’.
Ora, pela condigio 2 do teorema 2 acima, w'x' > w'x* implica
y' > y*. Prosseguindo, conclui-se: y' > y* > y 2,2y >y
Logo, ¥ = y’. Isso contradiz y > yi , obtido acima.

¢ Eles sdo conhecidos por ndmeros de Afriat.
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Cabe mostrar que y' >y’ implica r' >r’. Suponha que nio, ou
seja, que r' <r’. A seqiiéncia de r's € crescente, como se viu. Portanto,

r' foi calculado antes de r’. Suponha que j pertenga a E(p). Certamen-
te, i pertencerd a B(p-1). Mas E(p)NB(p—-1)=, como se viu. Logo,

j nao pertence a B(p-/) e, portanto, XRx' € impossivel. Logo,
w/x’ <w’x' e, pela condi¢io3 do teorema 2, segue que y'<y', o que
contradiz a hipétese feita no comego do paragrafo.

A extensio de R°

Apresenta-se um algoritmo que permite estender RZ. Ou seja, se
w'x' < w'x’,entdo ou se verificard que existe uma rota que comece em i

e termine em j e que permite concluir que x' R x’, ou se mostrard que os
dots elementos ndao sdao comparéveis. Neste altimo caso, nao existe ne-
nhuma rota que permite concluir que x' R x'.

O algoritmo € desenvolvido em matrizes. Para estimular a imagi-

nacdo, (i, j) representa um viagem de i a j. Se x'R“x’ , ento a rota direta
de i aj € possivel, e o custo atribuido a ela seré igual a 1. Caso contrario,
a rota € impossivel e a ela se atribui o custo oo. Pode haver uma rota
que, indiretamente, nos leve de i a j e que custe menos do que «©? O algo-
ritmo dir4 se ela existe. Observe que se estende R’ para uma relagio R
que € transitiva.

Detalhes do algoritmo

1. A primeira coisa € organizar a matriz C, a partir dos dados. O
elemento genérico ¢; representa o custo da rota direta. Logo, ¢; =1 ou

c; =.8Se c¢; =1, entdo se verificon w'x' 2w'x’. Se wx' <w'x’,

entdo a rota direta € impossivel, e C; = . Assim, cada célula da matriz

C € 1 ou . Para facilitar a visualizagcdo do par de insumos comparado,
adicionam-se filas de x's & matriz (primeira linha e primeira coluna).
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- , |
i/j x x ..x X
1
X Chy G €y - Gy
|2
C=|x Crp Cp - Gy oo Gy,
i
X6 €y e € C
n
| x Cot Cpg e € oo Cpy |

2. A partir de C, constréi-se C '. Como proceder? Um ele-
mento c; da matriz C € comparado com a soma de dois outros: a

primeira parcela € o primeiro elemento da linha em que ¢;; est4; a

segunda parcela € o primeiro elemento da coluna em que ¢; se en-
contra. A regra € a seguinte: se ¢; > ¢, +¢;, faca, em C Y

¢; = ¢, +¢; caso contrario, ndao modifique C;- Ou seja, compa-

re a rota direta (i, j) com (i, 1) e (1, j). Portanto, deve-se somar o
custode i a1 com o de 1 aj. Se essa rota, que ¢ mais longa que a
direta, custar menos, escolha seu custo. A rota longa custard 2 ou
0. Serd preferida se custar 2 ¢ a direta custar co. Mais formalmen-

te, se em C 0 que se tem € C; = 1, entdo a rota (i, j) ndo ser4, obvi-
amente, mudada, porque o lado direito da desigualdade € 2 ou in-
finito; a mudanga ocorrerd se ¢; = oo e o lado direito for igual

a 2. Quando os lados esquerdo e direito valem oo, nio hd mudanga.
Complete os calculos para todas as rotas (i, j), comparando-as com -

(i, 1) e (1, j) da matriz C e obtenha a matriz C' . Note que, em C',
vale cllj S ¢, +¢;, porque, quando hd mudanga, prevalece a

igualdade; quando ndo hd mudanga, o lado direito é maior ou os
dois lados da igualdade sdo iguais a . Observe que em C' as
entradas da matriz valem 1, 2 (= 2") e . Note que quando uma
entrada de C vale 1 (finita, portanto), ela nio € mudada.
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3. Construa C'"'a partir de C" . Compara-se, na matriz c, (i, J)s
a rola direla, com (/, k) e (k, j), variando j e i. Se, na matriz ',

C; > Cy 0y

faga ¢, = ¢, +¢,;; caso contrdrio, ndo mude ¢;. Complete os calculos
k
para todas as entradas de C" .

Em C**', pelo procedimento adotado, vale a desigual-
dade c/" <c} +c;. As entradas de C**'
{00,1,2,3,...,2%).

4. Da mesma maneira, pode-se obter C" de C"”'. Ressalta-se,

pertencem ao conjunto

k ~ . ~
contudo, que se em C° ndo houver nenhuma entrada igual a o, entdo o
procedimento termina nessa etapa.
5. Como construir a rota longa em C? Digamos que em C se tenha

c; =°° € que c,.‘j =2 (finito, portanto). Pelo procedimento adotado,

tem-se, em C, ¢; >¢;, +¢,;. Logo, os termos do lado direito dessa ine-
quagao sdo finitos. Portanto, quando houver mudanga de um valor infini-

to em C para um finito em C ', ¢ possivel construir uma rota de custo
finito para ir de i a j, como (4, j): (i, 1), (1, j).

6. Admitindo que isso seja verdadeiro em C “, mostraremos que o
¢ k+1 k+1 k k ot
¢ também em C** . Ora, Cij+ < ¢, t ¢, - Como o lado direito pertence a

c*, pela hipétese da indugao, para cada um de seus membros existe uma
rota de custo finito. Com isso, mostra-se que toda vez que uma entrada
de C, de valor infinito, muda, numa dada etapa, para um valor finito,
pode-se construir uma rota de custo finito. Para os elementos de C de

valor finito, vale a rota direta. Nota-se ainda que, se em C*, os dois
termos do lado direito da inequagdo acima tiverem valores iguais a 1 em
C, entdo vale a rota (i, j): (i, k), (k, j) em C.
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Os resultados obtidos por Varian (1982, 1983, 1984, 1985) foram
generalizados para cobrirem situagdes que envolvem risco e quando
alguns insumos sao fixos. Na préxima se¢do, serdo vistos o caso de in-
sumos fixos e as peculiaridades de situagdes que envolvem risco.

Extensoes

No desenvolvimento acima, duas questdes importantes foram dei-
xadas de lado: a existéncia de insumos fixos e a presenca do risco. Estes
dois assuntos sdo abordados abaixo.

Insumos fixos

Duas razdes sdo alegadas para a presenga de insumos fixos, ou se-
ja, insumos que nio sdo varidveis de escolha no processo de decisao. A
mais respeitdvel delas € tratar-se do curto prazo, em que o agricultor ndo
tem condi¢des de adquirir, arrendar, ou vender determinados fatores de
producdo. A outra diz respeito a imperfeicoes do mercado de terra e de
capital que dificultam, quando n3o impedem, que determinados grupos
de agricultores rapidamente se ajustarem as mudangas dos precos relati-
vos. No Brasil, esses mercados, pelo menos nas regides em que a maior
parte da produgdo ocorre, funcionam relativamente bem.

Recentemente, Ray e Bhadra (1993) ofereceram uma extensdo do
método de Vanan, de modo que insumos fixos possam ser explicitamen-
te considerados. O que se procura fazer € modificar o desenvolvimento
que fizeram de modo a nao fugir do esquema de Varian. Contudo, chega-
se 2 mesma conclusdo. Usam-se os simbolos da se¢do "Test of Variable
Cost Minimization (p. 992)" para facilitar ao leitor que queira também ler
o trabalho dos dois autores.

Representa-se o vetor de insumo por (,z): u representa a combi-
nagao de insumos varidveis € z, a de insumos fixos. O prego do insumo &

representado por (w,,w,). Os indices i e j continuam atrelados as

observagoes.
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Cada agricultor tem um limite superior para a combinagao dos in-
sumos considerados fixos, o qual nao pode ser ultrapassado. Menos do
que o teto pode ser usado. Por exemplo, nao € preciso plantar toda a drea
que esta disponivel para lavouras. Maquinas € equipamentos nao preci-
sam ser usados em sua plena capacidade. Mas se o insumo € fixo, no
conceito acima, o teto ndao pode ser aumentado por aquisi¢do ou arren-
damento. Obviamente, mesmo que se fique abaixo do limite superior, o
custo fixo € imputado sobre o limite superior.

O conjunto de produgao € representado por
V(yi/z‘)z{(u,z):zs Z' e (u,z) produz y'}.

Na defini¢ao desse conjunto de produgdo, reside a diferenga entre
nosso procedimento e o dos dois autores. Nao se admite que ele seja
subconjunto de qualquer outro conjunto, como eles fizeram. Reformu-
lem-se as pressuposicoes | e 2.

Pressuposi¢ao 6 (encadeamento de conjuntos) A familia de con-
juntos de produgao é encadeada quando se verifica o seguinte: se

y<q, entdo V(q/z)cV(y/w), quaisquer que sejam z e w,
Z S w,sendo 7 e w combinagoes de insumos fixos.

Pressuposi¢io 7 (monotonicidade) Se (u, w)pertencem a V (y/z),
entdo, se t 2 u,(t,w) pertencema V (y/z).

Definiciio 17 (c-racionalizagfio) Considerandoz < 7', as obser-
vagbes sdo c-racionalizdveis se para todo i =1,2,...,n, quando

wu' +w‘fz’ < wiu+w'fz e (u,2)eV (y‘/z‘).

A demonstragdo do teorema que se segue em nada difere daquel
do teorema 1.
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Teorema 12

1. Hd um conjunto de producdo. V (y/z). que c-racionaliza os
dados.

2.85¢e y <y e 7/ <7, entdo w.u' +w, 2 Swu' +w, '

3. Hd um conjunto de producdo, V (y/z). que é fechado e con-

vexo e que c-racionaliza os dados.
Demonstragao
NH1l=2

Como os conjuntos de produgdo sdo encadeados, V(yj / vy / ),

a defini¢do de c-racionaliza¢do implica que a condi¢do 2 do teorema €
verdadeira.

(i) 2=3

Sejam A (y/z) o subconjunto das observagdes que produzem pe-
lo menos y e a combinacdo de insumos fixos ndo ultrapassa o teto z.
Construa o fecho convexo de A (y/z) que € representado por B (y/z).

aprendeu-se que esse conjunto € compacto. Em seguida, construa a con-
junto

V(y/2)={(x,w):w=z+p;x=u+s; (u,2)€ B (y/2); s e p=0}.

O conjunto V (y/z) € fechado, pois € a soma de um conjunto fe-

chado, (s, p)e R]'xR]" e do conjunto compacto B(y/z). A demonstra-
¢do da convexidade de V (y/z) ndo oferece dificuldades.

Deve-se demonstrar que V(y/z) c-racionaliza as observagdes.

Seja (u,z) pertencente a V (y/z). Como 0<r<1e Z‘th" =1 e, por

defini¢do, u = Zj=ltjuj +s ez =Z';=ltjzj + p, em que s € p 30 nao
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negativos ¢ m é o nimero de elemento de A (y/z) e, ainda,
(u',z' )€ A (y/z), conseqiientemente,

m
] ] Jood J Jood / i i
wu+ w‘fz+2[ Pwu +'w, 2 T+ws+w,p.
j=1
Mas
[Pwu’ +'w 2’ 1 2 [Pwu +1w) 7 ],
pela condi¢ado 2 do teorema. Consegiientemente,

wiu+wiu 2 ( th ) (wu' +w, 2" )+ wis+w,p.
j=1

Como Z:;ltj =le wis + w}p = 0, segue que a condigdo 2 do
teorema implica a condigao 3.

E claro que a condigio 3 implica a condigio 2.

Coroldrio Se as observagdes sdo c-racionalizdveis e y'<y’' e
Z = 7', entdo wiu' < w'u’' para j=1,2,..,n.
Demonstragao

A condigio 2 do teorema estabelece que y < y e Z/ =7 implicam

P

i i i i i _J
WU +w,.Z Swu' +w.z.

Como w}z’_‘ =w}zi, porque z’ =z’ paratodoj=1,2, ..., n, se-
gue que wiui < wiuj paraj =1, 2, ..., n, como se desejava provar.

E facil ver que a reciproca nao € verdadeira.
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Presenca de risco

Restringe-se a andlise a c-racionalizagao. No caso, o vetor das ob-
servacoes ¢ dado por (w',x',y'), i=1,2...,n. Admite-se, ainda, nio
haver erros de medigdo. O pre¢o dos insumos € conhecido com certeza.
A presenga do risco estd na produgdo. Tem-se, ainda, o conjunto V(y),

mas ele precisa ser acomodado a situagdo que envolve risco. Seja y ob-
servavel. Entao, define-se V(y) =V(E (y)):

V(E (y))={ x x produz ze étal que E(z) 2 E(y)}.

Ou seja, x produz qualquer z cuja distnibui¢dao tem média igual ou
maior que E(y).

O que mudou? Anteriormente, aceitava-se a hipétese do encade-
amento, x produzia pelo menos y e qualquer quantidade menor que y.
Agora, x produz um conjunto de z's, cuja esperanga matematica, designa-
da pelo simbolo E, € maior ou igual a E(y). Admite-se, pois, que € possi-
vel impor uma distribui¢do ao conjunto dos z's € que o primeiro momen-
to dessa distribui¢do, a média, exista e que seja maior ou igual a E(y).
O leitor compreende a necessidade da adigao outras hipéteses para cuidar
de uma situagao que envolve risco, as quais dizem respeito a E.

A defini¢do de encadeamento precisa ser também ajustada.

Definicao 18 A familia de conjuntos V (E(y))diz-se encadeada
se E(y) 2 E(z)implicar V(E(y)) c V(E(2)).
Ou seja, admite-se que y e z pertengam a duas distribuicdes e se a

média da distribui¢@o de y for maior que a de z, entdo, se x produzir y, x
também produzira z.

A definigao de c-racionalizag¢do, adaptada a condig¢do de risco, €
muito semelhante aquela dada.

Defini¢io 19 (c-racionaliza¢io) A combinacdo de insumos da i-
ésima observagdo custa menos do que ou igual a qualquer outra combi-
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nagdo que o i-ésimo agricultor escolher para produzir E(y'), quando

restrito a seu conjunto de produgao, V(E(y")). Em termos formais,
wxx' <w xxe xe V(E(Y')),

em que w* x € igual a soma dos produtos das respectivas componentes
de w pelas de x.

O leitor deve ter percebido outra diferenga em relagdo a situagao
em que ndo existe incerteza. O dado relevante para a andlise €

(w',x',E(y')), i=12,...n, endo (w',x',y').E E(y') nio ¢ obser-

vavel. Na aplicacdo, deve-se encontrar uma proxi para E(y'). Ray e

Bhadra (1993) mostram como encontrar uma proxi. A formulagao tedrica
¢, contudo, omitida e, por isso procurou-se desenvolvé-la.

O teorema que se segue ¢ demonstrado exatamente como o teore-
ma 1. O item 2 difere daquele do teorema | para acomodar a presenga de
incerteza. Observa-se ainda que a indiferenga, a aversao e o gosto pelo
risco nao influenciam o resultado obtido que €, assim, vélido para dife-
rentes tipos de jogadores’.

Teorema 13 As seguintes condigcoes sdo equivalentes:

1. Hi uma familia encadeada de conjuntos de produgdo,
V(E(Yy)), que c-racionaliza as observagoes.

2. E(y)) 2 E(y')implica w *x’ 2w *x'.
3. Existe uma familia ndo trivial de conjuntos de produgdo, con-

juntos esses que sdo convexos, fechados e satisfazem as pressuposi¢oes 1
e 2.

Chavas e Cox (1993) procuraram estudar a influéncia que a incer-
teza possa ter quando a produgdo € certa e 0s precos incertos. O teorema
1 ainda € véalido quando o agricultor € indiferente ao risco.

7 O oponente do agricultor, no jogo sob anlise, € a natureza.
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Testes de hipoteses

Pelo teorema 2, a condig¢do relevante para o teste de hipdtese se
expressa asim:

v <vyiimplicawpx ;< wiax, Vi, je I i # .
Yi = y; imp j J J

Ha dois procedimentos a seguir. Em primeiro lugar, contam-se as
divergéncias em relagao as restricdes expressas nas desigualdades acima.
Para se obter o nimero de divergéncias, ordenam-se as observagoes do

menor y para o maior, obtendo-se os pares (Y',C'), em que Y ¢ a pro-

dugdo, por exemplo, a renda bruta € uma média de Y, e C € o dispéndio
total: se houver 4 tnsumos, a soma dos dispéndios neles equivale a C, e

\ — -~ 2 ~
corresponde 2 observacdo. Entio, Y' <Y? <---Y". Se ndo houvesse

- l 2 ] ]
erros, ter-se-ia C < C° <---C". Toma-se o par (Y ,C'), compara-se
C' com C’ e, assim, sucessivamente. Ao todo, sdo realizadas n-/ compa-
ragdes. Anotam-se os erros. Observe que C' > C, i > 1 € um erro. Faz-se
o mesmo com Y°, n-2 comparagdes sdo feitas e, assim, sucessivamente.
No total, s3o feitas n*(n—1)/2 comparagc')esg. Na prética, atribui-se 1 ao
acerto e 0 ao erro. Para cada observacdo, somam-se os 1’s, os acertos,
portanto, ¢ divide-se a soma pelo nimero de observagdes. A hipdtese
nula é 1. Sendo p a proporcao de acertos estimada, o intervalo de com-

fianca pode ser aproximadarn§nte estimado como p+1.96 f( P(I*P))' em
n

que n € o nimero de observagdes. Se o intervalo de confiancga incluir 1, a
hip6tese nula nio € rejeitada’. Também se pode obter o total de acertos e
dividi-lo por n°/2; agora, n vale n*/2.

¥ Caso considere a comparagio consigo mesmo, isso resulta em n%/2 comparagdes.
® Agradego a sugestio de Geraldo da Silva e Souza, SGE-EMBRAPA. No caso de valores proximos
de 1, a aproximagao normal ndo deve ser usada, mas sim a tabela da binomial.
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O segundo procedimento € o teste proposto por Varan (1982,
1983, 1984), que € elucidado por partes.

I. Tem-se a informagao sobre o dispéndio em cada insumo x, mas
esse dispéndio diverge do dispéndio 6timo, ou seja, da demanda 1. E pos-
tulada a seguinte relagio entre o dispéndio e a demanda: 1 = x+ x* £.

Ou €= !/ —1. A vantagem de assim se proceder é que f/x nio de-
Y g

pende das unidades de medida, como salientado por Varian (1985).

2. Minimiza-se a soma dos quadrados, cada insumo (m) e cada ob-
servagao (n), mediante as restrigoes

Y = MmZiH;—‘J - 1}2

i=] k=|

€
ZW:LZ.'A- —ZWM[O,Vj:Lz,...,n, yiﬁyj
k=l k=1

n

- 2
(Zy — X,)
k=1

3. Varian (1985) salienta que T = = tem distribu-

0.2

icdo de qui-quadrado com mn graus de liberdade, e z é a demanda n3o
observada.

Pela férmula com que Y foi calculado, Y /o> < T. Logo, ao se re-

alizar o teste de qui-quadrado usando Y/ o’ aumenta-se a chance de
rejei¢ao da hipétese nula.

Ora, desconhece-se 0. Seja k, o valor critico da tabela de qui-
quadrado com mn graus de liberdade. Fazendo Y / o’ =k,,e Y é conhe-

cido. entdo, 0> =Y/ k, . Se o valor for relativamente pequeno, de acordo

com a experiéncia do pesquisador, a hip6tese nula nao € rejeitada.
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Procedimentos de computacao

O caso, que serve de exemplo, contém 75 observagoes e quatro in-
sumos, o que gera 300 varidveis, quatro para cada observagao. O prego
dos insumos € igual a um. Novamente, ordenam-se os dados do menor
para o maior Y. Mais detalhes em Souza (2003).

1. Programa SAS: teste da hipdtese de Varian.

Proc nlp maxit=100000 maxfunc=100000 random=100 te-
ch=congra absgtol=1e-20

min Y; /*75 observagdes quatro insumos*/

parms h1-h300;

bounds h1-h300 >=0;

/*bounds: alguns, o suficiente para o entendimento; note-se que €
suficiente comparar-se a observagdo 1 com 2

e esta com a 3 e, assim, sucessivamente. Em cada linha, compara-
se a observagdo com a seguinte */

lincon hl+h2+h3+h4-h5-h6-h7-8 <=0; /* 1 a 4 refere-se 2 primei-
ra observagao, € 5 a 8 4 segunda observagao*/

lincon h5+h6+h7+h8-h9-h10-h11-h12 <= 0;

lincon h293+h294+h295+h296-h297-h298-h299-h300 <= 0;

/* Constru¢ao da fungdo objetiva; o denominador € o valor do res-
pectivo insumo, dado coletado */

F1=(h1/3082.0 — 1)**2;

F2=(h2/7665.00 - 1)**2;

F3=(h3/15768.20 - 1)**2;

F4=(h4/1625.00 - 1)**2;

F297=(h297/102572.82 — 1)**2;

F298=(h299/31500.00 — 1)**2;

F299=(h299/281846.21 -1)**2;

F300=(h300/38500.00 — 1)**2;

Y= sum (of F1-F300);

run; '
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2. Computacao de erros e acertos

data ordem,;

input y x1 x2 x3 x4; /*xi= dispéndios, 1=1,2,3,4 ;y renda bruta */

C=X1+X2+x3+x4;

ql=1;

g2=1;

Cards;

/* entrar os dados. No caso 114 observagdes ou qualquer outro
nimero /*

run;

proc sort; /* dados ordenado do menor para o maior y */

by y;

run;

proc sort; /* artificio de computagao*/

by ql;

run;

data jorge; /* Trata-se do data ordem, com os y's ordenados, as va-
riaveis x(1) captam os respectivos custos ¢, de modo que se possa fazer as
comparagoes */

array x(114) x1-x114;

do i=1 to 114 until(last.ql);

set ordem;

by ql;

x(1)=c;

end;

array w(l14) wl-wl14;

do i=1 to 114 until(last.ql);

set ordem; |

by ql;

w(i)=c;

end;

array k(114) k1-k114; /* aqui sao feitas as compara¢des=n(n-1)/2;
cria-se uma matriz 114x114;

de células que valem O ou 1; errado = 0; certo = 1;*/

Do i=1to 114;

do j=1to 114;
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if j<i and w(j)>x(i) then k(j)=0;
if j<i and w(j)<=x(i) then k(j)=1,
if j=i then k(j)=1;
if j>i and w(j)<x(i) then k(j)=0;
if j>1 and w(j)>=x(1) then k(j)=1;
end;
output;
end;
‘TUN;
Proc print data=jorge;
title 'Um contra todos';
var k1-k114;
run;
Data jorgel; /* Data jorge tem 114 observagdes, cada Ki de kl-
k114, € comparada
com cada um dos k's. O valor maximo da soma para cada k1, ou
seja para observagao i, € 114*/
set jorge;
n=_N_;
s=sum(of k1-k114);
g=(s/114)*100;
keep n kl-k114 s g;
run;
Proc sort;
by s;
run;
proc print label data=jorgel;
titlel 'Um comparado com todos, soma';
Title2 'Acerto na ordem=um e erro=0";
varnsg;
label s='"Soma acertos' n="Observa¢ao' g='Acertos/114*100’ ;
rn;
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